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NOCIONES ELEMENTALES SOBRE TZORIA DE LA DECISION

(Apuntes de clase)

Antes de formular un problema de decisiones débeqiamos tener una idea de lo
que éste constituye; es decir, cudles son sug,e;ementos fundamentales:

Primero, y lo mé4s obvio, es el hecho dé que existe un individuo o un grupo
de individuos-que est{ insatiqfecho,coﬂ un determinado estado de cosas y en
consecuencia desea hacer algo para. alterarlo en un determinado sentido. Este
individuo o grupo es el primer componente ddl problema y lo llamaremcs: el
tomador de decisiones., Cuand el tomador de decisiones ¢controla las opera-
ciones de un sistema organizado de hombres y/B méqﬁinas, nos referiremos a
él comv: el ejecutivo. _

En segundo lugar, para que el tomador de decisiones tenga un problema
debe desear algo diferente a lo que ya tiene; ee_decii, debe tener ciertos
objetivos que no ha obtenido en el grado.épe 1o q§sea.' El objetivo constituye
el segundo componente del problema. r . -

En tercer lugar, el tomador de decisiones tiene su problema dentro de un
marco en el cual dispone, o no dispone, de una cierta. cantidad de recursos,
En el tipo de problema que nos preocﬁpa, este marco es un sistema organizado
que generalmente abarca hombres, mdquinas, elementos productives, ete. El
sistema es pues el tercer componente del problema. '

Finalmente, el problema no puede existir a menos que el tomadér de deci-
siones pueda elegir entre un minimo de dos cursos de accién alternativos.

Sin posibilidades de eleccidén puede haber insatisfaccién, pero no puede haber
problema de decisién. Un problema siempre implica la cuestién: ;qué hacer?
Y esta cuestién es un probleina cuando se dispone de varios cursos de accilén
alternativos. Los cursos de accién-alternativos son el chartb componente de
un problema, ' '

Bl campo de la toma de decisiones se divide generalmente de acuerdo a si
la decisién se toma por un individuo o por un grupo:

i) decisiones individuales

1i)  decisiones de grupo
y de acuerdo a las condiciones en que se efectda respecto a los resultados
posibles:

/a) decisiones bajo
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a) decisiones bajo condiciones de certeza

b) decisiones bajo condiciones de riesgo

c) decisiones bajo condiciones de incertidumbre.

Respecto a la primera divisién, la distincién entre individuo y grupo no
es de naturaleza biqlégico-social, sino simplemente funcional. Cualquier
tomador de decisiones - un simple ser humano o una organizacién ~ de la cual
se suponga que tiene un interés unitario que motiva sus decisiones puede ser
tratado como un individuo en la teorfa. Cualquier conjunto de tales indi-
viduos que tengan intereses en conflicto que deba resolverse, ya sea en abierto
conflicto o mediante compromiso, serd considerado un grupo.

En lo que se refiere a la segunda clasificacién, supéngase que haya que
elegir entre dos cursos de accién. Diremos que estamos en el dominio de la
toma de decisiones bajo condiciones de: '

a) certeza, si cada accién se sébe, conduce invariablemente a un resul-
tado especifico;

b) riesgo, si cada accién conduce a uno de un conjunto de resultados
- posibles, los cuales deben ocurrir con una probabilidad conocida. Desde el
punto de vista de la teoria, se supone que las probalilidades son conocidas
por el tomador de decisiones. )

c) incertidumbre, si cada accién tiene como consecuencia un conjunto de
resultados especificos, pero las probabilidades de estos resultados son com~

pletamente desconocidos,

Toma de decisiones bajo condiciones de certeza

Tipicamente, la toma de decisiones bajo condiciones de certeza se reduce-a
esto: dado un conjunto de actos posibles, elegir aquél que maximice (o mini-
mice) un indicador dado. Simbélicamente, sea x un acto genérico en un conjunto
dado F de actos posibles, hallar aquel x(o) en F que rinda el méximo (minimo)
del indieador, es decir:

b4 (E(o))Qt f (x) para todo x en F.

Muy a menudo, el verdadero problema consiste en elegir en forma apropiada
tal indicador. En muchos campos de la economfa, utilidad y pérdida son indica=-
dores adecuados, pero en otros contextos no se dispone de tales cantidades.

/Para citar
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Para citar un ejemplo no trivial d;‘ toma ‘de decisiones bajo condiciores
de certeza, se ha elegido el clésico problema de programacldn lineal.

Supéngase que el gabierno desea realizar tres programas. P, P2 ¥y P,
los cuales, supuestamente, resultan en bienes y servicios cuantificables.
Para estas tareas se dispone de una cierta cantidad R1 de recursos financieros,
Rzrde recursos humanos y RB de, recursos de capital (inversiones). El prob;ema
consiste en decidir los niveles de actividad de cada uno de los programas, de
tal manera que se optimice el iogro de los objetivos que se plantea el gobierno.
con dlchos programas, ’

Si se analiza el problema, se veré que en él estdn presentes todos los
elementos que se anotaron al comienzo: el tomador de decisiones estd repre-
sentado por el gobierno; el sistema, por el .conjunto de recursos de todo tipo
disponibles para realizar los objetivos perseguidos; el objetivo, representado
por las metas de produccién que el gobierno desea lograr mediante los programas
citados; y, finalmente, los cursos de accién posible, representados por las
infinitas combinaciones de recursos disponibles que den lugar a los corres-
pondientes niveles de actividad de los programas. _

Si se traduce esta situacién real en un modelo'matamﬁtico, éste tendria
la foruwa sigyiente: ‘ T

Sean Xl X2 y Xs los niveles de act1v1dad de los programas P, P2 y P,,

o sea, la cantidad de bienes y servicios a produclr mediante la realizacldn
de los programas‘

A:‘_‘1 son los coeflcientes que indican las cantldades necesarias del recurso
i para producir una unidad del bien objeto del programa J.

La merteza en este tipo de proceso de decisién radica preclsamente, en
parte, en la existencia de este tipo de coeficientes.

Las condiciones de factibllidad de los distintos niveles de actividad
estardn dados por el sisﬁémé de desigualdades

? A K& By 1=1,23

Estas condiciones de.-factibilidad definen pues los cursos de accién,
alternativos que tiene ante si el tomader de-decisiones.

* /E1l criterio
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El criterio de decisidn de uno (o varios) de esos cursos de accién
consiste en la maximizacién, digamos, del valor de la produccién total, o sea

Plxl + P2X2 + PBXB = miximo
donde Pl son los precios de los bienes y servicios objetos de los programas,.

En resumen, el problema consiste en seleccionar niveles de actividad de
los programas Pl,.P2 y‘PB, de tal manera que éstos sean factibles desde el
punto de vista de las disponibilidades de recursos Rl’ R2 y R3 y ademis se
maximice el valor de la produccién total que resulte de esos programas,

Este es, claramente, un problema de decisién bajo condiciones de serteza,
el cual ha sido transformado en el problema matemdtico de me ximizar una funcién
lineal en las variables condicionada por un conjunto de desigualdades también
lineales. Obviamente, este problema no puede ser wmanejado con los métodos
tradicionales del cdlculo, y la teoria de los cuerpos convexos es crucial para
su solucién.

Decisiones bajo condiciones de riesgo

Como se dijo antes, la toma de decisiones bajo condiciones de riesgo implica
el conocimiento por parte del tomador de decisiones de las probabilidades de
ocurrencias de los distintos resultados posibles al tomar un curso de-accién
determinado, \

En estas circunstancias, el criterio de decisién consistird en ma;imizar
la utilidad esperada de los diferentes cursos de accién. Por ejemplo, supéngase
que se desea invertir un millén de pesos y existen tres posibilidades de
inversién a las cuales llamaremos Sl, 82 y SB' Los rendimientos anuales en
estas tres inversiones son: pars S1 un 4 por ciento anual; para 32 un 4,5 por
ciento anual y para 83 un 3 por ciento anual. Supdngase al mismo tiempo que
esta informacién es vdlida solamente en el caso de que no haya guerra; de lo
contrario, los rendimientos serfan 4 por ciento paré la inversién Sl; 2,75
por ciento para la inversién 82 y O por ciento para la inversién 83' Podriamos
escribir esta situacién en la siguiente tabla:

Rendimientos
Paz Guerra
Inversién S1 4O 000 40 000
Inversién 32 , 45 000 22 500

Inversién §

—

30 000 ) 9]

o

Pom a @
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Si las probabilidades de paz y guerpa son respectivamente 0.7 y 0.3,
podremos calcular el rendimiento esperado de cada una de las inversiones y
se obtendria: .

Inversién Sl 40 000

Inversién S2 38 250

Inversién 53 21 000

La decisién m4s adecuada en este caso de acuerdo al principio del miximo
rendimiento esperado serfa invertir en 5

El uso de este principio en la toma de decisiones requiere pues la
evaluacién de las probabilidades de ciertos eventos y los valores asociados-:
con ellos. Este no es un procedimiento sencillo y muy pocas decisiones se han
tomado en la prictica como resultado de calcular la utilidad esperada. No
obstante, el ejercicio es dtil porque afina la percepcién del tomador de
decisiones de los riesgos que puede estar corriendo al preferir determinadas -
selecciones y las consecuencias a las que debe hacer frente si estas determi-~
nacienes son equivocadas. .

Decisiones bajo condiciones de jncertidumbre. La toma de decisiones bajo

condiciones de incertidumbre est4 'basada en la nueva rama.de la mateudtica
llamada "Teorfa de los Juegos de Estrategia", Explicaremos esta teorfa
basdndonos en los Jjuegos bipersonales de suma nula,

Juegos-con punto de equilibrio

Con el fin de familiarizarnos con los conceptos fundamentales de la teorfa
haremos uso de un juego finito bipersonal de suma nula. Sea un juego con la
siguiente matriz de pagos: '

JUGADOR B
c B, B, B,
Al -5 2 0 N
JUGADOR A - Az 7 6 I 8
AB I 0 .2 - 3

/ELl significado



-6 -

El significado de esta presentacién es el siguiente: el jugador A puede adeplar
cualquiera de sus tres cursos de accién disponibles, Al A2 y A3; a su vez el
Jugador B puede oponer a la seleccién de A una cualquiera de sus alternativas
BI’ 82, B3 y Bh' Una vez hecha la seleccién por parte de ambos jugadores y
realizadas las movidas correspondientes, el jugador B debe pagar al jugador A
la cantidad indicada por la cifra de la matriz donde se cruzan las estrategias
de ambos jugadores. Es decir, a cada pareja & estrategias adoptadas por ambos
jugadores corresponde un pago que el jugador B debe hacer a A. En el caso del
ejemplo, a la pareja de estrategias (ABBI) corresponde un pago igual a 4; es
decir si A selecciona su tercera estrategia y B responde con su estrategia Bl’
entonces este dltimo debe pagar a A la cantidad de 4. NStese que algunos
elementos de la matriz son negativos y ceros. En el caso de la pareja de
estrategias (ABBA)’ el pago correspondiente es igual a =3; esto significa

que en el caso de adoptar ambos jugadores las estrategias indicadas, entonces
serd A quien tenga que pagar a B la cantidad positiva 3. Para la pareja (ABBZ)
el pago es cero; es decir que en esta situacién ninguno de los dos jugadores
recibe pago alguno.

Una vez establecidas las reglas del juego, corresponde analizar cual
deberia ser el curso de accién de cada jugador si ambos actdan racionalmente
con el objetivo final de lograr los resultados mds favorables en dicha con-
frontacién. Para ello, definiremos el concepto de nivel de seguridad de cada

Jugador ante cualquier curso de accidén seleccionado., A cada estrategia
seleccionada por uno de ellos le corresponderd un pago cuyo monto depende del
curso de accién adoptado por su oponente; en el caso en que A seleccione su
estrategia Al, éste puede obtener un pago de =5, 2, 0 6 7, de acuerdo a 8i

B responde Bl’ B2, B3 ® Bh’ respectivamente., El pago minimo garantizado a A
como producto de su decisidén es =5, o sea, al seleccionar A su estrategia Al,

lo peor que podria ocurrirle es que tenga que desembolsar la cantidad 5. A

esta cantidad, =5, que es la minima de la fila Al se le ]1lama nivel de seguridad
de A respecto a su estrategia Al' De la misma forma podemos determinar lecs
niveles de seguridad de A respecto a sus otras estrategias, las cuales resultan

ser 4 y -3 para las filas A2 y A3, respectivamente.

/JUGADQR B



JUGADOR B
Pt 1 Nivel de seguridad
& B, B Bz,. (minimo de la fila)
Al -5 2 0 7 -5
JUGADOR A A2 7 6 . 4 8 ST
Nivel de segu-. : . :
ridad i 7 6 I 8
(mdximo de la
columna)

E]l nivel de seguridad del jugador B se define de acuerdo al siguiente critep
s8i los elementos de la matriz representan desembolsos para B, entonces es obvio
que lo peor que podria sucederle a B ante la adopcién de una estrategia determina:
es que tenga que desembolsar una cantidad mfxima, Es decir, si éste adopta su
estrategia Bl tendria que desembolsar =5, 7 6 4, dependiendo de qﬁe A 6ponga a
eso su estrategia Al’ A2 6 A3, respectivamente. Se puede apreciar que el resul-
tado menos favorable que le cabe esperar es un desembolso de 7 cuando A presente
o+ Esta cifra es la ridxima de la columna By
de nivel de seguridad de B respecto a su estrategia Bl‘ "En forma similar se

su estrategia A y recibe el nombre
pueden determinar los niveles de seguridad de B respecto a las otras columnas,
las cuales serdn 6, 4 y 8, respectivamente. En el cuadro anterior se han
escrito los resultados obtenidos. '

Si A espera obtener el resultado mds favorable del juego, entonces la decisiér
m4s adecuada que podria tomar seria adoptar aquella estrategia que tenga el -
mayor nivel de seguridad posible; en este caso; la estrategia que posee esta
caracteristica es A2 con un nivel de seguridad igual a 4.. La adopc¢idn de la
misma le garantiza a A un prgo nunca inferior a 4. Se desprende de aqui que
1lo mejor que A puede lmcer es adoptar la estrategia A2, ya que cualquiera otra
decisién le podria significar un resultado menos deseable.

Por su parte, B también tiene el propésito de lograr el resultado mis
favorable posible del juego. Pero, puesto que las cifras de la matriz repre-
sentan desembolsos para este jugador y, en consecuencia, sus niveles de seguridad
representan desembolsos mdximos para sus estratégias; entonces se hace obvio que
deber4 tomar una decisién que haga minimo su nivel de seguridad. En este caso

/deberd adoptar
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deberd adoptar la estrategia B3 con nivel de seguridad de 4. Esta decisién le
garantiza a B que en ningfn caso tendrd que deseubolsar una cantidad mayor que k.

Nétese que en este juego particular los niveles de seguridad de ambos
Jjugadores respecto a las estrategias adoptadas coinciden. Las implicaciones de
esta coincidencia son las siguientes: si ambos jugadores adoptan las estrategiat
mencionadas y el juego se repite un nimero indefinido de veces, entonces ninguno
de ellos tendr{ interés en cambiar de estrategia; la situacién resultante es
una de equilibrio estable. Las estrategias adoptadas por los jugadores son
éptimas y la ganancia generada (4) es el valor del juego. Es necesario recalcar
el hecho de que esta situacién de equilibrio estable, la cual ninguno de ellos
tiene interés en abandonar bajo pena de obtener resultados menos favorables, es
posible solamente por la existencia de ese elemento de la matriz, el cual tiene
la caracteristica de ser el menor de su fila y al mismo tiempo el mayor de su
columna. A este punto particular se le llama punto de equilibrio o punto de
osculacién (o ain, punto montura, traduccién literal del inglés "saddle point").
La existencia del punto de equilibrio determina que los jugadores adopten lo
que en jerga técnica se denomina estrategias puras. La distincién precisa del
término quedard clara al tratar otro tipo de estrategias mis adelante.

El juego tiene, pues, una solucién éptima, la cual consiste en hallar las
estrategias de los Jugadores y el valor del juego de tal manera que la adopeién
de las mismas constituya una situacién estable.

Juegos sin punto de equilibrio

Analizaremos ahora un juego que no tiene punto de equilibrio y examinaremos
entonces lo que se entenderd por solucién del mismo. Consideremcs el juego que
tiene la siguiente matriz de pagos:

JUGLDOR B
By By B,
AL |1 3 n
A, |8 5 2

/Se observard
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by

Se observard que en dicha matriz no ex:ste ningin elemento que sea a la
vez el minimo de su fila y el mdxdmo de su columna. No tiene punto de equilibr o

Siguiendo la linea de razonamiento anterior, A deteruina ‘sus niveles de segw
ridad respecto a sus estrategias puras Al y A éstas resultan ser 1 ¥y 2, respec=
tivamente. Al maximizar su nivel de eeguridad éste se decide por su estrategia
A2, la cual le garantiza una ganancia no 1nfer10r a 2, cualqplera que sea la
estrategia que oponga B. A su vez, B detenmlna sus niveles de seguridad de
acuerdo a su situacién en el juego y éstas resultan ser 8, 5 y 11 respecto a
sus estrategias puras Bl’ B N BB’ respectivamente. Deberé pues adoptar aquella
estrategia que haga minimo su nivel de segurldad, ésta es la estrategia pura B
con un nivel de.seguridad igual a 5. Se aprecia aqui que los niveles de segu-
ridad de ambos jugadores respecto g.las estrategias menclonadas no coinciden,

o sea, el juego no tiene.punto de eqﬁilibrio.. De todas maneras; hémos subuesto
que los jugadores han tomado su declsién de acuerdo con el crlterio establecido.
¢Qué implicaciones tiene la no exlstencia de un punto de equllibrlo respecto a
la estabilidad de la conducta de los jugadores en el desarrollo repetldo del
Juego? '

Antes de entrar en materia, es necesario suponer que este es un Juego re-
petitivo, o sea, se pretende jugarlo un ninero indefinido de veces; lo contrario
implica que cualquiera movida seria buena. .

~ Al enfrentar ambos jugadores las estrateglas selecclonadas (A 2), el pago
que B debe hacer a A es 5, Si el juego continida repitiéndose en la misma forma,
puede apreciarse que el jugador A no tiene interés en camplgr su estrateg;a,ya
que ésta.le rinde una ganancia mayor qnével miximo que esperaba (2). Seguird

pues exhibiendo en forma estable la estrategia A,. Sin embargo, la situacién es

completamente diferente para el jugador B, ya, qu al darse cuenta de que A sélo
Juega A2 en forma inalterable, éste.ve 1a posibilidad de disminuir su pérdida
adoptando una estrategia distinta. Adoptar?ulalestrateglg BB’ con lo cual
consigue disminuir su pérdida a 2., Ahora la situacién es estable para B, ya que
su decisién le significa un desembolso menor que el minimo que esperaba; sin
embargo, este cambio transforma la sitﬁacidn del jugador A, haciéndola ineétable.
Al constatar que B ext.ibe en forma constante la estrategla B3 con una disminucién’
del pago que estaba percibiendo antes del cambio, A aprecia la conveniencia de
modificar su curso de accién y adppta la estrategia Al,con lo cual elevard su

ganancia a 11,



Puede ficilmente comprobarse que en esta situacién los jugadores
deberdn estar modificando continuamente su curso de accidén en busca de
posiciones mds favorables sin lograr jamds una situacién de equilibrio.
Considerando en conjunto las formas en que se estd realizando el juego,
se aprecia que las estrategias globales que han adoptado los jugadores
consisten en una mezcla de sus estrategias puras, Se dice en este caso
que las estrategias adoptadas por los jugadores constituyen estrategias
mixtas o aleatorias,

Analizaremos entonces la racionalidad de la conducta de los jugadores
bajo el lente de la existencia de tales estrategias mixtas,

Supondremos qQue A exhibird sus dos estrategias puras mezcladas en
proporciones (probabilidades) X VX, donde X + X, = 1 y simbolizaremos
dicha estrategia mixta por el vector (xi, xz). En general, Xy serd la
probabilidad de que el Jugador A use su estrategia pura Ai en una realizacidén
particular del juego. Al mismo tiempo el jugador B adoptard una mezcla de sus
estrategias puras con probabilidades TR LR yz donde Y + ¥, + yj =1
y simbolizaremos dicha estrategia por el vector (yi, Yo yg). En general,
yJ es la probabilidad que B adopte una estrategia pura BJ en una realizacidn
particular del juego. ' ‘

Cuando el Jugador A exhiba sus estrategias Al y A2 c.n probabilidades
R B responda con su estrategia Bl entonces la esperanza matemdtica
de su ganancia serd W =X + axz; si B, en cambio, responde con su estra-
tegia 82 su ganancia esperada serd W, = Bxi + sz; ¥, finalmen'e, al oponer
B su estrategia pura BB’ la ganancia esperada de A serd “3 = llx1 + 2X,.

Se definird el nivel de seguridad de A con respecto a su estrategia mixta
(xi, x2) como la ganancia minima esperada entre las tres ya mencionadas:
w = min(w;, w,, w3)
Andlogamente, cuando el Jugador B adopte sus estrategias puras Bl’
82 y,B3 con probabilidades MERIR ys respectivamente ¥y A oponga su
estrategia A; entonces la pérdida esperada de B serd uy - y; + 3y, + Uy,;
¥ si A responde con su estrategia A2, la esperanza matemftica de su
pérdida serd u, = 8y.1 + 5y, + 2734 Se d?fine su nivel de seguridad como -
la pérdida esperada mdxima:
u = max (u, uz)
/El problema
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El problema para ambos Jugadores’consiste ahora gn.establecer las proba=~
bilidades con que:hardn uso de sus respectivas estrategias puras.de tal
manera que el resultado esperado para ambos 'sea el mds favorable.
A deberé-entonces résolver el siguiente problema: hallar un vector
X = Gepyxy) :
con componentes no nulas y un escalar.w tal Gue:
+ 8x,. =w
n TS
3% + Xy =W
_llxi &, =W
]t Xyl
con un w méximo, '
Por su parte, B deberd hallar un vector
Y= (le yz: y3) g
con componentes no negativas y un escalar u de tal forma Que:
?I+3y2+lly3n‘u T

8yl+5y2+ @3 =1
y1~+ yz"" Y3=1

haciendo u mfnima, : - .
Puede demostrarse que al encontrar ambos jugadores sus estrategias

-

mixtas que satisfagan las condiciones establecidas se verificard:
Uusw=v v ’
constituyendo esa cantidad v el .valor del juego« . )

En el caso del ejemplo, las estrategias encontradas son: para A )
(3/11, 8/11) y para B (0, 9/11, 2/11), las cueles constituyen sus estrategias
éptimas, y el valor del juego v = 49/11, -~ ° . .

La interpretacidn de la-solucidn hallada es la siguiente: la decisidn
dptima de cada jugador consistird en adoptar en cada partida- del juégo una
estrategia pura mediante un procedimiento aleatorio adecuado, tal como el
lanzamiento de un dado, qQue asigne a cada una de ‘ellas la probabilidad
establecida. Cabe recalcar el hesho de que la elec¢ién debe hacerse en
forma alegtoria en .contra de una aplicacidén sistemdtica de las proporciones
indicadas ya que ello permitirfa-al adversario poner en prdctica una

++  Jestrategia que
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estrategia que llevase la posicidn del primero al plano mfs desfavorable,
Por ejemplo, supdngase que A interpreta su estrategia (3/11, 6/11) en

el sentido de que de cada 11 partidos jugados en los tres primeros debe
exhibir la estrategia pura Al ¥y en los ocho siguientes A2 y pone en
prdctica el procedimiento, Bastard que se juegue algunos partidos para
Que B descubra el mecanismo de decisidn Que emplea A y actia en conse-
cuencia para mejorar su posicidn: abandonard su estrategia calculada y

en cambio opondrd la estrategia pura B, en los tres primeros partidos y
83 en los ocho siguientes haciendo ganar la ganancia media de A a 19/11
que es peor resultado posible, Obviamente, la estrategia adoptada por

A no contradice la dptima enunciada pero sdlo ha conseguido con su aplica-
cidn un resultado desastroso y ello se ha debjdo a que en el mecanismo de
seleccidn de A ha estado ausente el elemento de aleatoriedad que es funda-
mental para que la teorfa tenga validez.

Para hacer mds claridad en las ideas expuestas, daremos una interpre-
tacidn geométrica del juego usando el mismo ejemplo anterior, En la figura
que se acompafia PQ es un trazo de magnitud igual a la unidad, sobre un eje
de abscisas. Cualquier punto R dentro del trazo PQ representa una estra=
tegia mixta del jugador A: (xi, ié) donde el valor del segmento FR es la
probabilidad de usar la estrategia pura MY el segmento RQ es la probabi-
lidad de la estrategia pura A2. El punto P representard la estrategia
(1, 0) en que A sélo adoptard la estrategia pura Al ¥ el punto R representa
la estrategia (0, 1) en que A sélo adopta la estrategia pura Azo La
ordenada de cualquiera de los puntos del trazo PQ representa la esperanza
matemdtica del pago de A cuando B oponga cualquiera de sus estrategias puras
en respuesta a la movida de A. Supongamos que al usar A su estrategia pura
Al su oponente adopta su estrategia pura Bl’ entonces 1a‘ordenada PD‘§gual
a 1 representa el pago yue corresponde a la pareja (Al, Bl) y la ordenada
QE igual a 8 el pago correspondiente a la pareja (A, Bl). Si se unen los
puntos D y E mediante una recta, es facil demostrar Que la ordenada del
punto R serd igual a ax1 + X, Que es la esperanza matemdtica del pago ,
cuando al adopter A su estrategia mixta (x,, x2) B opone su estrategia B,;
o sea, los puntos de la recta DE representan las ganancias esperadas de A
cuando este adopta su estrategia mixta (xi, xé) y B opone su estrategia

pura 31.

/Figura
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Una representacidén similar obtendremos para cada estrategia pura que B
oponga a la estrategia adoptada por A y la figura quedaré al final como

sigue:
Hi
\w
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Es fdcil constatar que a cada punto del trazo PQ (estrategia de A)
corresponden tres ordenadas representativas de las ganancias esperadas de
A al oponer B cada una de sus tres estrategias puras. Cuando A adopte la
estrategia mixta representada por el punto R, estas tres ordenadas serdn HWi,
sz y Rw5. Ya habfamos establecido que el nivel de seguridad de A res-
pecto a cualquiera estrategia era la minima esperanza matemdtice de ganan-
¢ia corresppndiente a esa estrategia; entonces serd obvio que el nivel de
seguridad de A respecto a su estrategia R serd la ordenada RW. o También
serd obvio que el nivel de seguridad de A es variable de acuerdo con la
estrategia adoptada y esa variabilidad estd representada por la ordenada
de los puntos de la poligonal DKLJ en la figura. Entonces el problema

de eleccidn de una estrategia dptima para A consistird en elegir aquel
punto de la poligonal que tenga una ordenada mdxima, Esta ordenada serd
el valor del juego y la abscisa de dicho punto corresponderd a la estra-
tegia Sptima de A,

Haciendo los cdlculos en la figura se puede establecer que la eatrategia
dptima de A es (8/11, 3/11) y el valor juego es 49/11. Respecto al jugador
B, lo uUnico que Queda claro es que deberd usar una estrategia mixta en la
cual debe mezclar solamente sus estrategiaé puras 82 N'g B3 pero el valor
numérico de las proporciones no puede establecerse.

“Para resolver el problema del jugador B en forma similar heremos uso de
otra representacidn gréfica del juego.

/En el
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En el sistema de c¢oordenadas del grdfico, la abscisa representa la
ganancia esperada de A cuando este adopta su estrategia pura Al y la
ordenada representa la ganancia esperada del mismo cuando adopta la
estrategia pura A ¥ la estrategis adoptada por B es cualquiera de sus estra-
tegias mixtas, Asi la abscisa del punto 31 representa la ganancia de A
cuando B juega Bl y A responde A (o sea, l) y la ordenada representa la
ganancia de A cuando B juega Bl yA responde A (o .sea, 8). Llas coorde—
nadaa de los puntos del casco convexo Bl 83 son las ganancias esperadas’
cuando B adopta sus estrategias mixtas. Se puede apreciar que la eleccidn
mejor para A serd jugar A1 cuando el punto Bi ‘caiga debajo de la linea L
de 45° (donde la abscisa es mayor Gue la ordenada) y jugar Az cuando el
Bi caiga sobre la mencionada lfnea (donde la ordenada es mayor que la
abscisa); obviamente deberd jugar una mezcla de ambas estrategias puras
cuando el punto caiga en la linea L.

Para B, el nivel de seguridad estard dado por la coordenada mfxima
del punto representativo de su estrategia. Si el punto estd debajo de L,
el nivel de seguridad de B estard representado por la abscisa y si estd
por encima de L, el nivel de seguridad serd la ordenada, Se ve pues que
la solucidn del problema para B, consistird en encontrar un punto en el
casco convexo que sea tangente con el cuadrado de 4rea minima formado por
los ejes del sistema de coordenadas.

En este caso, la solucidn del juego para B estard representada grifi-
camente por el punto O cuyas coordenadas son iguales e iguales al valor
del juego v, siendo su estrategia mixta dptima una mezcla de sus estra=-
tegias puras 32 y 33' Las p;oporciones en gue deberd mezclar ambas
estrategias puras serdn proporcionales a los segmentos OB2 y OB3. Reali~
zando el cdlculo sobre el grifico se obtiene Y, = 9/11 y y3 = 2/11;

v = 4,9/11, Esto significa que B deberé oponer a la estrategia-mixta de
A (3/11, 8/11) su propia estrategia mixta (0, 9/11, 2/11) lo cual le
garantizard una pérdida esperada no superior a 49/11. Estos resultados
coinciden con los obtenidos anteriormente en forma algebrdica,

/Como, puede
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Como, puede apreciarse, ha Guedado completamente resuelto el juego
propuesto al inicio mediante un sencillo expediente geométrico. Este
método tiene la grave limitacidn de ser aplicable solamente en los casos
en que la matriz de pagos es de 2xm o de 3xm, En los casos en Gue los
oponentes tengan a su disposicidn un ndmero de estrategias puras mayor
que 3 ya no es posible aplicarlo y la bisqueda de una solucidn se complica
sobremanera. En estos casos, es posible resolver el problema reduciendolo
a un programa lineal y resolviendo por cualquiera de los métodos conocidos.

/Toma de
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'"Toma de decisiones bajo incertidumbre como_un'_juego ']ugado por un'
-individuo contra la naturaleza i

Las situaciones con las que tenemos que enfrentarnos con’ frecuencia en
la toma de ‘decisiones en condiciones de incertiduhbre pueden presentarse.
como cierto tipo de juegos de estirategia y tratér';le. hallar la decisidn
éptima baséndose en la teoria de los Juegos. '

En semesjante Jjuego se presentan dos oponentes A y B. Uno de ellos
es un individuo y el otro es "la naturaleza" cuya a.ccildn se manifiesta en
forma de fendmenos naturales que influyen en el resz}l_l."bgdo de las acciones
del individuo (inundacién, sequfa, cambio en la sitﬁééién del mercado, etc.)
e _.'gndependienteé de su voluntad, Tenemds que ver, por lo tento, con lo
que se .,J._lama "8l juego del hombre contra-la ngturaleza. La persona A
"que juega contra la naturaleza" trata de proceder enlo‘posible lo més
prudentemente,: aplicando, por ejemplo, la estrategia mihimax, o sea, tratando
de elegir entre las distintas situaciones desfavorablés pars &1, una que
produzca los menores dafios en sus funciones. E1 segundo rival B - la |
naturaleza - procede de un.modo totalmente césual pero en forma tal que
al fenémeno "naturaleza" no es posible:aplicar el cflculo de probabilidedes,
Los restantes principios del juego contra la naturaleza son los mismos. que
ya fusron descritos anteriorménte .al tratar del juego estratégico entre dos
personas, byl . oLl

Las estrategias que el individuo- tiene que elegir al jugar contra la
naturaleza se determinan mediante decisiores y las estrategias de la natu-
raleza son los estados naturales, Si los elementos de la matriz de este.
juego corresponden a los ingresos que se podrén obtener como msultado de
tomar tal o cusl decisién nor parte del individuo, se procederé entonces, '
evidentemente, de acuerdo.con.el principio del maximin, Por razonamiento
supone que la naturaleza elige para €l la situacidén peor (y por tanto,
en cada decisién debe tener en cuenta el minimo de ingresos) y toma una
decisién tal que corresponda a los ingresos mfnimo méximos, Por el otro
lado, s8i- 1a matriz de pagos se compone de elementos que determinan los
gastos que hay que efectuar por realizar determinadas acciones, 1 indi-
viduo procede entonces de acuerdo ‘al principio del minimax porque - razo-
nando anélogamente al casé anterior - debe suponer que la naturaleza elige

/una situacién



una situacién que seré la peor para €1 y que, por lo tanto, requeriré los
gastos méximos posibles, .

Consideramos el problems basado en la elaboracién de un programa
éptimo de inversiones energdticas supongamos que existen posibilidades de
construir cuatro tipos de eentrales eléctricas:

- A= termoeléctrica
A = hidroeléctrica con presas
AB = fluviales sin instalaciones de -exclusas

Ah = fluviales con instalaciones de exclusas

La efectividad de cada uno de los cuatro tipos de inversiones dependen de
una gran variedad de factores, como por ejemplo, las condiciones climéticas
(inundaciones, sequfa, helada, etc,) asi como los precios del petréleo, los
costos de su transporte, etc. Suponganos que se pueda distinguir - al
menos a grosso-modo -~ cuatro casos distintos de los cuales cada uno signi-
fica un determinado conjunto de factores que tienen influencia en la futura
efectividad de las inversiones en energia. De acuerdo con esto se consi-
deren cuatro estados de la naturaleza que se representarén por By, B, B3
¥ B

La efectividad econdmica de la construccién de distintos tipos de
centrales eldctricas (determinada por ejemplo como porcentaje de incramento
del ingreso nacional con relacidn al importe de los desembolsos de inversidn)
de acuerdo a los estados de la naturaleza se muestra en cuadro siguiente.

Puesto que los elementos de la matriz del juego expresan los beneficios
(porcentaje de aumentos del ingreso nacional) que se logran -gracias s la
toma de decisiones de inversién adecuadas es por lo que la solucidn deter—-
minada de acuerdo al orincipio del maximin aplicado en la tearia de los
Juegos estratégicos es '

=
W ar |

lo que &l mismo tiempo significa que converdrfa realizar la construccién
de las centrales eléctricas fluviales sin instalaciones de exclusas,

Por otra parte si se supone qus los distintos elementos dé la matriz

del juego presentados en el cuadro sigulente significan los correspondiehtgs

/Cuadro™”
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| n |.min a max a, .
central eldctrita By [PBawiBy| By| 3y % 3 1 | promedic
,Alz Central termoeléctrica | 5 |2 | 8| 4 . .2 g8 | 5
“Central hidroeldctrica . 1o S A
f~~conpresa. T 1 2 3 h 12 2 "12 7
Ay Central eléctrica fluvial | SO I '
sin instalaciones de | T A
exclusas A 8 |5 3|10 3 10 . 645
p,: Central eléctrica fluvial | = | .
con instaldciones de e ~
exclusas A : 104 [ 2] -8 1. 8 Le5
mex 8-y
g, M g |5 |8

\

gastos en inversiones (por eaemplo, los costos de construccién de la central
eldéctrica) entonces la solucidn determinada se -tomaria.de 'acuerdo &l prin=
cipio del minimax: . . S B
» min max =8 ' Coee
i J.

lo cual significa a]. mismo tlempo que convendr:[a tomar la deciszén A 8 A,
y por eonsiguiente, construir las centrales termoeléctricas o las fluyiales
con la instalaciones de exclusas,

El principio de Hurwicz

Las decisiones toﬁadas baséndose en la. estrategia minimax toma an
cuenta los estados de 1a’ natur&leza. menos beneficiosos para las medidas
Por otra parte

~.

humanas, es pues una eatrategia aseguratlva y pesimista.
los supuestos de que las decisiones del hombre t.ropiezan con los estados
naturales més venta.:josos serfan demasiado optimistas y las decisiones basadas
en semejant;es supuestos serfan arriesgadas,

Resulta 16gico que en 1la eleccidn de la estrategia en lugar de dos
situaciones extremas se adoptara una situacidn’ intermedia, " Si en el ‘aso

. . . . o o - PN .
N - e - e oamh . LG P Ere e N0 . R | ' v
wse s . . b .
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de la decisidén Al el mejor resultado corrsspondiente al estadq de la
naturaleza B3 es 8, y el peor estado de la naturaleza correspondiente

a B, es 2, entonces como medida que hiciera posible la comparacién de las
consecuencias de estas decisiones con las consecuencias de otras decisiones
podria adoptarse una media aritmética de estos dos nimeros, ¢s decir

1/2(8 + 2) = 5, Para la decisidn A, la media anfloga es 7, para la deci~
8ién A3 es 6,5 y para la decisidén Ah es 4.5 Baséndose en este criterio,
como decisién éptima convendrfa adoptar la estrategia A, ¥ por tanto
construir central hidroeléctrica con presa.

Este tipo de regla de compromiso (en relacién al principio minimax)
dirigida hacia la toma de decisiones en condiciones de incertidumbre fue
propuesto por Leonid Hurwice,

Principio de Savage

Veamos shora otra regla de procedimientos en la eleccién de la decisién
éptima en condiciones de incertidumbre basada en el principio del "Minimax
de los resultados de una decisién desacertada" (prineipio del minimax de -
la afliccién) introducida hace aleunos afios por el estadfstico Savage,

La aplicacién préctica de este orincipio se basa en la matriz de los
resultados de las decisiones errdneas, llamada también “matriz de la
afliccién" la cual en su aplicacién al caso mencionado tiene la siguiente
forma, )

. 3

Estados de la
naturaleza :
max &
Estrategias By By By B |7y U

A 3 3 o 8 8
Ay 6 2 L 0 6
Ay of 0 5 2 5
Al) 7 1l 6 "6 i

Esta matriz se construye baséndose en le comparacién del resultado de la: -
decisién tomada con el resultado de la decisidn que se tomarfa conociendo

kY

/el estade



.8k estado de la natura}.eza. Si se. produce un estado de la naturaleza Bl
entonces, tal como se desprende de la matriz del comien...o se dexm'estﬂ'a que
deberfa construirse centrales eléctricas ﬂuviales sin instalaciones de =
exclusas (decisidn AB) ya que con un estado de le. naturaleza !3~ a le deci~
8ién. Aj corcesponde la mé:d.m. efectividad 1guel a 8 Sin emba: go , 81 '
construlmas centrales temoeléctricas y se produce el estado de la natu-
raleza B, entonces lo que perdemos en efectividad debido a un errcr en la
decisién es 8 - 5 = 3 unidades., 4sf mismo, la construccién de una central
de represa produce una pérdida de 8 - 2 = 6 unidades y la construccidén de
una central eléctrica fluvial con instalaciones de exclusas produce una
pérdida de 8 - 1 = 7 unidades,

Los nimeros asf obtenidos se anotan en el renglén correspondiente de
la primera columea de la matriz de resultado de decisiones erréneas,
Evidentemente en el renglén tercero de la primera columa se anota cero ya
que construyendo las centrales fluviales sin instalaciones de exclusas no
se sufre ningin daflo; dicha decisidén no es errénea, Del mismo modo se
calculan todos los demés elementos de la matriz,

La esencia del orincipio del minimax de Savage se basa en no permitir
pérdidas demasiado grendes resultante de decisiones errdneas. Observando
la matriz de las pérdidas altsernativas notamos que la construccién de centrales
termoeléctricas puede originar una nérdida méxima de & unidades, la construc-
cién de centrales hidroeldctricas 6 unidades; la construccién de centrales
eléctricas fluviales sin exclusas 5 unidades, y la construccién de centrales
elédctricas fluviales con exclusas 7 unidades. Utilizando el principio de
minimax de Savage conviene evidentemente adoptar la decisidén A3, o sea, cons-
truir centrales eléctricas fluviales sin exclusas ya que este tipo de decisidn
ofrece los menores dafios posibles, El minimax de los dalos alternativos es en
este caso 5 unidades, Algunos autores llaman a la matriz de resultados de
decisiones errdneas "matriz de la afliccién" ya que sus elementos expresan
cierto grado de intensidad de afliccidn resultante de haber tomado deci-
siones erréneas, En realidad, como se dijo, los elamentos de la matriz
de dafios alternativos especifican las pérdidas producidas por una decisién

/errénea con
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errénea con lo que nos enteramos del error de dicha decisién cuando la
decisidn fue realjzada y se produjo uno de los estados naturales posibles,
El principio de Savage se aplica en la préctica con bastante frecuencia.
En realidad al decidirse a tomar una de las alternativas uno elige con
mucha frecuencia aquélla cuya realizacién puede producir los resultados
menos perjudiciales aunque esta parezea ser errénea, Procediendo de esta
forma nos basamos en la préictica en el principio minimax formulado mate=~
méticamente por Savage.



