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1. Introduccidén

Se trata de presentar diversas aproximaciones de la tasa de incremento
anual que evitan el uso de tabla de logaritmos.

No quiere decir esto que las aproximaciones se obtengan de manera mds
rdpida que usando una tabla de logaritmos, sino éue el mayor tiempo que pueda
demorar el cdlculo de estas aproximaciones estd largamente compensado por el

uso de operaciones sencillas.

~ En el presente articulo se presentan § aproximaciones diversas, desde
la r; que presenta un mayor grado de aproximacién hasta la férmula para 1
que es la cue tiene un grado menor de exactitud, pero cque es la mAs sencilla
de todas. Esta férmula ya ha sido proppéstaﬁpor Jacob Siegel en su artfculo
"iproximacién de la tasa cnual promedio de cambio® aparecido en la revista

tigtadisticat de JASI N° 52 de septiembre‘dé 1956, pdginas 426-431.

Ia base en que se apoyan las {érimlas aproximadas se encuentra en el
desarrollo en serie de loge(lfx); que presenta una mayor rapidez de conver-~

gencia cuanto mds pequefio es x.

Las férmulas aproximadas permiten deducir ade:#s cuéntos afios se re—
quieren para que una poblacién tehga un tanario dado con respecte a un afio
base, interesando por ejemplo saber -en fbrma aproximada- cudntos se requie-
ren para cue se duplique una poblacién que anualmente tiene una tasa de

incremento "r",

En este artfculo se indica ademds cbémo es posible por medio de la ops=~
racién de elevacidén a potencia e interpolacién lineal, si se conoce el tama-
fio de la poblacién inicial y la tasa de incremento,determinar el tamafio en

un instante "t" cualquiera.



2. Deduccién de las aproximaciones

5i denotamos por:
r = tasa de increumento anual
7P = poblacién total, en el afio O
P, = poblacién total, en el afio t
%t .= mimero -cualcuiera de afios, contados desde el origen

~estas cuatro cantidades estén ligadas por.la relacidn:

P, =P (1+r)t o (1)

cue pérmite determinar cualguiera de ellas si Se ponocen_}!determinadas.
- 12 relacién (1) puede escribirse en la forma:
log, P'/P' =t log (1+r) (2)
y si hacemos los camblos de varlable' __va,, “

= 2(P, -P )/t(P ) 3 6= r/(r+2) - (3)
1: rp13016n (2) puede” escribirse de la 51gu1ente manera:
log, (l+vt/2)/(l-vt/2) t log (1+6)/(1-6) (1)

sienéo- (vt/2) y (Q) cantldades generalmente pequenas.

) Puesto que los aesarrollos en potencias de (x) de log (1) vy log, (1=x)
son convergentes para ~1 < x L1 y -1<x<1 respectlvgmente, podemos desa~-
rrollar en potencias de (vt/2) y (@) las .expresiones contenidas en la rela-

clén (4), con lo que se tlene°

log_ (l+vt/2)/(l-—vt/2) (vt/2 - vt2/8 + v3t3/24 - vl e + vrS/160 T L) 4

+ (vt/° hi vzt%S + v3t?/2u + vhth/éh + v5t5/160 + eos)

O Ses 1 22 hl& A C L
og, (l+vt/2)/(l—vt/2) = ve(1+v t5/12 + vHH/20 + o) (5)

log, (1+9)/(1-@) z (6 -0 /2 + 93/3 gh/h +09/5 4 ...) +

+ (0 + Q/2 + 63/3 + DL/4 + r-‘5/5 + oees)
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‘0--8ea ’ . 5 - L o
log (1+0)/(1-0) = 2 O(1 + 0°/3 + &%/5 + ...) (6)

De las relaciones (5) y (6) podemos deducir las aproximaciones:

log_(1#vt/2)/(1-vt/2) * vi/V1-v*t?/6 ~
(7)

-...-MlOge-(1+9)'/(‘1-é) z 2 G/\/J.- 2 02/3

'y reemplazandé.EStas aproximaciones en la relacién (4), luego de reducir se

tiene la aprozimecién para la tasa de incremento:

t't o =1
(2+r7)/2 vy _ \(5 FT.) "6 (8)
| /P, \?

Si en esta relacién se supone que la cantidad (% ﬁﬁ:ﬁg} es relativa-
t "o

t -1 . .
mente Jrande con respecto a &—g——-, se llega-a relacién menos aproximada:

-

P +P P —Po

1 t t o 1 t 1
L.ty e qlytol 1 (9)
T 6|7 By F, g2 PPy 12 |

desarrollando el binomio solamente en sus primeros dos términos.
En esta relacién (9) corrientemente el término (15) serd relativamente
t

pequefio, con lo cual esa relacién puede escribirse en la formz menos apre-

ximada:

1 _tfio Mo\ 2 (10)
111 3‘\ tFo FgPo | 2 |
que constituye una tercera form2 de apreximar el valor de la tasa de incre~
mento "rt.

Esta fdrmula es de relativa facilidad de aplicacién y da en general
resultados muy satisfactorios ain con tasas.de incremento relativamente

altas.



- -

- También de ‘1a relacién (10). puede-deducirse una férmila para *r" cue
tﬂene relativa facllldad de célculo En efecto si denotamos -por. A lancantidad

Ls(z» +P )/ (P, P) - (P, -P )/(P +P )) (11)

una aproxnmaclén para '"r" estd dada por la relacldn.
= 3/A'L1 + (3/1)/2] | (12)

esto es, que calculamos previamente el valcr de (3/4i) y luego_corregimos ese vakr
en ) més la mitad del valor encontrado para (3/A). la correccién de la mitad
de (3/A) que se introduce depende del valor de (3/4) encontrado, de tal mane-
ra que si esta dltima cantidad es relativamente pequena, serd suficiente como

aproximacién para "r", el valor de
rv = B/A (13)
De esta relacién aproximada se puede pasar a una relacién menos aproxi-
mada adn, si se supone que A es prdcticamente igual a
P, +P
%; . ﬁi_:_?g (14)
t o]

con lo cual una aproximacién de menos exactitud para la tasa de incremento es:

e P
2 t
y1 = t + P ‘ (15)

relacién, que como bien se sabe, corresponde a la aproximacién propuesta por

Jacob Siegel.

Nota: |

" Debe’ destacarse un hecho de importancia que se cumple con las férmulas
(8) ¥ (9) que constituyen las expresiones de mayor seguridad para estimar el
valor de "r".. Si en estas expresiones hacemos t=1, las férmulas reproducen
exactamente el Qalor de fix"; o seaAIASfdos aproximaciohes propuestas son com-~
patibles en uno de los .éxtremos. No.quiere eso decir que para valores de
Pt y Po y 1la variable 9;" que signifique valores especiales de "r" las £6r-

mulas resulten menos aproximadas que las posteriores.



3. Algzunos ejemplos numéricos

Veamos a.trafes de algunos ejemplos numéricos-el grado de precisién de

cada una de las aproximaciones encontradas.

w7 S ettt

Pare. Ja ciudad de Caracas se dispone de la siguiente informacién:

= 32[(,.6 = 69309

Pion1 1950

Primera a-roximrcién

i SANI I 018.5)2 8
G 3

2+r R !
2rII =\/(12.1+11)2- 13.33 =\/lho..70 = 11.86 |

Segunde. aproximacidn

1 018.5

2ir. o/ 9.3\ )
it = g . - 369.3 - ) N
11 3("2 369.3 - 097 1 013.5', _3(8-27h 0.35%) = 23.745

rII = 2/22.7h5 = 8‘79% .

Tercerz aproximacién

97,1 018.5 369.3 \ _ - -
A = 2(,; 55 - Tors)” L+5(8.274 = 0.363) = L.5(7.911) = 35.60

_1'.__. = 2—5.:—6—9 - % = 11.366 3 I’III = 1/11.366 = 8.80 %

_1_/ Valores tomados del trabajo de Carmen 4. Mird: la poblacidén de América
tina en ¢l siglo XX, CELADE A/48, Santiago, Chile, 1965.




Cuerta aproximacién

ey o b+ ()| = o0 - et

Quinta aproximacién

ry = 1/11.866 = 8.43 % _
Scexta aproximacidén
_ 2, . 369.3 _ 0.363_ :
Ty1 =5 TOI8.5 - LE- 807 7%

Ya que el valor de "r" usando logarftmos es 8.808 por ciento, se puede
ver que las L primeras aproximaciones son suficientes y por lo tanto,la de
mis facilidad de cdlculo de ellas es la que debe usarse.

@Qemglo 2
Para la ciudad de Panamd se tiene:
P1950 = 164.1 ‘ P1960 = 237,14

Usando la tercera aproximacién, se tiene:

1.10 LOLe5  73.3 _1_10 | o1
Y (3 733 7 a01..5) 5 = Z(16.432 - 0.182) - 5

r = 1/26.563 = 3.762 %
siendo el valor de "r" calculado por-logaritmos.3.7617 por ciénto, la aproxima-
Qi5ﬂ‘§?§%_99r4(10) es bastante satisfactoria. o
- Ejsmplo 3
Pava una ciudad en que 1a poblacisnlse duplica en 5 afios

Usando la aproximacién tercera se tiene:

L3533yl :,12. = 8.667(‘2-) - %— = 7.222 = 0,500 = 6.722

I'III= 1/6.722= 114.088 % .

siendo el valor dado por el uso de logaritmos 1L4.87 por ciento.
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L« Determinacién del tamafio de la poblacién en un
instante cualouiera ‘

Una vez determinado el valor de la tasa de incremento "r"*, es posible
determinar también el valor de 1a poblacién total Pt sin necesidad de recurrir
a la tabla de logaritmos.

Valores de sumo interés serdn siempre los tamafios de la poblacidén a 5
¥ 10 afios desde la fltima poblacién disponible, la que corresponde general-
mente a un valor censal. '

S5i la poblacidn en un instante cualquiera es Pi » su tamafio 5 aflos des—

pués serd
P, (1+r)°
¥ para 10 afios después se tendrd:
‘ 10
Pi(l+r)

Estas potencias pueden calcularse fdcilmente con 13 mdquina de cdlculo

de la siguiente manera:

Se determina primero el valor del término (l+r) y se eleva al cuadrado
con lo cual se obtiene (1+r)2. Esta cantidad se vuelve a elevar al cuadrado

con lo que conseguimos (1+r)h.

la cantidad recién obtenida la multipiicamos por el valer de (1l+r) y se
obtiene de esa manera el valor de (1+r)5. Si esta cantidad se eleva al cua-

drado se tiene inmediatamente el valor de (l+r)lo.

£sf por ejemplo, para la poblacién estimada para la ciudad de Buenos
Aires para los afios 1970 y 1980, en base a los datos siguientes:

se tendria para el valor de W“Wpi:

1,134 11329.6 2 139.0y _ 1
r 6\ 2139.0 11 329.6/ 2
1_13 1 A
= = 7(15.890 ~ 0.189) - 5 = 33.519 r=1/33.519 = 2,98 %



Y

Le e84 maneras

(l+r)- 1o 0290 (l+r)2= 1.,0605 (1+r)“='1 12a7' (1+r)5= 1.1582 (1+r)1o= 1,341

Tcon lo Cu:l 1a poblaclén estlmada para 1970 y 1980 seria respectlvamente.

= 6 T3hLe 3(1 3414) = 9 033 Lo Pl980 = 6 734.3(1.799L) = 12 117.7

1970
' 2 b 185 .10 .
Con los valores dlspcnlbles.‘(l+r); (1+r)”; 1#r)™*3(1+r)”s (1#r)™ es posi-
ble determinar cualquier valer de Pt incluyendo fracciones de afio.

Asi por ejemplo si se quisiera el valor de poblaclén para el afio Pl97b se

tendria que dlsponer del valor de (1+r) h, el cue se obtiene multiplicando el
valor de _1+r) por el valor de (l+r)h. Para .este caso
14 ' .
(140)"7 = (1.1247)(1+341L) = 1.5087 |
con lo cual la poblacién para 1974 serfa del orden de: 6 734.3(1,5087) = 10 160.0

Si en cambis se desease el valor de poblacién para 1977, se tendria que

disponer del valor de (l+r)17 el cual se obtiene por multiplicaién de (l+r)5 por

.'(1~Lr)1 lo que nos da. fl+r) 15 el que a su vez se multj lica por.(l+r)2o Para

nuest"o c&s0 .Se tendria~
(1¢r) 7 :‘(1.0605)(1.1582)(1.341a)v=.;.6a76

y de £:2 menera la pob1a016n estimada para 1977 bago la hlpéte31s de crecimiento

- tipo interés compuesto serfa:

Prggr = 6 T3L.3(1.6476) = 11 095.4 -

Fn el cago que se desee 1a poblac16n para valores de "t" cue contienen
frecc_onea de aflo se calculan los valores de la potencia de (1+r) para los valo-
res enteros de "t" que encierran el valor fraccionario, Asi por ejemplo, si
deseamos la poblacién para el valor de t = 143, por ejemplo, debemos %ener los
valores de {1+r) 1 v l+r) 5 ¥ luego 1nterpolar linealmente entre estos valores

yLhe3.

para obtener el valor de- (l+r)

Veamos por ejemplo, el caso de la ciudad de Péx1co pa”a el cual sé dlapone
de.la siguiente informacién : ’

= 2 88l.1 = L 666.0

P1950 Progo =
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EL valor estimado de la tasa de incremente es:

1.10/, 7.550,1 _1781.9\_1_10 _ _1l.
il <3 TR0 ~ TR 550.1) 5= 7 (12.711 - 0.236) 5 = 20,792

I‘.= L;..81 %

con lo cual les velores de las diversas potencias de (1+r) son:

(Lir)= 1,081 5 (14r)2= 1.0985 ; (1+r)= 1.2067 5 (1+r)5= 1.2647 5 (142) % 1,5995

y de allf obtenemos: :
(1+r)“‘ = 1,9301 ; (l+r)15 = 1,0229

con lo cual el valor de interpolacién lineal para 1L.3 serd:
1.9301(0.7) + 2.0229(0.3) = 1.9579
y el valor estimado de poblacién paré”marzo derl97h serd:

P =4 66§.0(lg9579) =9 135.6

143

5. Tiempo a cue se alganza un tamafio determinado

Otro de los problemas que puede interesar es determinar el tiempo al cual
la peblacién alcanza un tamafio determinado, como ser el tiempo a que se duplica

una poblacibén cuya tasa de incremento es “rt,

En este caso la f6érmula apreximada (10) puede proveer también uns aproxi-

macidén aceptable para el valor de "t" a que se produce la sitvacién requerida,

De 12 férmula (10) se deduce que.!'t" es aproximadamente igual a:

té< =-f§/<v--3%;\) (16)
siendo ”
v = (PP )/ (PP ) (17)

De esta férmula se deduce que el tiempo necesario para que una poblacién

se duplique (v = 3) es aproximadamente igual a:

té-z%<1+%> (18)
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que para "r' bastante pequefi® puede reducirse a:
t29/(13r) - .. . : (19)
De esa manera si r = 2,5 por ciento ‘
t = 9/(13 + 0,025) = 360/13 = 27.7 afios

_Para el caso de triplicacién se tiene'para v = 2, con lo cual (16) nos da:

. b 2 '
t2 (1l + 5 : (20)
que para "r! bastante pequefio se reduce a:
.t =12/11r - . (1)

De esa manera si la tasa de incremento es de 2.5 por ciento, la poblacién

se triplicard al cabo de

t = 480/11 = 43.6 afios

g

6. 7Ca80 de crecimiento exponencial simple

En este caso la férmula que da el tamafio de la poblacién en el instante
Mg estd dada por la relacidn: '

p, =P , - (22)

siendo "(M" la elasticidad del crecimiento.

Se puede encontrar una férmula aproximada para determinar 1§t de la

siguiente manera:

' la férmula (22) puede escribirse:

haciendo el cambio P.-P
A y=2.t0
t Pt+P0
..se tiene .
' 1 + vt/2

log —-————7— =f§t (21;)
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lo que puede desarrollarse en potencias de vt/2:

(V2 - V8 + /2l - YRR ¢ ut5/80 F ell) +

~

(25)
+ (v6/2 + v62/8 « /21 + VM6 + vE/160 + .0l) =Gt

1o que luego de reducir nos da: .

vt(1 +'v2t.2/12'+ vbth/80+ eee) =Qt

(26)
que nos permite escribir aproximadamente c¢omo estimacién de "Qv:
el
L\ -5 (27)

relacién que si se supone que la cantidad 35 es relativamente grande frente a

v
t2/6, permite llegar a la aproximacién:

(28)
Ejemplo

Para la ciudad de Rio de Janeire se tiene:

P1950 = 2 335.9 P1960 f 3 223.L4

usando la aproximacién dada por la relaeidén (28) se tiene:

1.10(, 5559.3 _ _887.5 \_ 10 _ _10

§ 2 6/186.32 = 3.22 ¢
con lo cual la ley del crecimiento exponencial simple para Rio de Janeiro es:

Pt = 3 2234 e0.0322 t

Nota

Una vez que se ha obtenido el valor de "?" puede determinarse el valor de
e usando la aproximacidn:

ed 21 +‘57%t§,-§—§- (29)
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. Que constituye una aprOXHMKnén_aceptable para valores de "y tan altos como
{;50 por ciento.

Para ‘el caso recién indicadc de';a cindad de Rfo de Janeiro se tiene:-

6.0322:
5e 5.9356

O 0322

=1 + 0. 0322 = 1 + 0, 032/ = 1,03272

siendo 1gua1 al valor dado por la tabla de la funcién ex.

dna vez obtenldo el valor de g_se puede deternlnar los valores.de e?
\s_gulendo el mismo procedlmlento de elevac16n a potencia 1nd1cado en. el

-punto 4.



COMPARACIONES ENTRE LOS r EXACTOS Y r

-13 =

PiRA t = 5, 10, 20, 30 ARCS

I1I
_ t =5 ___t=10 _ t = 20 t =30
: Pt r r : Pt. r r Pt r r r r
T ot 5 S S ur g e III
o (por mil) o (por mil) o (por mil) (por mil)
1,05 9,80  9.80 1405  Le89  Le89 1,10  Le78  L.78  3.18  3.18
1.10  19.24 19.24 1,10 9453  9.58 1.20  9.16 9.16  6.09 6.09
1.15 28.35 23.35 115 14,07 14,07 1,30 13,20 13.20 3.78 8.78
120  37.14 3714 1e20 18.40 1840 1.40  16.97 16.97 11.28 11.28
1e25  L5.6L  L5.6L  1.25 22,56 22,56 1.50 20448 20.48 13.61  13.61
1.30 53,88 53.88 130 26458 26.58 1,60 23.78 23.78 15.79 15.79
1,35 61486 61.87 1435 30.46 30.46 1,70 26.88 26.82 17.8, 17.84
140 69.61  69.63  1.40  3he22 34,22 1,80 29.83 29.81 19,78 19.78
Lel5  T74lh  77.17  1ak5  37.85  37.85 1,90 32.61 32,59 21.63 21,61
1450  8LoLT  8hLe51 1450 41.38  41.38 2,00 35.27 35423  23.37 23.35
1e55 BLeBO  L4e80 2,10 37.79 37.74 25.04 25,00
1,60 48,12 48,12 2420 40.21 40.13  26.63 26.58
1.65 51435 51.35 230 A42.52 LR.42 28.15 22,08
1670 5LeL9  S5hek8 2,40  LLoTh  Lhe62 29,61  29.52
1.75 5756  57.5L 2.50 46.88 46,72 31.01 30.91
1,80 60.54 60.52 2,60 L8.93 48.73 32.36 32.23
1.85  63.45 63.42 2,70 50492 50468 33.65  33.50
1490 66.29  66.25 2,30 52.83  52.55 3L.92 34.72
1.95 69.06 49,02 2,90 54L.68 54433 36.13 35.90
2,00 71,77 71471 3,00 56.47 56.07  37.30  37.04
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