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A. FRECUENCIAS Y PROBABIIIUADES. HISTOGRAMA Y
DISTRIBUCION DE PROBABILIDALES

Variables Estadfstices Cuantitativas

Fl conjunto de valores nunécicos que resultan de una observacién
estadfstica constituye una variable ectslistica cuanvitativa, '

Por ejemplo, si en un examen de los 50 alumnos de una.clase las
puntuaciones obtenidas han sido: - '

2 1 5 76 5 6 4.2 &
0 6 1 10 7 2 9 5 4 6
3 5 8 17 &8 3 7. 6 5
L 5 .6 9 8 4 7 5- 1.0
5 10 5 6 5 4 2 3:5 6

la variable estadfstica cuantitativa es, eﬁ este caso, la puntuacidén, y
toma valores comprendidos entre O y 10,

Son ejemplos de variables estadfsticas cuantitativas la edad de los
habitantes, la talla de .los soldados de un regimiento, el peso de los
alumnos de un curso, el precio de un articulo en los distintos mercados
de una ciudad, el jernal de los obreros de una fébrica, la cotizacién de
una moneda en la Bolsa durante un mes, la cuantia de la rqpta de los con= -
tribuyentes de una provincia. el nﬁmero de horas de duracidn de las 14m-
paras de un lote de fabricacién, etc.

las variables cuantitativas* pueden ser contlnuas ¥ discretas; son
cont{nuas aquellas en que las unidades en las que vienen expresados los
datos admiten subdivisién y pueden, por tanto. teéricamente, tomar -todos
los valores de un cierto intervalo,.como la talla, cuya unidad de expresién
- el metro - _puede dividirse en centimetros, milinetros, etc.; son varia-
bles discretas las que no admniten aquella subdivisiGn de unidades, como
la fecundidad de las mujeres, que se expresa por nﬁmero de hijos habidos
Yy cuya unidad no admite divisiones.,

Ilamaremos frecuencia abscluta, o eimplsmente frecuencla de un dato,- -
al mimero de veces que se presenta en el %otal de obaervacionea. Enel ’
cuadro anterior de puntuaciones, la frecuencia de la puntuacién 5e8 12, °
pues es el nimero de alumnos-que figura en ese cuadro con 5 puntos.

/Asimismo se



Asimismo se denomina frecuencia ralativa el cociente entre la

frecuencia abscluta de un dato y el total de ellos u observaciorcs.

En el ejemplo citedo, la fresusncia relativa de la puntuacidn 5 es‘ég

Cuando los catos llegan al estadistico, éstc se encuentra con una
serie de numeros desordenados, como en el cuadro de puntuaciones a que
nos estamos refiriendo., Ia primera operacién légica debe ser, erntonces,
la ordenacidén del conjunto de datos de la variable conforme a un criterio,
que puede ser, por ejemplo, en orden creciente,

Ias puntuaciones anteriores ordenadas con ese criterio quedarian
asi, en sentido horizontal:

0 0 1 1 1 1l 2 2 2 2
3 3 3 4 4 & 4 K 4 5
> 5 5 5 5 5 5 5 5 5
5 6 6 6 6 6 & 6 6 7
T 7T 7 1797 8 &8 8 9 9 10

.

Este conjunto de valores tiene ya una estructura mfs apta para.cuale-
quier clasificacidn y estudio; pero, sin embargo, todavfa es susceptible
de una mejor exposicidn.

Tablas de Frecuencias

Dentro del proceso de elaborac¢idén de una estadistica, la operacidn
que consiste en expresar los resultados de la observacién y recuento por
medio de tablas o cuadros se denomina tabulacidén. Los cuadros o tablas
nunéricas comenzaron a usarse en el afio 1740, atribuyéndose su introduc-
cién al danés Anchersen. Su uso desde entonces ha sido constante, cons-
tituyendo un medio insustituible para la exposicidén de los resultados de
las investigaciones scbre fendmenos colectivos o aleatorios.

Uno de los tipos de tablas que mds se presentan en Estadisticé son
las de distribuciones de frecuencia o simplemente tablas de frecuencias,

Se entiende por distribucidn de frecuencia la exposicién de la
correspondencia entre los valores de la variable y sus repsectivas frecuen-
cias. Se forma para ello una tabla de simple entrada con dos columnas; en

./1a primera
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la primera se colocan las diferentes moda’’idades numéricas.de la variable,
generalmente en orden creciente, y en la segunda,  las frecuencias o. né-
mero de veces de cada una de-aquéllas, S .

-Asi; en el cuadro de-las :U puntuacicnes formariames la siguiente -
tabla de frecuencias:

Egg&ggggég . Nimero de alumnos
X : ny
0 2
1 JA
2 4
3 3
N 6
5 12 ,
6 8
7 5
8 3
9 N ' . -2
10 1
‘ TOI'AL 50

L8

Los distintos valores de la variable.los. designaremos por X xé.
33"" xi.... y los de las frecuencias por UERY n3..., ni...

Tablas de frecuenclas aggggadas.
Cuande_ el nﬁmero de valores de la variable es grande o ésta es

contfnua, se forma la tabla de frecuencias. agrupéndolas en intervalos.
como vamos & explicar a continuacidn, .
Supongamos que las cotizaciones de los titulos, de una sociedad

eléctrica han sido las sigulentes durante los 40 dfas hébiles de un
trimestre: .

187 156 194 172 181 168 199 204

161 159 188 190 174 201 170. . 183

177 144 197 178 183 3R 196 184

191 181 151 167 179 151 188.. . 173 -

186 173 172 147 180 175 186 184 -

o /Si‘en
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S1 en vez de colocar ordenados, uno por uno, esos valores, los agrupamos
clasificédndoles en clases, que censtituyen intervalos, con sus limites
inferior y superior, y contames cuentos valuigs hey en cada intervalo, la
tabla de frecuencias agrupadas quedarf asif, eligiendo, por ejemplo, inter-
valos de 10 valores ce amplitud:

Cotizncién Nimero de dfas

% "y

De 140 a 150 3
w150 a 160 4
n 160 a 170 4
® 170 a 180 10
» 180 a 190 1
" 190 a 200 6
¥ 200 a 210 2
TOTAL L0

A la diferencia entre dos limites inferiores consecutivos la denomi-
naremos amplitud de la clase o del intervalo.

Si bien la igualdad de amplitud de todos los intervalos es muy til,
por favorecerse notablemente la aplicacién de algunos procedimientqs esta-
dfsticos fundamentales, a veces la irregularidad con que se presentan las
frecuencias aconseja introducir variaciones de amplitud de unas clases a
otras, En el estudio de la mortalidad por grupos de edad, aunque suelen
considerarse clases de cinco afios, el de menores de un afio presenta carac-
terfaticas tan tfpicas y tan distintas respectc a las restanted edades,
que la tabla de frecuencias suele disponerse asi:

Grupos de edad Nimero de fallecidos
X iy

Menores de 1 afio

De 1 a 5 aflos

De 5 a 10 afios

De 60 a 70 afios
De 70 a 80 afios
De 80 y més

/eiendo el
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siendo el primer intervalo de un afio de amplitud y de cinco los siguien-

tes; al llegar, en cambio, a los 60, suelen agruparse de diez en diez

afios, por no interesar ye tanto la discriminicién. ‘
.Generalmente, y por ser muy pequefias las frecuencias, en los inter-

valos extremos, a fin de evitar el tener quz sscribir clases cuya frecuen=

cia sea nula, suelen ampliarse hasta los limites de variabilidad total

del fendmeno las dos clases extremas colocando en la primer la letra oX

como limite inferior, y en la ﬁltima,cu como limite superior, quedando ,

as{, por ejemplos:

a ' 100 .

100 : 150
150 — ~—- 200
200 ————————————— 250 : ,
250 300

300 SN 7 ¢ NP

Tabla de frecuencias relativas. ‘ | | ' ", ‘
Si la frecuencia de cada clase se div1de por el total de frecuenclae.

se forma una distribucién de frecuencias relatlvas, cuya suma es l. Para
' evitar cifras decimales en las frecuencias.suelen multiplicaree todos los '
cocientes por la unidad segulda de los ceros necesarios, y el total, en
vez de 1, pasara a ser esa potencia de 10 por la que se ha multiplicado.
obteniéndose asi frecuenclas por 100, 1. 000. etc. Las frecuencias rela-
tivas las designaremos por hl’ hz,.... ” o R

Vamos a formar la tabla de frecuencias relativas deduclda de la dis-
tribuci6n de las cotizaciones, anteriormente expuesta. Dividiendo cada
una de las frecuenciaa absolutae n,y 3, 4, 4, 10, etc., por el total 4O,

3 h h 10
los cocientes . T QU J etc., serdn las frecuenclas relatlvaa de
40 4O 40 40

cada clase o intervalo, y su suma, naturalmente, 1, éﬁeléh escribirse
en forma decimal en vez de fraccionaria, Ila tabla quedarfa asf, con otra
columna m4s, resultando de multiplicar las frecuencias:ielativas por 1,000,

/Cbtfﬁacién



Cotizacién Dias Dias ‘Totaed Dfas

fotel Dias 'y 1.000
Xy ny ay Total

De 140 a 150 3 0,075 ' 75

" 150 a 160 4 0,100 100

" 160 a 170 L 0,100 100

m 170 a 180 10 0,250 250

" 180 a 190 11 0,275 275

n 190 a 200 6 0,150 150

" 200 a 210 2 0,050 50
TOTALES 4O 1,000 1,000

Tabla de frecuencias acumuladas.

Es también muy conveniente former clases cada vez mayores y con uno
de los limites, el inferior o el superior, comin a todas ellas, Es decir,
en el repetido ejemplo anterior, la primera clase serfa hasta 150, la
segunda abarcarfa todas las frecuencias de las dos primeras clases y
llegarfa hasta 160, y as{ sucesivamente, Tales frecuencias se dencminan
acunuladas y las representaremcs por Ni'

De anflogo modo al explicado para formar las frecuencias relativas
puede formarse otra columna con las frecuencias relativas acumuladas.

Sea la siguiente distribucién de frecuencias, que se refiere a las
fédbricas de cemento clasificadas por su capacidad anual de preduccién:

{gles de Niimero de

oneladas faoricas
* ny

De 0 a 20 2

n 20 a 40 2

" 40 a 60 1

" 60 a 80 4

" 80 a 100 4

/Miles de



(cont.) .

e Miles o " Pimero de
Yonelacas fébricas

Do 100 & 220 . . 7

] ]20 a 140 V5

" 140 a 160 9

" 160 a 180 5

" 180.a 200 2

" 200 a 220 1

TOTAL 42

La distribucién de frecuenclas acumuladas la formaremoa. con las
clases, hasta 20, hasta AO, hasta 60, etc.; es declr. que cada una abarca
desde O hasta el limite que indlca. y eantonces a la primara clase le
corresponderd la frecuencia 2; 2 la sngunda, la suma de 2 +2, 0 sea L3
ala tercera. la suma de L + l, es decir, 5, etc., quedando, _pues, asi:.

Mles do ) Mémero de
-t - toneladas’ o .fabricas -
. * Hasta 20 & - SR s e 2
v . ) AO 't Co l;
' o on 60 W T . 5
n ‘g0 9
" 100 13
* w120 - . s 20000
" 140 - .- S v 28
n 160 T Co3L - ’
. n 180 S 39 T
; " 200 .- _— A a2

" 220 L2
Consideraciones generales en la formacién de tablas de frecuencia.
La distribucién de los datos de un colectivo observado, en tabla de

frecuencias, es una operacién fundamental que no puede, por ello reali-
zarse en forma arbitraria.

Para conseguir fcrmar una tabla de frecuencias con un buen criterio,

debemos considerar:
/a) El



a) El recorrido u oscilacidén extrema.

b) El némern de clases.

¢) Los ifmites de las clases,

d) El punto medio de cada clase.

El recorridn u nscilacién extrema es la diferencia entre los datos
de mayor y merior valor. En el primer ejemplo de las puntuaciones seria
10 - 0 =10, y en el de las cotizaciones de titulos, como la cotizacién
més alta es 204 y la més baja 141, la oscilacidn es 63.

El conocimiento de este dato estd fntimamente ligado al nimero de
clases,

Para establecer en cada distribucidén el nimero de clases no pueden
darse reglas fijas, pues hay que estudiar dicha distribucién e incluso
hacer ensayos hasta conseguir hacer resaltar las caracteristicas del
fendmeno observado. La mayorfa de los estadisticos creen que el nimero
de clases o intervalos no debe ser inferior a2 7 ni pasar de 20.

Una vez fijado el nimero de intervalos, la amplitud de ellos, si
ésta es constante, serd el cociente entre el recorrido y aquel mimero.

Para evitar dudas y confusiones, debe tenerse sumo cuidado en que
un dato no pueda quedar inclufdo tedéricamente en dos clases, porque coin-
cida su valor con el lfmite superior de una y el inferior de la siguiente.
En la tabla de frecuencias de las cotizacicnes, tal como esté presentada,
no sabemos sl el dato 150 hay que contarle como correspondiente al primer
intervalo o al segundo,. )

Para que desaparezca la ambigtiedad, el procedimiento correcto mds
generalizado consiste en hacer que el limite superior de cada clase y el
inferior de la siguiente se diferencien en una unidad de orden decimal
més alto que aquel en que vienen expresados los datos. Si las cotizacio-
nes vienen expresadas en numeros ehteroé. los intervalos dében escribirse
asi: A

- /Cotizacidn



Cotimacisn © Nin.de dfas
x_!l l'!i
De 140 a 1/9,9 3
" 150 a 159,9 L
" 160 a 169,9 /)
" 170 a 179,9 10
m 180 a 189,9 | . n
" 190.a.199,9 : 6
n 200 a 209,9 P
TOTAL . 40

con cuya forma no queda ninguna duda respecto al-intervalo de 1nelusién
de cada frecuencia. '

Dencainaremos centro del intervalo o marca de clase al punto medio
de cada intervalo, y se halla como media entre los limites inferiores
consecutivos.

En la distribucién de las fébricas de cemento, la media entre O y
20 es 10; entre 20 y 40, 30; entre 40 y 60, 50, etc., las marcas de
clase se escriben inmediatamente a la derecha de los intervalos:

Valores Marcas de clase . Frecuencias

X By
De O0a 19,9 10 2
" 20a 39,9 30 2
" 40 a 59,9 50 1
" 60a 79,9 70 4L
" 8 a 99,9 90 4
" 100 a 119,9 110 7
" 120 a 139,9 130 5
" 140 a 159,9 150 9
" 160 a 179,9 170 5
" 180 a 199,9 190 2
" 200 a 219,9 210 1

/1a marca



La marca de clase representa en todos los cédlculos estadisticos a
su clase; y como fe sdmite que dentro de cacda ura de ellas la frecuencia
correspondiente sz distribuye de menera unifurme, diche punto central del-
intervalo es el valor tedrico ai gue se atribiye la frecuencia de su clase,

Reprecentaciones Crificas

- Complemento necesario de tode tabla ds frecuencias es su representa-
cidén grifica e¢n un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares.
Los tipos de gréficos caracteristicos de las variables estadisticas
cuantitativas son: diagramae de barras, histcgrama de frecuencias, poli-
gono de frecuencias y curva acumulativa u ojiva.

1. Diagramas de barras. Son grificos construidos para representar dis-
tribuciones de frecuencias cuyos valores no estén agrupados. Tomando esos
valores como alscisas, en esos puntos se trazan ordenadas iguales a las
frecuencias respectivas.

Para represeritar la distribucién de las notas de los 50 alumnos
(primer ejemplo del tema), el gréfico serfa as{:

’ v

ALUMNCS
MY FUMW AN W

/2. sto



2. Histograma de frecuencias. Es tfpica esta representacién grédfica
para tablas de frecuencias agrupadas y se realiza de la manera siguiente:

Sobre el eje de abscisas se toman sucesivamente los intervalos de
clases de la variatle, y sobre esos segmenitos, como bases, se construyen
rectdngulos de alturas iguales al cociente de dividir su frecuencia por
la amplitud del intervalo., La suma de las 4reas de todos los rectédngulos
equivale al total de frecuencias.

Cuando todos los intervalos son de igual amplitud, basta tomar como
altura de los recténgulos sus respectivas frecuencias, Al considerar la
base de cada rectdngulo como unidad, la suma de las 4reas serd también
igual a la frecuencia total. :

Sea la distribucién de personas que han contrafdo matrimonio por
grupos de edad en una ciudad durante el afio 19562

)

Grupos ‘de edad: Marcas.de « Nimero de . .Cociente de n; por

. .. f.c}ase contrayentes ' la.ampliﬁud de cada
X . oy © dntervalo |

16819 afios. 18 2 2@ 4= 55

20a 2 " 22,5 275 2151 5 55,0

25829 27,5 508 508: 5 =101,6

30a3 " 32,5 162 162: 5= 32,4

35a39 " 37,5 6 . G 5= 12,8

LO a 49 ® L5 9 " 49:10= 4,9

50 2 59 55 u, © 17: 10 = 1,4

60 a 80 " 70 - 6. ", 6:20m= 0,3

TOTAL 1.100° -

El histograma lo construfmos en la forma iﬁdicada, tomando como
ordenadas estos cocientes, y quedard asi: '
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Consideremos ahora nuevamente la distribucién relativa a las coti-
zaciones, en la cual los intervalos eran de la misma 'amplitud_. y de la
cual obtuvimos también las frecuencias relativas por 1.000. Pues bient
construyendo dos escalas verticales, una para las frecuencias absolutas
y otra para las relativas, con la natural correspondencia de valores,
que en el caso de que tratamos es 4O equivalente a 1,000, el mismo histogra-
ma servird para representar las dos distribuciones, de valores absolutos
y de valores relativos.

El gréfico serfa:

gml- '-12 Dias

275 -11

i'?soh ’—JO —T
.!25— ""

.g 200 |- gr.a

2151 817

£ 1ol 96 |
100 |- 4

? 75 |- i-s

$ wf 40

8 25 AL1

COTIZACIONES 320 140 150160 HO 30 190 200 210
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3e Poliggpo de frecuencias. Se obtiene levantando ordenadas en los _
puntos medios de lss clases, de altura igual o proporclonal a las fre-
cuencias respectiva° y uaiendo los extremos superlores de dichas orde-
nadas por una linea poligonal

Hay que advertlr que los segmentos de esa linea poligonal no tlenen
significacidn estadlstica alguna

1a representa~16n gréfica del poligono de frecuencias para los
mismo3 uatos anteriores seria. ‘ ”

*

“a
N
|

s E
T 1T
/

]

i DIAS
N W EVT N OOV

T 1T7

. .
L[J 1 (. 1 1 ‘: d

10 150 160 170 180 190 200 210
COTIZACIONES

'

Si los valores de la variable variasen de forma continua, es decir,
que los intervalos fuesen ‘infinitésimos y el ndmero de observaciones
fuese cada vez mayor, el polfgono anterior se aproximarfa a una lfnea’
curva ideal, que recibe el nombre de curva de frecuencia, de gran impor-
tancia en Estadiatica. C

Aunque las formas que ofrecen las series estadisticas son 1nfinitas
en su variedad, pueden reducirse a cuatro tipos generales, a los que se
aproximan todas las distribuciones de frecuencias
Tipo 1°. Distribuciones simétricas (fig. 1). En ellas la distribucién
adopta la misma forma a ambos lados de la ordenada mixima. En la
prdctica es dificilisimo que se dé el caso de obtener una curva perfece
tamente simétrica.

/Suelen presentarse
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Suelen presentarse estas distribucicnes en forma aproximada a la
simetria en la observacién da datos bioméiricos, talla, perfmetro toré-
cico, etc.; en algunos hechos demogrificos, como el estudio de la proba-
bilidad del nacimiento de uno de los sexos; en algunas investigaciones
biolégicas, principalmente en Rotdnica; en Msteorologfa, en el reparto
de temperaturas medias, etc. , Feciben también el nombre de curvas en
forma de campana.

Tipo 2°, Distribuciones moderadamente asimétricas (fig. 2). Son aquellas
en que las fecuencias disminuyen mfs répidamente a un lado del mdximo gque
al otro y se presentan en muchos campos de observacién.

Tipo 3°. Distribucjones fuertemente asimétricas o en forma de J (fig. 3).

En ellas las frecuencias crecen hasta un midximo que se halla en uno de

los extremos del campo de la variable.

Aparecen estas curvas en algunos hechos econémicos, como distribu-
cién de rentas; en otros demogréficos, como al estudiar la probabilidad
de fallecimiento por disenteria en las diferentes edades, etec.

Tipo 4°. Distribuciones en forma de U (fig. 4). Presentan dos méximos
en los extremos del campo de variacién y un minimo en el centro.

En metereolog{a hay ejemplos tipicos de estas curvas al observar
los grados de nubosidad del cielo, pues corresponde un mdximo al valor
mis pequefio, cielo despejado, y otro para el mayor, cubierto totalmente.,
En Demografia, al representar el mimero de mujeres por el nimero de
hijos tenidos, aparece un mdximo para el caso O, ningin hijo, y otro
para 2. ,

A continuacidén se representan los cuatro tipos de curvas de fre-
cuencia resefiados,

NGNS

/Fig. 3
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Le Curva acumulativa u ojiva. Las distribuciones acumuladas pueden
representarse grificamente de la siguiente forma: : '

En los valores de las abscisas correspondiente a los lim:‘."c,es supe—
riores de las clases se van levﬁntando‘ordenadaé de altura igual o pro-
porcional a las frecuencias acumuladas. Uniendo los extfemos de dichas
ordenadas por una linea poligonal resulta el poligono acumulativo ’ cwo
limite tedrico es la curva acumulativa.

Debido a la forma que generalmente adopta la curva, suele designar-
se-'con el nombre de ojiva. . ; _ '

In la distribucién de las fébr_icaé de cemento _calcul_amgs la columna
de.-frecuencias acumuladas. Su representacién grdfica serd:

PABRICAS
wWESEBRBRESYS
[] [] ]

AT

BASTA 20 4o 60 B0 100 120 140 .160 - 180 200 220 . .
_MILES IR TONELADAS . |

/1 la
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st la curva l{mite del histogzrama ce expresable por una funcién ana-
1ftica continua,
' =.f (%),
la curva lfmite de la distribuzidn acumulaiLiia serd lz integral de esa
funcién y tendrén que coinzidir en la misin ordenada el mfximo de la
curva d= freeuwencias y el punto de inflexidn de la ojiva.

Probabilidades

Todds los hechos, sucesos o fenémznos gue se producen en el mundo
dependun del concurso de diversas causas y de la proporcién variable en
que éstas actudan.

No obstante, muchas veces esas causas nos son desconocidas, apare-
ciendo as{ los sucesos o fenémenos de azar, aleatorios o esiadisticos, y
de los cuales se resefiaron sus principales caracteristicas em: el tema 1.

Estos fendmenos aleatorios constituyen, como ya se ha explicado
también, el campo de aplicacidn de la estadistica y el fundamento mate-

mitico de ella es el llamado Cdlculo de Prcbabllldades o Teoria de la

probabilidad.
Como todas las ramas de la Mhtemﬁtica, el Cdlculo de Probabilidades

surgié como consecuencia del planteamiento de problemas concretos de
cardcter préctico, en este caso, los juegos de azar, principalmente los
de dados, muy en boga en los siglos XVI y XVII, Primero Pascal, luego
Jacobo Bernouilli, y después numeroses matemiticos, han ido perfeccio=
nando esta teorfa matem4tica hasta llegar al momento actual, en el que

los métodos estadisticos utilizan de una manera necesaria y ‘?icaz los
teoremas del C4lculo de Probabilidades. GCracias a &1, la Estadistlca

ha extendido de manera extraordinaria su campo de aplicacién a todas las
ciencias experimentales y de observacién, asf como a la direcciﬁn adminis-
trativa, polftica y econémica de los Estados.

Concepto _cldsjco de probabilidad.

Se entiende por suceso la realizacién de un hecho -cualquiera: el
nacimiento de un varén, el hacer blanco un torpedo en un barco, un e
accidente de aviacién, el obtener "cara® al lanzar al aire una moneda,

/el cometer -



el cometer un error en la medida de una longitud, la extraccién de una

bola de una urna, la cotizacién de un valor indust:rial en la Bolsa, etc.
Adn con desconocimiento alt'soluto del concepto matemitico, en el

lenguaje vulgar, la nozién de probatilidad se usa en forma mds o menos

precisa para indicar el mayor ¢ menor grado de confianza que se tiene
en la realizasi¢n de un suceso,

Pues bien, cldsicamente, se define la probabilidad de un suceso,
por el numero que resulta del cociente entre el nimero de casos en que
puede_presentarse (casos favorables) y el niémero total de casos posibles,
con la condicién de que todos éstos tengan igual posibilidad de presen—
tarse.

Llamando p a la probabilidad, n a los casos favorables y N a

todos los casos posibles, se tiene:
\ .
p =
"8y deduce inmediatamente, por la propia’definicién, que el valor de
p serd’ siempre un mimeré comprendi&o entrée'0O y 1, correspondiendo los
casos extremos a la imposibilidad y a la certeza, respectivamente.
Ejemplos: Si se lanza un dado al aire sobre una mesa, y estd cons-
trufdo de forma homogénea, cualquier cara tiene la misma posibilidad de
aparecer, serdn, pues,. seis los casos posibles. la probabilidad de
obtener el nuimero 2 seré,puesto que hay una sola cara con este nimero de'
puntos:

Anflogamente, la probabilidad de obtener miltiplos de 2.serd _i_ ’
. ; 6
pues son tres los casos posibles, las caras 2, 4 y 6.

Si en una urna hay 1, bolas blancas y 6 negras, la probabilidad de

extraer una bola negra serd:



6 _ 3

p —t g _TH _

20 10

Si con esa misma urna se quisiera averiguar la probabilidad de que
la bola extraida sea roja, al ro habsr ningin caso favorable, el numera-
dor de la firaceidn es O y la probabilidai nala.

Si. lo que se desea es hailar la probabilidad de que 1la bola sea.
blanca o negra, como coinciden los casos favorables con los poeibles,

20

o
n
n

=~

20
y se obtiene la certeza.
La definicién de probabilidad que se acaba de dar es debica a
Laplace y se apoya en el postulado de la indiferencia, que establece que

si un fendmeno aleatorio puede dar lugar a la presentacidn de varios
sucesos distintos y no hay ninguna razén para suponer que est4 favorecida
la presentacién de alguno sobre los restantes, todos tienen la misma

probabilidad.
Por dar lugar la definicién clédsica de probabilidad a paradojas y

no poderse aplicar a determinados grupos de problemas, modernamente se
establece el concepto de probabilidad y las primeras propiedades, a partir
de un conjunto de postulados y axiomas, tras de los cuales se desarrolla
la teorfa matemdtica del C4lculo de Probabilidades.

Suceso contrario.

Se denomina suceso contrario de uno dado a la realizacidn de la
modalidad opuesta a la que se ha tomado como favorable, es decir, el
que se verifica cuando no se realiza éste.

Si un hecho puede presentar n, casos favorables y n, desfavorables,

o contrarios, la probabilidad de obtener suceso favorable es:

!

ot

/puesto que
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puesto que n, + n, ‘es el. conjurtc de todes los posibles.

Anflogarmente, Ceciziando por -q la probabilidad de realizacién del
hecho desfavorable c-zuceso coatrario. er:.
n,
<

o Qe

I R

Sumando miembro a, wiembro émbqs igualdader, queda:

, ni + n2 i . .' A
p+g =.___. ~ =l ; q=1-7p

ny 4 om
es_dgcir, la suma de probabilidades de dos sucesos Eéntrarios es 1,

I,Ejemplpz- la prébqbilidaﬂ de sacar un ag en la extraccién de una
carta de las 40 de la baraja espafiola, ‘es:

,.: h

P e VB3

40

¥ la probabilidad de sacar una carta que.ﬁe sea as,

q:l--pal-h - 36

Lo 40..

Suce os_elementales suc sos ¢ 2jos.

Se entiende por suceso elemental o simple aquel ‘cuya realizacidn se
considera alsladamente y no esté ligada a ninguna circunstancia distinta
de las.suyas propiaa.

Por analogfa se denominard probabilidad simple la que se refiere a
un suceso aimple; Todos los ejemplos titados hasta ahora son de proba-
bilided simple. T s =] |

En cambio, se llamard guceso ‘complejo aquel que se compone de
'varios sucesos simples, es decir, cuando su realizacién va unida a otros
de una forma indisiinta o disyuntiva, o bien por el concurso simnlténeo
o sucesivo de ellos. ¥ ' . '

/La probabilidad -
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La probabilidad de presentacién’de uno de aquellos sucesos se deno-
minaré probabilidad compleja.

Ahora bien: dentro de los sucesos complejos distinguiremos dos
clases que no se excluyen: a) Sucesos compatibles e incompatibles;
b) Sucesos dependientes o independientes.

Sucesos compatibles son aquellos que pueden presentarse o realizarse
simulténeamente, e incompatibles, el caso contrario.

Si en el lanzamlento de un dado consideramos un suceso el obtener
un miltiplo de 3 y otro sucesq el obtener un nimero de puntos igual o
menor que 4, ambos sucesos son compatibles,

Se dird que dos sucesos son dependientes o independientes, segin
que la presentacidén simultinea o sucesiva de cada uno de ellos influya
© no sobre el otro. Si lanzamos al aire dos monedas al mismo tiempo o
sucesivamente, la aparicién de cara o cruz en cada una de ellas no tiene
ninguna relacién entre si; serdn dos sucesos independientes. Pero si de
una urna con bolas de varios colores extraemos una y después otra,
esta segunda extraccién estd condicjonada a la primera, puesto que segin
fuera el resultado de ésta variard la proporcidén de colores y, por tanto,
la nueva probabilidad; serédn pues, sucesos dependientes.

Tecremas Fundamentales
Teor ) ién o de probabilidad .

Vamos a estudiar cémo se calcula la probabilidad de realigacién de
un hecho, que se verifica por la presentacién indistinta o disyuntiva
de otros varios. ' ‘

Se consideran dos casos: a) Quie los sucesos componentes del re~
sultado, sean compatibles; b) Que sean incompatibles. '

Caso &) Los sucesos pueden verificarse simultdneamente, pero para
la realizacién total basta que se produzca uno solo de ellos.

5i los suceéos que implican el resultado son 4 y B, séa n el

mimero de casos en que se realiza la presentaciéﬁ de A y B; n, el nimero
de casos en que se realiza A, pero no B; n3 en que se realice B, pero no

Ay ¥ nh, cuando no se producen niAniB, ~
| - - /la probabilidad



La probabilidad de realizacién de A, puesto que los casos en que
aparece son n, + n,» serd:

p(a) = e Dnitthe
n1 + n2 + n3 & q“

y andlogamente la de B:
h.t &
oy & B, + n3 B nh

La probabilidad de que se realicen similtdneamente A y B, puesto
que la frecuencia de esta posibilidad es B, serd:

p(B) =

=
o, L n2 + n3 + nh

Sumando'las dos primeras igualdades y.restando esta dWltima, queda

p(4B) =

n1 + n2 + n3
n1 + n2 + n3 + nh

pero esta fraccién representa la probabilidad de presentacién de A o B,

p(A) 4 p(B) ~ p(4B) =

puesto que n + n, + n3 son todos los casos favorables a ambos
sucesos.
Queda en definitiva:
p(A 4 B) = p(a) + p(B) - p (4B) (1]

teorema que dice: La probabilidad total de un suceso, que puede realizarse
por la presentacidn de dos hechos A o B, o de ambos conjuntamente, es la

suma de las probabilidades de cadg uno de éstos, menos la probabilidad
similtinea de ambos.

Ejemplo: Se va a extraer una carta de una baraja de 40 cartas, y
se gana si se saca una figura (rey, caballo, sota) o un basto.

/La probabilidad



la probabilidad de sacar una figura serd 12:,.pueato que hay 12

50 -
figuras en las 4O cartas; la probabilidad de obtener un basto es a0 ’
40

porque cada palo tiene 10 cartas, y la probabilidad de obtener figura y

que sea de bastos es __2__ ’
40
Luego la probabjlidad total, o sea, la se ganar por la obtencidén
de una figura o de un basto es, ‘segin [ 1 ]:
p(A & B)..= 12. Rt 19 Py |
40 40 40 40

Diagrama de Euler.
Consiste en representar gréfiqamente el casoé de probabilidad total,

cuando los sucesos componentes -son compatibles, es decir, no se excluyen
mutuamente, _ ' o

Si se .representan por un cfrculo el conjunto de casos en que'apa-
rezca el suceso A, y por otro circulo el de casos en que se presente B,
al poder presentarse simulténggﬁsnte A y B, dichos circulos tendrédn
una parte comin, es decir, el plano quedaria dividide en cuatro regiones,
asi:

ni AniB

/y gréficamente
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y gréficamente se ve que al sumar el 4rea de A‘con la de B, habrd que
restarla la comin, para que quede la total A + B.

Caso b) Los sucesos son incompatibles, es decir, que se excluyen
mutuamente. Al no poder producirse simultineamente la presentacidn de
A y B, la probabilidad conjunta p(AB) es O y 1a[1l] queda:

p(A 4+ B) = p(A) + p(B) (2]

o cldsico teorema de las probabilidades totales en que los sucesos compo=-
nentes son incompatibles.
Por generalizacién, si un suceso se verifica por la realizacién de

uno cualquiera de los hechosftl, A2, A3, eevy An’ incompatibles entre
si, la probabilidad total del suceso es:

Pla) ¢ A, + A 4 oo 34) = p(ay) 4p(a)) 4 p(ag) + ...+ p(ay)

Ejemplos: 1°, Si en una bolsa hay 20 bolas blancas, 30 negras y
50 verdes, la probabilidad de sacar una bola blanta o verde es:

2 70

100 100 100

50

p(A + B) = = 70%

2°. Se tiene calculado, por ejemplo, que de cada 100 torpedos dis-
parados contra un barco, 11 le alcanzardn en puntos vitales, 34, ,en
sitios no vitales, y 55, no le alcanzarifn. La probabilidad de hacer im-
pacto en el barco es: '

p(a 4 B). = _2 4 H = M o cq
100 100 100

Teorema de composicién o de probabilidad compuesta.

Consideremos ahora el problema de la realizacién de un suceso por

el concurso similtdneo o sucesivo de otros dos sucesos. la probabilidad
correspondiente se denomina compuesta. ' ‘
Primer caso. Sean A y B dos sucesos dependientes, es decir, que
la probabilidad del segundo estd cordicionada a la del primero; se la
seflala con la notacién p(B|A), expresando con ella la probabilidad de

/que se
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que se realijce B en el supuesto de que se-ha realizade A. N
Sean, como antes, Ny Ny n3 Y. n .el .ndmero de. casos de presenta-

cién de A y B, de A y no de B, deBynode A, y ni de A ni de B, res-

pectivamente, - = LT . C
La probabilidad. dekpresentacidn de A y B es:

-~

! v
¥ ?(AB')_ ::-.4 i, ——y - rll
' n, 4 n3 +n
y 14 de presentacidn de a: ' -z
L Coe . L ‘.xil + nz
p(A) =
. ) . : .nl+n2-+-n3+.nh‘ - ¢

Ahora, la probabilidad condicionada de B a A, puesto que los casos
favorables son Ny, ¥ -1es posibles, By & n,, es:

h -
n 40

Multiplicando miembro a miemhrd las dos Wltimas ‘igualdades, queda:
4 . ) coe . .

.
N N [ |

" p(Bla)-="

p(A) .'p (B) = "
n + n2 + 1'13 + nh
que segin la primera igualdad, e&s la probabilidad de presentacién simul-
tdnea o sucesiva de A y B, quedando. en definjtiva:

p(aB) = p(a) . p(8la) e [31

-

teorema que dice: la obab idad compuesta de un_suceso_gue se re i

por_la greaenta.cién sgm_ﬂ._t;_é_qea o_sucesiva de dos hechos AyB, es QL
groducto de la probsbilidad alslga de A por la gondic;onada. de B '

Al mismo resultado se llega comenzando por B, es decir‘
| p(AB) p(B) p(A!B) ..

ser o e ’ )Ejéﬂplo: si

.
v

.‘ ..

’e
[EN
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Ejemplo: S5i disponemos de una bolsa en la que hay 20 bolas blancas
¥ 30 negras, y se quiere averiguar la probabilidad de extraer dos bolas
blancas, simultdnea o sucesivamente, sin reponer la bola extraida primera-
mente, se tendrd: ’ ' '

La probabilidad aislada de extraer bola blanca es:

20 2

50 5
Para conseguir que las dos bolas sean blancas, la segunda extraecién
est{ condicionada a que haya sido blanca la primera. ILuego la proba-

19

bilidad condicionada es , ¥ la pedidat /
49
'y
paB) = 2 x 2 = 38

5 49 25
Segundo caso. Si los sucesos componentes son jndependientes, esto

es, la presentacién de B no tiene relacién con la de A, ni viceversa.

p(BlA) = p(B)
¥, por tanto,
p(AB) = p(a) . p(B) [ %)

o sea, el cldsico teorema de la probabilidad compuesta, en el caso de

que los sucesos sean independientes.
Se generaliza al caso de mis de dos sucesos componentes, y queda:

Plhys dg Agerneee A) = p(&) o (p(R,) + plAg).eee P(R)
Ejemplos: 1°. la probabilidad de sacar una carta de cada una de
las 4O cartas de la baraja, y que sea una rey y la otra sota, es:

p(AB) = ___l:._ x .__L_:_ = :

40 100
2°, ©Si se lanzan dos dados, uno blanco y otro negro, y deseamos
hallar la probabilidad de obtener un nimero par en el blanco y mayor

que 4 en el negro, es:

/Probabilidad de



Probabilidad de“obtener nimero par: " _2.. H - e
probabilidad de obtener némero mayor que 4 (5 & 6):

p(AB) = _3- x 2 = 6 _ 1
6 6 36 6
3°. la probabilidad de un tirador en'hacer blanco es‘*z_.. Se
. 5
desea averiguar la probabilidad de hacer tres disparos y hacer blanco
dos veces, fallando la tercera.

Como _2_ es la probabilidad aislada de\cada tirada, _E_ serd la

5 » .o . .5
de fallar. Por tanto, T o

“opB) = 3 x-3 x 2= 28 -
] 5 . 5 5 P 125 3 . .
Ley del azar .
Si se considera un experimento bien definido, con una serie de
pruebas sucesivas, y en las n primeras pruebas se ha presentado el

suceso A, n, veces, sabemos e 1é‘frécuencié'rel&£iva_es — A
medida que n va siendo mayor, estos cocientés toman valores cada vez
més*préximos‘uﬁos a otros. Es una leyvplenamente observada y comprobada,
y se dice que esas frecuencias tienden a estabilizarse alrededor de un
valor constante, que es la probabilidad,-en los casos en que pueda:
calcularse teéricamente,

Esta ley del azar, en virtud de la cual cuando el ‘nmero de pruebas
en grande la frecuencia relativa del suceso difiere poco de su probabili-
dad, es la.unidn entre la prdctica y la teorfa, entre el concepto empi-
rico o ley estadistica y el modelo. teérico o ley de probabilidad.

Entre las consecuencias importantes de esta ley del azar se encuen-
tran el poder hallar la verdadera distribucién que alcanzarfa el hecho

v o7

/observado si
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observado si se hiciesen experiencias ilimitadamente, y el determinar
hasta qué punto la posible diferencia entre las frecuencias empirica y
tedrica es debida al azar o a una imperfeccién de los métodos empleados
en el experimento.

Ejemplo: Se ha realizado una experiencia consistente en hacer 4.000
extracciones de una urna que contenia las bolas blancas y negras en
partes iguales, reponiendo la bola, o sea, con probabilidad para ambos
colores de 1/2. Designando por O la aparicién de blanca y por 1, la
negra, los resultados fueron:

Prueba Bola Total acumulade Frecuencias rela-

\ obtenida de bolas negras tivas de bolas
negras
1l 1 1 1
2 1 2 1l
3 (o] 2 0,66
4 1l 3 0,75
5 0 3 0,60
6 0 3 0,5
7 0 3 0,42
8 1 A 0,5
9 1 5 0,55
10 1 6 0,6
50 1 2 0,48
51 0 2 0,47
100 0 . 51 0,51
101 1 52 0,515
102 0 52 0,509

500 1 2,9 0,498

/Cont,
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Pruba . Bola .- Total acumulado Frecuencias rela-
obtenida de bolas negras tivas de bolas-
‘ ‘ ' negras
999 0 500 . 0,51
. 1,000 -0 .- 500 S 0,5 +
1.001 1 501 .- 0,501
3.000 0 1,498 . 0,499
4000 ‘ ! ., 2000 - 0,502

Se.puedé representar estos fesultados én el gfafico siguieﬂté,
en el qpe se ha cortado la escala horizontal para dar cabida a las A 000
abscisas, y en el cual se observa claramente cémo las frecuencias tienden
a estabilizarse alrededor del valor 0,5 que es la probabilidad "a priori".

FRECUENCIAS RELATIVAS

1,0

0,9

0,8

0,7
0,6
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Ese paso de la teoria 'a la prictica, por medio de la ley del azar,
conduce al método inductivo estadfstico o inferencia estadfstica, petu=-
liar de las ciencias experimentales, pues al establecer una ley descrip-
tiva de determinado fendmeno la unica posibilidéd es realizar nuevos’

/experimentos que



experimentos que la comprueben y ver si puede medirse el grado de con-
fianza de dichos experimentos.

Sustituimos las probabilidades relativas por las frecuencias de
sucesos comprobados experimentalmente y si establecemos un valor & ‘tan

peqneﬂo como se. quiera, todo suceso cuya probabilidad sea =1 ‘=g -
se considega como seggg con un coeficiente de confianza de 1 - & -

Variable aleatoria. o , :
En los temas 2° ¥y 3° se ha establecido el concepto de varisble

estad{stica, entendiendo por tal el conjunto de valores (resultados de
observaciones o exPeriencias) con sus correspondientea frecuencias.

Si se consideran.la infinidad de pr@ebas'posibles hechas en las
mismas condiciones, el conjunto de los valores resultantes, O, 1, 2, 3,
eeey Xy ooy Ny osey cada uno con su probabilidad, constituye una variable

aleatoria discreta X.
La suma de todas las probabllidades es -la unidad.

Es, pues, la variable aleatoria el modelo teérico del concepto
préctico de variable estadfstica. . A
El conjunto de pares ﬁe valores formados por los de la variable
y sus probabilidades respectivas se denomina ley o distribucién de }of_
babilidad de la variable aleatoria. e
Si se considera.la extraccién de cartas en la baraja espaﬁola, la
variable aleatoria estd constitufda por los valores, 1, 2,{3, Ly 5, 6, 1,

10, 11 y 12, y su ley de probabilidad es:

£ 1 2 3 4 5 6 7T 10 n 12

P 01 0,1 01 0,1 01 01 0,1 0,1 0,1 0,1°

Cuando se consideren fendmenos cuyos resultﬁ@os.nnméricos formen
una variable contfnua, al represehtar el histograma de frecuencias rela-
tivas,_hacer el nimero de observaciones cada. vez mayor y la amplitud de
los intervalos tendiendo a cero,el histograma tiende a convertirse en
una curva, que se denomina de probabilidad.

/Asi, pues,
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Asi, pues, una variable aleatoria continua queda definida por el
recorride y por una funcidﬂ £(x) >0, qué se denomina de densidad de
la probabilidad,

El 4drea total limitada por la curva y el eje de abscisas vale la
unidad; el 4rea limitada entre la curva y las ordenadas correspondientes
a dos abscisas, a y b,'nos dard la probabilidad de obtencién de un'valor
comprendido en el intervalo (a, b).

Esperanza matemdtica o valor medio tedrico y varianza. .
Definida para la variable estadistica la media aritmética

zx.n n
. a = i1 . x i = £x.h, o
—— - i1
en donde h1 son las frecuencias relativas, en virtud de la ley del azar,
al pasar del campo préctico al tedrico, y sustituir dichas frecuencias
relativas por probabilidades, se obtiene:

X = ‘zx

Py = orxtlx)

expresién que recibe el nombre de valor medio tedrico o esperanza '
matemdtica.
Andlogamente, recordando la expresién de la varianza:

s2 = »z(ziﬂ;- 2)2 - :5;: (x, - a)? G r(x; - a)zh;~,

N

¥ haciendo el mismo paso se obtiene'

sy

o = xxy -y = r(x -0,

)

En las variables- aleatorias continuas, las anteriores sumas serfan
integrales, No nos extendemos en esta direccién por no figurar estos
conocimientos en la Ensefianza Media actual.

/B. PROMEDIOS
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B. PROMEDIOS Y VARIANZAS

Valores Medios: Su cilculo abreviado

" En el tema anterior hemos representado diversos ejemplos de distri-
buciones de frecuencia, observando que presentan caracteres comuness
a) Pequefias frecuencias en los valores extremos; b) Acumulacién de fre-
cuencias muy altas alrededor de un valor central, préximo ¢ coincidente
con el de frecuencia mixima. -

Como consecuencia de esto, y para tener un resumen cuantitativo del
fendmeno, en vez de manejar todos los datos -~ gue en la mayor parte de
los casos seria muy incémodo -, podremos caracterizar la distribucién
mediante glgunos valores numéricos, eligiendo un valor central, alrededor
del cual se encuentran distribufdas las frecuencias.

Este proceso de simplificacién, que permite representar y comparar
las distribuciones, ha sido denominado por R. A. Fisher la reduccién de
dos datos estadisticos

El valor de la variable elegido para representar a una distribucién
se 1lama promedio, que no es otra cosa que una medida de posicién, un
valor "medio", que debe hallarse comprendido entre los valores extremos
de la variable.

Un promedio debe reunir las siguientes condiciones, precisadas
por Yule.

1) Debe estar perfectamente definido para no dejar nada a la
apreciacién del observador.

2) Debe estar basado en todas las observaciones hechas, para que
cada una tenga su debida influencia,

3) No debe tener un caricter matemitico demasiado abstracto.

L) Debe ser de ficil cleulo,

5) Ha de adaptarse con facilidad a los c&lculos algebraicos.

Consideraremos los siguientes promedios: Media aritmética, mediana,

moda o promedio tipico, media geométrica y media armdnica.

Media aritmética.
Es el m4{s conocido y usado en la préctica.

/51 consideramos
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Si consideramos N vglqres de la variqble Xs Xpy eeey Xy definire-

mos la media aritmética, que representaremos por a, como el cociente de
la_suma de los ores de ‘la able. por el erg de ellos, es decir

. .
vy ' . o L
\ . ‘ - + cee ‘ .
AN a.= xl xg A A
.. v
N I, L, . .

v !
g wh <. .
51 en vez de considerar frecuencias absolutas consideramos las

relativas, la media artimética toma la forma . “o

Lo a Ty b oxhy o 4T gy,
\

7

o bien Ry . v .
~a.® . zxih.{ . C o ;
en la que !
X ni [y
hy =
N . -

. a = p § i % ) '
. N ‘
se puede escribir n
- ™ i = :
a 2. X :xihi‘
N

Célculo Abreviado de_la Media Aritmética

Podemos ca.lcular la media aritmética de una manera abreviada, razo-
nando en la forma siguiente: Supongamos que transformamos las N obser-

vaciones X9 Xgs evey xk en nuevas observac:.ones x’i, xt DY x'k,

mediantela siguiente relacidn: xi = 0 * x'i, en la que 0 s un ndémero

£ijo 1lamado grigen de trabajo, elegido de modo que 1aé dii‘erencias
i - 0 sean m4s f4ciles de manejar que las propias medidas, - . R FE

c.(\

/Suatituyendo en
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Sustituyendo en la media aritmética, tendremos:

Ix,n &0 24 0 2
. e M (0, + x’;)n, . % zni4 zx’;n
N N N N
¥y como
n £x*.n
PNy 3 % o
N N N

dremos
a=0x4-a’
o bien
x, - O.)n
a = 0 + ! e
x
N

Apliquemos esta férmula a la determinacién de la media aritmética
de la distribucién de la tabla 1.

Procederemos en la forma siguiente:

1) Elegiremos un origen auxiliar de trabajo.

2) Dispondremos en columna las diferencias entre cada una de las
observaciones y el nuevo origen.

3) Efectuaremos los productos de estas diferencias (desviaciones
con respecto al origen auxiliar de trabajo) por las frecuencias respec-
tivas.

L) Calcularemos la suma de estos productos.

5) Dividiremos esa suma por la suma de frecuencias, con lo que
habremos hallado la media de los valores x’i, o sea, a’,

6) Afiadiremos a este valor hallado el valor del origen auxiliar
de trabajo, con lo cual obtendremos la media.aritmética pedida.

El célculo toma la disposicién préctica de la tabla 5, eligiendo
como origen de trabajo 37,5.

/Tabls 1
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"o

Tabla 1

Varoneg‘clgsiiicaddé sééﬁg edad_al contraer
matr;ggnio en cierta ciudad

bt

Edad en afios Varones

" Intervalos Frecuencias
De 204 25 | 108
De 25 a 30 " 406
~De 30 a 35 . B . 190
De 35 a 40 ’ 72
De 40 a 50 39
De 50 a 60 - : 9
TOTAL 82,
.Tabla 2
Intervalos Marcas de Frecuencias : Desviacién: res- Productos
.clase - pecto a 37,5 »
i ez 0 R W]
X3 . o SR xi Tovx
(1) (2) (3) . (%) (5)
De 20 a 25 ~ . 25,5 108 . =15, - 1,620
De 30 a 35 32,5 . .190 . - o= 5 - 950
De 35a 40 - - 37,5 72 . , 0 0
De 40 a 50 L5 - . 39. ' 755 292,5
De 50 a 60 .o 55 9 : 17.)5 157:5
TUIIAL o T 82& - 60180




- 35 =

a’ = = = 17,5 a = 37,5 - 7,53 a = 30 afios
824

Si la diferencia entre cada dos valores consecutivas de la variable
es constante, es decir, si la distribucién estf formada por intervalos
de igual amplitud, se simplifican los cdlculos mediante el siguiente

razonamjento: Si para medir las desviaciones x’i = X, - qx tomamos

i
como unidad la amplitud c del intervalo de clase, tendremos que cada una
de las desviaciones respecto de este origen serdn

x, = O
i x
i

c

que se calculan muy fdcilmente, ya que bastard poner un gero frente al
valor 0& elegido, y a partir de €1 ir aumentando una unidad en el sentido

creciente de la variable y disminuyéndola en el sentido decreciente.
Las operaciones necesarias para su aplicacidn son las mismas que en
el caso anterior, sin mis que, después de hallada la media aritmética de

x, = 0 :
de las x”i =, * ., que representaremos por a’’, multiplicar
c
por la amplitud ¢ del intervalo rara pasar nuevamente a unidades de

serie, puesto que x’i = cx”i.

La férmula, por tanto, serd:
a = Qx + a’c

o bien
: xi e 0x .
P 1
c
- 3 Co
a Qx X

Aplicacién a la distribucidn de la tabla 2,
la disposicién prictica para el cdlculo figura en la tabla 3,

/Tabla 3



- 36 -

Table 5
Operaciones
Marcas B Frecuencias Desviaciones res- . Productos
de . .pecto a 1,68 en x.n. =
clase unidades de clase b N |
<. ] ’ ' x, - 0.°
X n, o X - 1 x,
—_— i
. . c
1,58 3 -5 - 15
1,60 4 - - 16
1,62 -6 ‘- 3 - 18
1,6, U -2 - 28
1,66 28 - -1 - 28
1,68 49 0 0
1,70 - 32 1 32
1,72 3., 2 b6
. L, 8 3 2
1,76 '3 b 12
TOTAL 170 ; .9
Elijamé_s pa.ra.ox .= 1,68; tendremos
9 .
a’? = H e = “0’02’ !
170

luego aplicando la férmila

a & 1,686 + 9 x 0,02
, 170
. 0,18 -

= 1,68-4. 2" ; a = 1,68l metros.

170

" " fPropiedades de
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Propiedades de la Media Aritmética. « -
la. de las desviaciones de .variable respecto a la

media aritmética es nula,.
En efecto, si X)s Xyp seey Xy SOR N valeres de la variable, se

verifica
Xx, -~ a) = (x, =a) & (x,-a) 4 eos & (x3-8) =
(x1+x2+ veo + xu) -~ (a+a+...4a) .'

¥ como

+ X, 4 b .
xl 2 xN - a; x1+ x2+ ces * )‘N = Na,
N .

sustituyendo en la igualdad anterior £(x, - a) = Na - Na = 0; luego

t(xi - a) = 0.
Si X5 X5y eee Xp SON los valores de la variable o marcas de clase

(ed esté agrupada en intervalos) 13 propiedad anterior, se enunciard:

La suma de lg_ 8 p_x_-odug::cgs de las desviaciones de una varjable respecto
a la media aritmética por sus frecuencias respectivas_es nula.

Su demostracidén es andloga a la anterior ‘
x, -'aJny = mn - a rn,
rxn,
y como gn, = N yde = a se deduce x:xini = Na, sustitu-

N
i
yendo en la primera igualdad, resulta (xi - a)ni

Na - Na = O3
luego -z(xi - a.)n:l = 0

Como consecuencia de la propiedad‘a.nterior resulta que la medig

aritmética de dichas desviaciones es nula.
2a. La suma de los productos de los cuadrados de las desviaciones

por_las respectivas frecuencias es un m__ig_i@ con respecto a la media
aritmética

Esta propiedad se demostrard en el tema siguiente.

/Ventajas e



Ventajas e inconvenientes de la media a.ritmética . . ‘ .

Varias son las ventajas de.la media aritméticaj- entre las mds impor-
tantes citaremos: a) Es de fécil c&lculo, b) Esté perfectamente definida;.
c) Es susceptible de cdlculo algehu'aico, y d) En su determinacién inter-
vienen todos los valores de la variable » cumpliemlo las condiciones pre-
cisadas por Yule. . L o ‘ .

En el caso en que exista una gran diferencia entre unos datos y .
otros, la media aritmética tiene el mconveniente de que pierde grari
parte de su utilidad al estar afectada excesivamente por le.s desviaciones
extremas respecto al promedio. 'Por ello es muy conveniéente tenerlo en
cuenta en algunas de 'sus aplicaciones. |

En estos casos es mis conveniente el uso de la mediana.

Mediana. N

La mediana es otra. pedida de posicién que puede definirse como un
valor de va.ri ble al gue, supuestos ordenados todos los valores de
dsta orden creciente (o decreciente), la mitad de dichas observaciones

en_un or erior o 8 & la otra mitad super
él. La representaremos por Ms. _ .

Para su obtemién, una vez ordenados los valores de la variable, -
consideraremos dos casos. que el mimex-o de observaciones N sea i.mpar o
par, En el primer caso, i se verifica N = 2 ¢ l, la mediana serd
el que ocupe el lugar central, es decir, el lugar p 4 1l. En el segundo
caso, N = 2p, la mediana es inéeterminada, ya que todo valor compren~
dido entre los que ocupan los lugares p y p 4 .1, responden a la defini-
cién de mediaha. En la préctica se toma.como mediana la media aritmética -
de los valores que ocupen los lugares pyp + -1l.

Si tenemos 11 individuos colocados por orden creciente de estaturas »
la talla del que ocupa el lugar 6 aeré la med:.ana.

Sean las tallas 1,57 ~ 1,59 = 1 60 1, 62 - 1,65 ~1;68 - 1,71 -
1,73 - 1.75’ - 1,77 =.1,78.

La talla 1,68 es la que corresponde a la mediana; ya que la mitad
de las;pbgqrvaciones son superjores a 1 »68 ¥ la otra mitad, inferiores, --

)
s

»'.-.. . K A DR ‘ B - .“/Si el


mediana.es

_ 39 -

Si el nimero de individuos fuese 10, y sus tailas,
. 1,57 = 1,59 = 1,60 =.1,62 - 1,65 - 1,68 - 1,73 = 1,75 - 1,77 - 1,78 '
cualquier valor comprendido entre 1,65 y 1,68 podria tomarse para mediana.
En la préctica tomaremos la media aritmética de estas tallas s €S decir,
de las correspondientes a los lugares quinto y. sexto.

)

1,65 + 1,68

Mediana = 5 Me = 1,665

2‘
Para hallar la mediana en el caso de que se trate de valores agru-
pados, construiremos el diagrama. acumilativo figura 1, y por el extremo

-

N . .
de la observacién _ _ trazaremos la paralela al eje de las abscisas,

2
pudiendo ocurrir dos casos: a) Gue esta recta corte al diagrama.en un
punto como el A, es decir, que esté comprendido entre las ordenadas de
dos valores que la variable X _15%; en este caso la mediana

~ )=
I
|
|
I
|
|
l
|
=

queda perfeéta.xﬁente determinada, por tant6 Me = Xy siendo xy un valor

o . . \
e

tal que se verifique

N
. R PR
; Lo 2 ‘

/b) si
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b) Si la recta paralela al eje de abscisas, trazada por el extremos de

la ordenada correspondiente a la observacién tiene un gegmento

— ¥
2
AB de puntos comunes con el diagrama figura 2, la mediana aparece inde-

terminada, puesto que cualquier valor de la variable comprendido entre

X; . 3 ¥ X, tiene por ordenada _ﬁ_ ; en este caso suele tomarse la media
2
aritmética de estos valores, luego

b 4 + X
e = -1 7%
2
N
siempre que N, _ ; = ___ <: N.
2 .
Fig, 2
—
{
["T"’,’i
¥ b — —a8 |
2 . ""!.
,NLh | ]
NI L B
| il[Jl |
X2 Xt xia

Numéricamente, para hallar la mediana formaremos la distribucidn

acumulativa., Si ninguna frecuencia acumulativa coincide con _f_ la
2
mediana es el valor de la variable que corresponde a la primera frecuencia

/acumulativa, que
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acumulativa, que supera.a _ﬁ_ . . <L

. 2
La Tabla 4 pepresenta una distripﬁcién de frecuencia, donde se ha
afiadido una tercera columna para las frecuencias acumuladas, Al ser

N 80
2 2
la primera frecuencia acumulativa que supera a 40, es 50, que corres-

ponde al valor 5 de la varjable; luego Me = 5.
' En el caso en que exists una frecuencia asumylativa que coincida con

"

L0

N

nntpp—

2
variable que corresporde a dicha frecuencia acumulativa, y al de la
siguiente. ' : , -
Sea la distribucién de la tabla 5, '

la mediana se obtendréd como la media aritmética del valor de la

" Como th = 0 o 35 coincide con la frecuencia acumulativa
2 2

correspondiente al valor 4 de la variable, el valor de la mediana se ob-
tendrd hallando la media aritmética de los valores 4 y 5 de la variable,
es decir ’

Me = .ﬁ;:,_i 3 Me = 4,5
2
Tabla 4
ﬁotas ' Ndmero de | Frecuencias
x alumos acumuiladas
i L]
. n, . Ni
(1) @) (3)
0 2 : 2
1 ‘ 1 3
2 2 5

/Tgbla ;v(cont.)
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(cont).
Notas Nimero de Frecuencias
x alumnos : acumuladas
. By Ny .
(1)
(2) (3)
3 10 I 15
b 20 35
|_s 15 | 50 -
6 12 . 62
7 9 7
8 [ Vi
9 2 79
10 1 80
TOTAL 80
Iablalﬁ
Notas Nimero de Frecuencias
x alumos acumuladas
ni Ni
0 2 2
1 1 3
2 2 5
3 10 15
IN 20 35
5 12 \ L7
6 8 55
7 7 62
8 5 67
9 2 69
10 1l ‘ 70
TOTAL ‘

/Para hallar
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Para hallar la mediana de una distribucidén de valores agrupados en
intervalos procederemos en la forma siguiente: Formaremos el diagrama
acumulativo, donde syponemos que la frecuencia absoluta crece lineal-
mente del punto 11 =3 al Li’ Supongamos que el intervalo

(L L,) es tal, que N N N,; en este intervalo
1=1? 71 ? i-1 S———— 1
G

estard la mediana., Su valor serd el correspondiente a la abscisa del
punto B (figura 3).
Por tanto, Me = OB’ 3 OQA’ 4 A'B’; Me = L, _, 4 A’B%, [1]

En los triangulos semejantes ACD y ABE se verifica
AD _ CD

AE  BE
siendo. .
AD = e, = amplitud del intervalo,
{AE = A'B’o

€D = n, = frecuencia absoluta del interw'rar.lo_(;[_.:t 1 By)

LBE BB:..EBta.E‘J.-Ni..l,
2

n

Sustituyendo valores

N oom-
c n
1 - de donde A'B! = 2 .oy
IRt n
LS N oon-1 i
2
valor que, sustitufdo en [1] , da
Noeom-a
Mﬁ ; Li - l + 2 . ci.

™
/Determinar la



Determinar la mediana de la distribucién de frecuencias de la
Tabla 6 . ’ ‘

El proceso seguido es el siguiente; 1° i N es el nioero total de

observaciones, hallaremos _E_ para localizar el intervale en que se
2
encuentra la mediana, obteniendo asf Li -1 2° Determinar la diferen-~
cia entre _f_ y las frecuencias acumiladase N, _ y hasta la clase inferior
2
a la mediang y dividir esa diferencia por la frecuencia absoluta By, que

corresponde a la clase medigna, 3° Multiplicar el cociente por la
amplitud oy del iptervalo; y 4° Sumar el resultado &l }{mite inferior

del intervalo, localizado en el punto 1°,

/Tabla 6



. §bl§ é ¢
Intervalos Frecuencias Frecuencias
acumulacas - -
ni .
o - N, °
h
1957 = 1,59 3 3
1,61 - 1’63 6 13
1,63 = 1,65 h7A 21
1’65 d 1’67 28 ’ 55
1,67 - 1,69 L9 104 -
1,69 = 1,71 32 136 .
1,717 - 1,713 .23 159
1,73 - 1,75 8 167
C1,75 = 1,77 3. 170 .
T —
TOTAL 170 -
Teniendo en cuenta qpe siendq‘N = 1703 _f_ = 85; la priméfa
. - 2 4

frecuencia acumulada superior a 85 es 104, luegc en el intervalo 1,67 -
1,69 se encuentra la mediang, por tanto, L g -1 ° 1,67, 'Ni 1 55,

n, = 493 ¢, = 0,02, Aplicando la férmils

Me = 1,67 & _O0 % x 0,02

—————

L9

Me = 1,67 ¢ 90 - Me z1,682 m.

L9

Para calcular la mediana no es necesario que los intervalos tengan
una amplitud constante, ya que solamente inteviene en su célculo un solo’
intervalo, ' ’ i

/Ventajas e
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Ventajas e inconvenientes de la medjana. Las ventajas principales son:
1° Su facilidad de ¢4lculo. 29 Que en ella no influyen los valores

extremos de la variable; y 3° Que aunque la distribucién sea irregular,
es una buena medida de la ¥endencia central.
Tiene el inconvenjente de que no se adapba al célculo algebraico.

Promedio tipico (Moda).
Ia moda se define como el valor de 1s variable, al gue gggeagonde
mayor frecuencia. La representaremos per Md.

51 n, es la frecuencia correspondiente a la meda, se ha de verificar

ny +1 <:ﬁt3>ni = } también podemos decir que la moda es el vg;o; de

la varjable ¢ ; ggponde 4 alativa,
En una serie de salarios es el salario mis generalizado, en’ ‘una
serie de precios es el precio més corriente, etc.
Si tenemos las sigulentes notgs de un grupo de alumnos 53 =4~
7-5+2=-6-5, La moda serd la nota 5,
M = §

S1 exisben varios miximos relativos, al mayor de todos llamaremos
moda abgoluta. :

Las distribuciones pueden ser unimodales, b es o multimodales,
segin que exista una, dos o varias modas,

En el ejemplo anterior no hay mas que una moda,

Si consideramos los salsrios de un grupo de obreros, 25 = 50 - 62 -
50~ 25 ~ 80 = 25 =» 50 ~ 15, tendremos dos modas: una 25 y otra 50,

51 consideramos la distribucién de Ja tabla 4, la moda la obtendre-
mos tomando el valor de la variable al que correspohde mayor frecuencia.
Como la mayor frecuencia es 20, que corresponde al valor 4 de la varia-
ble, tendremos '

M s 4

Por dltimo, para hallar la moda de una distribucién de valores agru-
pados en intervélos, determinaremos cuil es el intervalo de frecuencia
mixima. Esta serfs una primers determinacién del promedio tipo, Pero
dentro de este intervalo ;cudl es el valor que corresponde a 1a ordenada

/méxima? Por
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midxima? Por métodos que se explicardn més adelante se podrfa ajustar
una curva a la distribucidn observada, y una vez ajustada ~ tendrfa una .
expresién analitica ~ serfa.ficil la determinacién de la moda, ya que
serfa la abscisa correspondiente a la ordenada méxima. ’

Siempre .que la distribucién de los valores de la variable sea senr
siblemente simétrica, se puede obtener un valor aproximado de la moda
mediante la férmula . ' o

Ny , 3 o
M = Li -1 ¢ , ‘1 + - X ¢y j

By YRy '3 1
en la que,Li -1 ¢ el lfmite inferior de }a elase en cuyo intervalo estd

comprendida ls ?éda; By .12 la frecuencia de la q;ase.anterio?; PP

la frecuencis de la clase posterior, y ¢4 la amplitud del intervalo.
Si consideramos la distribucién de la tablia 6, la méxima frecuencia
L9 corresponde al intervalo 1,67 - 1,69, luego Li 1% L6 n, %28

~

n, .y = 32 y-6 =0,02; por tento,

M o= 3,67 ¢ _ R X 0,02; M = 1,679 m.
28 4+ 32
Si los intervalos no son de amplitud constante, habrd que hallar

-

los cocientes k, = n; » 8lendo ni la frecuencia en el intervalo 1, y
P ‘ .
i

la amplitud de dicho intervalo,

cy _
El intervalo‘qu tenga mayor ki contendrd }a.moda, y se foﬁaré la
misma férmula anterior, sustituyendo las my por las.ki. Asf, la fdrmula‘
serd: ' . -
+ 15&- + .1
C 'k

M = Li .

l Olc

. op.zr
) 1 - 1 + i +1 -
Igual qne para la mediana* al célculo se basa en. los 1ntervalos y
no en las marcas de clase., :

/En la



"En la determinacién de la moda puede ocurrir que ung misma distri-
bucién dé valores distintos si se varia la amplitud de los intervalos,
Supongamos, por ejemplo, las dos tablas 7 y 8 expresién del mismo
hecho, pero con distintas agrupaciones de clase. En la primera el inter-
valo modsl es 15 = 17, y en la segunda, 11 - 15, Las dos distpibuciones
camprenden e}, mismo nimero de casos, y uUnicamente hemos variado la forma
de agrupacién de las observaciones,

Tabla 7 | Tabls 8
Iniervaloa Frecuencias Intervalos Frecuencias
7~9 3 7-11 8
9-11 5 n-15 L7
1 -13 15 15 - 19 L5.
13 - 15 32 ‘ . T o
15 - 17 35

17 - 19 10

T - T

Ventajag e inconvenientes de la moda. ILa moda se empleard cuando los

valores de la variable presenten una gran concentracién hacia un valor
determinado. S8lo se utiligard para las distribuciones de gran frecuencia
total, es decir, de un gran nimero de observaciones para poder comprobar
que existe efect;vamante una tendencia hacia un valor,

La moda no es susceptible de cdlculo algebraico, y en su determina-
cién no intervienen todos los datos, ‘

La media aritmética, 1a mediana ¥y la moda, por ser valores corres-
pondientes a la variabie, fepresentan puntos del eje de las abscisas.

gg;ag;ég aproximada_entre estos pro gpdjgg

31 la distribucidn es simétrica, la medis aritmética, la mediana y
la moda coinciden. Si es asimétrica, son diferentes, y si la asimetria
es moderada existe una relacidn aproximada entre ellas:

a = Ml = 3(a - Me) .

/Esta férmula



Esta férmula permite calcular uno de los promedios, -conocidos los
otros dos, pero bien entendido que sdlo tendré validez para distribucio~

nes’ ligeramente asimétricas, . '
Media Geométrics

Es menos utilizada que las anteriores, Tiene gran utilidad para
las medidas relativas, principalmente para los problemas sobre nimeros

indices., ‘
En el caso de N observaciones individuales, X19 Koy eeey ¥y 8 de~

fine la media geométrica como la raiz N-sims del producto de los valores

de la variable, Se representa por M « la férmla serd;
N . o :
MQ = V- xlo xz see xu C ) [1]

si X X 2, veer % SO los valores de la varlable, y nl, 22 *00p

n, ) 8us frgcuepcias rgspectivas, y se verifica ™ 3 n, + eee * n N,

se define la media geométrica como la rafz N-zims del producto de Jos
valores de la varjable elevados a sus frecuencias respectivas, )

[+
Su célculo se hace posible mediante los logaritmos.
Tomando logaritmos en la (1], tendremos ‘

| . . _
Moo= Vo T2 e [2)

log xl 4 l:g x, +* o0 + log Xy

log ¥, = - S
N
Obteniendo la siguiente propiedad: El logaritme de la media geoméw
trica es la media aritmética de los logaritmos de la varjable. - FNN

Por esta razén este promedioc recibe también el nombre de media
aritmética logaritmica

Tomando logaritmoa en la 2

. 20g M n1 log xi + m,log Xy 44,07 log X

N
. S o /Ejemplos: lelar
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Ejemplos: Hallar la media geométrica de las siete primeras potencias.

de 20 7 7 . ’ PP —————————
M2V 202230t = Vel 4243 opt 7= {/3 (A3l y=: 3L o

1

M

.0 36

puesto que 1 + 2 4+ .., + 7 = gsuma de los términos de una progre-
sidn aritmética de razén 1, ' '
De igual mapera si se trata de la distribucién de la table 9.

. Tabla 2
wxi "ni Aplicando la férmila
15 3 3 T 3 -
540 _ 1 ‘
Propiedades de la media geométrica.

E) producto de los cocientes de cada valor de ;g varisble por la
media gggmétrgga es_jgual a la unidad, .

En efecto o
xl X2 XN . Xl . Xz . see o XN
juSS— * eee o
— Ty - s R » ooy
Mo Mo Mo , Mo
y como

N ,
MO ""V xlxz Ocox“ 3 Mg = xlxz | XN xN,'

sustituyendo en la primera

N e N g e
2 . 2 -
Se tisene MO = V .(xlxz ,yfp IN) F xl . 3F22 » sep » xzu =

/media geométrica
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media geométrica de x12.

TR

Ventala e inconveni entes de lg. medis 'g";ométrigg. o

Su principa) ventaja es que reduce la influencis de los valores
extremos de la variable. Es un premedio perfectamente definido y puede
someterae al c4lcule algebraico. _ -

El mayor inconveniente es su,cdlculo complicado; la gran influencia
que ejercen los mimercs pequefios y que se anula cwando hay un valor de
la variable igual a cero, '

Media arménica. . . , . .
Es menos utilizada que los promedios anteriores, y se define en

una serie de N valores: X, X ey ¥ys» como el reciproco de la media
aritmética de los recfiprocos de sus valores, Se representa por M~ 1

Su valor se obtendrd de la forma siguiente: Como _1’___, A y cess _3‘___
: B T T
son los reciprocos de xi, Xpp o0y Xy 3 SU media aritmética serd
i S SO
X
xl ) 2‘ﬁ — xN Juego M-1 = __ N
el L
n * N
o bien '
- N
Mel = .
1
- . z-__
*

si xl', Xps ares X SOD los "Ja.lc_fres de una vai":txable,“ T D5 Dyyeeeey

n,, sus correspondientes frecuencias, se tendrd

)

Y



m-1= N
._}__ nl + 1 n2 + ove + 1 nk
1 *a *k
que puede escribirse
1 1 1 1
. .""W"F"n 4’ [ XX 4' nk z n
e R T * T K omen b = Ty
M-1 ‘N Me1l N

que nos dice que la jnversa de la media arménica es igual & la media
aritmética de los inversos de la variable,

Es aconsejable para promediar velocidades y tiempos.

Se adapta al cdlculo algebraico.

El nombre de media armdnica proviene de la aplicacidn que hizo
Pitdgoras a los acordes musicales.,

" Hallar la media arménica de los nimeros 6, 12 y 24,
Sus reciprocas son:
1'11;; 1,3 .3 _ k%241 207

612 2% 6 12 2 2 2
Aplicando la férmula

7 7
2L

Cuartiles, deciles, percentiles. Son medidas de posicién,

Asi como la mediana la definfamos diciendo que es e} valor de la
varjable, elegido de tal forma que si los valores estdn colocados en
orden creciente, la mitad de las observaciones son inferiores o iguales a
él, y la otra mitad son superiores ¢ iguales al mismo, definiremos el

primer cuartil, que representaremos por Ql’ como el xalog Qe 1a variable,

;251 QQ Eg ; _I_ma 92 .1_‘8'” Qggﬁé‘ 2,&_;; Q ;23 O:SG!’V&O;O!}QQ sean

lag tres artes te ‘ uperiores

El segunde cuartil serd la mediana,

/El tercer
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,M;El tercer cuartil, que representaremos por QB’ es el valor de la
able co ondiente a la _observacid ‘que ela tres cuartas partes : .

El clculo es andlogo al de 1a-mediana, systituyendo _ﬁ; por _f_n
o | 2 b
o par 3N . - )
4 s : ‘
As{, tendremos las férmulas :
- = Ml oo wma
b . = 4L -
Ql'uvl " , v .. .ci ’ % Li"'l " - e .ci
n R o
{ . By

Sea la distribucién de la tabla 6.  Vemos que S

N o
N =102 s,

b 4

la primera frecyencia que supera a 42,5 es 55, que corresponde al
intervalo 1,65 ~ 1,67, aplicando la férmula, siendo Li-l = 1,65;

= 0,02,

Ni-1l = 27; ¢y

p, = 28;

Q =165 + 45 7% x 00257 ¢ = Léhlm -
28 o
De igual forms obtendrems: Qg. Por ser No= 127,55 1a pra-
' e L .
mera frecuencia superior'a 127,5 es 136, que corresponde al intervalo
169 - 1,70, luego L i = 1,693 N,y F 10 ny = 32§ oy = 0,025

luego

= 1,69 + 200 0005 g = 1,705 m,
32

/Anflogamente, se



Anflogamente, se definen los deciles y los percentiles. El primer
decil serfa el valor de la variable correspondiente a la observacién que
tuviera delante una décima parte del nimero de observaciones y detréds
las nueve décimas restanptes. Se definirfan de fgual modo los demds
deciles. EIl cflculo del decil de orden K (K no'puede exceder de 9) se
hard con arreglo a la férmuls |

I T ]

10
Dk s Liﬂl "' v ’ - — oci

By

Los deciles dividen a la serie en diez partes, cada una de las
cuales contiene una décima parte de las observaciones,

El quinto decil es la mediana,

El K~-ésimo percentil, representado por P.» es el valor de 13 yarig-

ble,tal que K # de las observaciones le son inferisres (K no puede
exceder de 99). la férmula es la misma que la de la mediana,

KN

R naasnned

100.
SR — Sa— 1

™

Como resumen de todo lo anterior, vamos a hallar la medis artimética,
la mediana, la moda, el primer cuartil, el terger cuartil y algin decil,
por ejemplo, el séptimo y el percentil doce,

Con objeto de ver la simnlificacién que el método abreviado para la
obtencidén de la media apitmética proporecicne, la hallaremos por el pro=-
cedimiento crdinario y por el abreviado, aplicdriclo a la tabla 1O, en
la que aparecen 1,000 individuos clasificados por sus pesos.

- Ni=l

/Tabla 10
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Tabla 10

™~ Mg e P ad

Intervalos Marcas dé Frecuep Productos Freéueg Desviacidn Productos

clase cias . cias acy ocon respues
muladas ta a 58,5 x’j_ni
X myoeoxmy - N X’ 0
. x,i = 1 X
- B ‘ . . - B Ci .
(1) (2) (3) %) (5) T (6) (1
L5 a L8 16,5 L 186 b -l - 16
48 a 51 49,5 20 990 24 -3 - 60
51 a 54 52,5 70 3.675 oL -2 L0
54 a 57 5555 180 9.990 274 -1 - 180
57 a 60 (58,5 ] 428 25.038 7C2 -0 0
60 a 63 61,5 204 12,546 906 1 204
é3 a 66 &4y 5 o o128 970 2 128
66 a 69 67,5 24 1.620 994 3 72
69 a 72 70,5 6 423  1.000 A 2
TOTAL 1,000 58,596 32
a = 9859 . 5,596 kg,
1.000
0, = 585 &’ = _°* = 0,02
% [) —e ’ 3
1,000

a’’¢ = 0,032 x 3 = 0,09

a =585 + 0,006 = 58,596 Kg., Me = _"_= 500 ;
) 2
la primera frecuencia >» 500 es 702; intervalo de la mediana, 57 ~ 60;
luego I‘i-l = 57; Ni-.l = 2W; ng = L28; ey = 3;

/Me =



&
n

Moda

57

3

500 = 274

7

M

Md

AN

- 56 =

x 3; Me = 57 4 1,58,; Me = 58,584 Kg,
428

Méxima frecuencia, 428; intervalo, 57 - 60; luego Iy 5 = 57;

ni_,.l = 2043 ni”l Lo 1803 Gi s 3,°

- AN ,,,2?‘,’ o3 M o= 57 4 1,593
‘ 1180 + 204 :
= 58:593 Kg,

/ ggeg__i_das de



Medidas de dispersidn, ggggggg Desviggiég t:[g;!_.cg.
- : Célculo abreviado de ambas

Qisgersiég

Para el estudio o manejo del conjunto de valores que toma una
variable estadi{stica, o cerrespondiente a una serie estadistica de ob-
servaciones, es preciso reducirlo a unos pocos valores representativos
que la mente pueda retener f4cilmente, Esta reduccidn, negesaria ya
para una serie Unica, es indispensable para la comparacién de dos o mds
series entre sf,

Entre esos valores eatdn los promedigs, estudiados en el tems ante-
rior, que répreaentan la tendencia central ¢ dominante de los yalores de
la variable. Pero esta caracteristica es insuficiente para describir
abreviadamente una serie de valores, Supongamos, por ejemplo dos grupos
de empleados cuyos sueldos en pesetas se distribuyen segin las tablas.
estadisticas nimeros 11 y 12,y que se calculan las mediss aritméticas -
respectivas como representativas del sueldo medio en cada grupo:

abla 11
Sueldos Mimero - A xini
x , . empleados '
i "n
e |
— p——r — T -
7.200 2 14.400
i 8.000 2 . 16.000
10,000 2 : “20,090 .
12,000 ‘ A 2,000
12.800 2 25,600
10= N/ o 100,000 =
= oxny

a = __z;f_i_njh_,_,'-" 10,000 ptas,
/Tabla 12
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Tab 2
Sueldos Nimero X0y
x empleados ¢
1 n
3‘ . l 3 .000
4,000 1 12.000
19,000 3 45000
A0.0QO 5 40,000
10 = N 106.000 z
= £ xini

a = zx;%n = 10,000 ptas.
10

En ambos grupos la media aritmética es 10.000 pesetas, pero es mds
representativa del sonjunto de sueldos de)l primer grupo que del segundo,
porque los sueldos estdn mfs cercanos a la media, es deeir, flyctdan
menos alrededor de las 10,000 pesetas. _

Esa fluctuacidn o dispersidn de los diversos valores alrededor del
valor central es otra de las caracteristicas principales de la serie de
valores de una variable estadistica. Su medicién se realiza por las
llamadas medidas de disnrsrasidn.

Nocidén contraria a la dispersién es la de concegt;ac; n de )os
valores alrededor del central o promedio.

Medidas de Dispercidn
Entre las medidas de dispersidn se estudian primero las expresadas
en las mismas unidadee_que la variable. Las cansideradae en este tema

son: recorvido, intervale intercuartilico, desviacidn media y desviacidn
tipica.

/1, Becorrido
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l. Recorrido. L ‘ .
Se denomina también ;ntervalo de gg;;gcgég, y es la diferencia
entre los dos valores extremos de la variable, Designdndole por 1,

1l # valor mixima de x ~ valor minimo de x,
Ejemplo: Hallar el recorride en la.siguiente serie-de datos:
Precips por mayop del Qu. de garbanzos en 1956,

.
T T RAMAAR S MR AN O & ScA L uard LML A 0 B LS LA e
)

Neses Mo " larsq i Yy dente Hlto oo snv.“;:‘:" “w e

Pesstas 1 ' 65 saa % e M 75 M6 M2 837 B9 B0 8
El mayor precio es 849 y el menor 635, por tantp, el rs¢orrido eas
1 ® 89 » 635 = 214 pesetas,.

El recorrido no es muy: usado, pues basado aolamsnte en los dos va-
lores extremos, es poco adecuado para caracterizar la dispersién, Asi,
sl en un grupo de 100 hombres existe uno muy bajo, de 1,50 m, de altura,
¥ un gigante de 2,20 m,, mientras los 98 reatantes tienén sus tallas
comprendidas entre 1,60 m, ¥ 1,75 m., el recorrido es 2,20 ~ 1,50 = 0,70 m,
En cambio, se reduce a 1,75 = 1,60 = 0,15 m, si log dos primeros irdi-
viduos fueran de estatura corriente,

No obstante, por la simplicidad de su c4lculo, el recorrido ha sido
myy usado por los anglosajanes en iés aplicaciones del método estadistice
al control de la fabricacidn en serie, '

2, WM

Para impedir el excveso de influencia de los valores extremos, se ha
propuesto considerar, como medida de la dispersién, la diferencia entre
los cuartiles tercero y primeros qa - Ql' De esta forma se deja
fuera un mismo porcentaje de valores del lado de cada cuartil (un 25
por 100),

En el anterior ejemplo de los aueldos de empleados, loa respectivos
intervalos intercuatilicos sons :

En el primer grupo, Ql - 8.000 Q3 g 12,000 QS Ql = 4.000 pts.

C2Y - . . P PR

/En el



En el gegundQ grupa, Ql F 4.000 Q3 3 9.000 QB - Q1 = 5.000 pta,
En el ejemplo del tema anterior (Tabla 6)
Q = 1,66 qg. ® 1,705 q3 -G F 0,0u m
A veces se considera’el semi~intercuartil, o sea, la mitad:
4G -4

2

Aungue su cdlculo es sencillo, e} intervalo intergusrtilico tiene
el inconveniente de no basarse en todas las observaciones,

3. Desviacié 8.

Es la media aritmética de los valores absolutos de las desviaciones
de los valores de la variable respecto al promedio elegido,

Teéricamente debiera elegirse la mediana como premedie, pues, segin
una propiedad no demeostrada aqui, la suma de los valores absolutos de
las desviaciones es minima en tal caso. Sin embargo, en la préctica es
la media aritmética el promedio’o valor central a partir del c¢ual se
miden las desviaciones. Designanda por D la desviacidn medis, la fér-

mula es
b, = \.ip z]*i - 3|,
N .
8l los valores no estdn dados en distribucidén de frecuenciasj y es

D % dxi - a[nL

m oo

A
cuando sf lo estdn,
Ejemplo: Las entradas de butaca para siete salas de espectdculos
valen, respectivamente, 7, 11, 14,y 25, 30, 45 y 50 pesetas, Hallar
la desviacién media.

ez fH o TRRAUG BN B R 12 s,
N - 7 7

\ ) . / Dm



Dm = ,“xi -8 =
N A
_12-2614»&11-26;+moa6{+!’25a26|+13‘o.26;4-!u5.26|+'|5o»2a:
7 - .

= 194154124144 +2942 _ 9% _ 13,43 ptas.
7 ( |

Ejemplo: Hallar la desviacién media del nimero de pares de calzado
por 100 consumidores, ségﬁn la tabla 13.

Tebla 13 :
' Operaciores
N° pares Ndmero E “x,n, n
x consumidores <~ =~ 1+ + |x -ia" lxi - al i
i
By

1l 8 8 1,76 . 14,08

2 40 g0 0,76 30,40

3 32 96 0,2 7,68

L 10 Lo 1,2, 12,40

5 8 L0 ' 2,2 17,92

6 2 12 .. 3,2 6,48
100= rx, 206 = S 88,96 =

= N = zxini . ‘ = xi-ai ni

a=. !:xin! = 206 _ 2,76 - D, ' :P{i-a n; = 88,9 = 0,89 pares

En este ejemplo se'emplea la segunda férmula, por venir los datos en
distribucién de frecuencias. |

Si bien la desviacién media no es de cdlculo diffcil, y se basa en
todos ios datos, tiene el inconveniente de emplear valores absolutos,:
lo que impide su ficil utilizacién en los cdlculos algebraicos.

/Otra forma

K
’
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Otra forma de teper en cuenta el valor absoluto de las desviaciones
a la media aritmética es considerar sus cuadrados, lo que conduce al
concepto de varianza y desviacién tipica.

he Varianza y desviacidén tipica.

la varianza de una variable es“la media de los cuadrados de las
desviaciones respecto de su media. Designindola por 52, la férmula es

) 2
2 = rlx a)

— e

8

N

La desviacién tipica es la raiz cuadrada de la varianza:

5:1/ :(:cj_g--a)é~

N

¥ se suele denominar también desviacién cuadrdtica media, siendo igual,

por otra parte, a la media cuadrdtica de las desviaciones a la media.
Es innecesario el anglicismo "standard" y peor aiun castellanizarlo,

El cdleulo de la desviacién tfpica se reduce al de la varianza. Y
antes de dar procedimientos para calcular ésta, es conveniente demostrar
la siguiente propiedad de la media aritmética:

"La suma de los cuadrados de las desviaciones es minima cuando se
consideran a partir de la media aritmética". ‘

Sea la variable x y un valor cualquiera X, Se verifica [

X, =X = . - + - X
i ° *3 a a *o 2

y elevando al cuadrado

(r =% = (x, =a)® & (2 -x)?

+ 2(a - xo) (xt - a)
Surando para los N valores, xt resulta
2 . 2 2 -
:(xi-xo) = x(xi-a) + N(a-xo) + 2(a-xo) t(xﬁ-a)

donde el ltimo término es nulo por serlo > (xt - a), segin se demos-
tré en la propiedades de la media aritmética. Luego

: 2 _ ' .

“"‘t -a)® = E(x, - xo)2 - Na - xo)z,

/y como
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y como N(a - 10)2 es positivo, queda demostrada la propiedad enunciada,

razdén que justifica considerar la media como origen de las desviaciones.
La férmula empleada en el cdlculo de la varianza adquiere formas
distintas segin se presenten los valores de la variable,

a) Los_datos no est4n preparados en forma de distribucién de frecuencias.
La férmula a emplear seé ‘obtiene asi:

2 2 2 2 2
82 = !(xi-Sl - .'-‘(:fL —2ax_j=+a)= xS e TX, AT -
N N N N N
2 2 2 2
i T e L O Ne® _ix_L _af = X, ( £x, =
N N N N N . T

= .l::\:’2 o (:xl
N N '

En la prictica, los cdlculos se realizan, como se hace en el ejemplo
siguiente, por este orden:
; 1°, Se forma una colunha._ (II) con los cuadrados de los valores
Xp de la variable.

2°, Se obtienen los totales de las columnas (I) y (II), que son,
respectivamente, 5 X, y 2 xi2.

3°., Se aplica la férmula obtenida.

Ejemplo: Hallar la desviacién tipica de la serie de precios en
peéeﬁas de seis libros de texto correspondientes a un curso.de estudios
(tabls 14). |

/Tabla 1,


curso.de

Tsbla L
Precios xzi
Xy
(1) (11)
75 5,625
62 3,844
60 3,600
92 8.464
86 7.396
155 = | 35.329 =
- - .2
£X, | = x%y
Varianza:
2 rx,2 2 35,329 155 \ 2 2
o? = IN - [P\ 3538 _ ABNT o see9,17 - (75,83)° = 137,98
N\ N/ 6 6

Desviacién tipica: _
s = “\/137,98 = 11,7 raas.
b) Los datos estdn preparsdos en forma de distribucién de e_frecuencias
Y los valores de la variable son numeros sencillos o, si no lo son, se

dispone de miquina de calcular.
Como en este caso a cada valor Xy de la varilable c¢orresponde una

frecuencia n , la férmla de la varianza es

t

E -
82 = (x 3)2n;_ donde N = In, .
N

/Desarrollando como



Desarrollando como en el caso anterior, se obtiene:

Iy ? r 2
s2 = X, ni _ X0,
N N

” En la pféctica, los cdlculos se realizan, como en los ejemplos
siguientes, por este orden:
1°, Se forma una columna (III) con los productos xn, .

2°, Se forma otra columma (IV) multiplicando los valores de la (II)
por los correspondientes de la (III), con lo que se obtienen los productos

%n

X3y .
3°, Se obtienen los totales de las columnas (11), (III) y (IV), que

son respectivamente, N, & xini y 2x12ni.

L°, Se aplica la férmula obtenida.

Ejemplb: En una investigacién botdnica se precisa hallar la desvia-
cién tipica de la distribucién de 1,000 cépsulas de adormidera, clasifi-
cadas por el nimero de pistilos (tabla 15).

Tabla 15
, AN Operaciones
Pistilos - Cédpsulas xy0y xi.zni
g | | !
(1) (11) (II1) = (31).(1)  (IV) = (1).(II1)
‘8 26 208 1.664
9 55 495 Lob55
10 9 790 o <= 7,900
1 122 e 1342 14.762
urat 158 1,896 22,752
.13 _ 167 217 28.223
1 156 2.18, 30.576

/cont,
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(cont.)
Pistiles Cdpsulas x.n, xizni
xi ni
(1) (11) (111) = (11) (1) (@V) = (I).(11I)
15 122 1.830 27.450
16 67 1,072 17,152
17 28 476 8.092
18 20 360 6.,480
TOTALES 1.000 = N 12,82 = 169.506 =
- - 2
= txini Ix ini
62 = B n, (/ r xini\\ = 169.506 _ E_.—% 2 -
N N/ 1.000 1.000
= 169,506 - 12,8242 = 5,051.

w

="/ 5,051 = 2,25 pistilos.

8i los valores de la variable estuviesen agrupados en intervalos,

puede aplicarse la misma férmula, considerando las ma

rc

as de clase como xi.

Ejemplo: Hallar la desviacién tipica de la serie de altitudes, en
metros, de la capitales de provincia cuya distribucién figura en la . . ...
Tabla 16.

Tabla 16
Operaciones
Altitud en Marcas Ndmero de '
metros de clase capitales 2 -
Intervalos X, n, x,n, X"4By
(1) (11) (111) = (1).(11)  (IV) = (1).(111)
Oa 200 100 25 2,500 250,000
200 a 400 300 2 600 180.000
" 400 a 600 500 7 3,500 1.750,000

/(cont.)
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(cont,)

Altitud en Marcas de Nimero de

metros clase capitales
Intervalos g - 2
1 1 X0y X34
(1) (11) (III) = (1).(1I) (IV) = (I).(I1I)
600 a 800 700 9 6,300 -4 10.000
800 a 1.000 900 L 3,600 3.24,0.000
1.000 a 1,200 1,100 3 3.300 3.630,000
TOTALES 50=N 19,800 = 13.460,000 =
= Ix,n = 2
b e § = Ix ini

2
8

\
2 - 13.460.000 _ 19'300) = 269.200 - (396)° = 112.38,

50 - 50

s = V11238 = 335 m.
¢) En la distribucidn de frecugncias los valores de la variable no
son_nimeros sencillos y se diferencian cada dos consecutivos en una

unidad, o bien estdn agrupados en intervalos de diferente amplitud.

En este caso es conveniente, para abreviar el c£lculo, tomar un
origen auxiliar de trabajo, Ox’ arbitrario; y, como en el cdlculo de

la media aritmética, designando por x’, los valores de la variable

i

referidos al nuevo origen, se verifica:

4 - — - am - ¢ -
xi xi 0x X ada 0x

i
1 x*.%n, = 1 z(x -a&é;o)zn =
£231°% —_— i x4
N N
I | 2 1 1 2 .
= - :(xi-a) n1+2(a-ox)_ t(xi-a)ni'!-_ z(a-ox) n, =
N N N

/=t

N



o1 2 2. 1 - .2 a2
= . EHx -a)n +(a-0)% —_ I =8t 4 (a -0,)
N N

pues el doble producto es cero por serlo l:(xt - a)ni, segin la pro-

piedad de la media aritmética "la suma de las desviaciones a la media
es nula",
Ademfs, al estudiar la media, se vid que

£l
(xi qx)ni ’
N
luego, sustituyendo este valor de a en la igualdad obtenida

1 2
— X/ m = & + (a- °x)2
N
se deduce
1 % 2 1 : 2
— = oexmy o= s | 7 e(xg =O)n,
N N
O sea
2 2
82 - (xi 05) ni___ (xéa x)r};

N - N
En la préctica los c{lculos se realizan, como en el ejemplo siguiente,
por este orden: "

1°, Se elige un valor conveniente como origen auxiliar.

2°. Se ferma una columna (IV) con las diferencias X, - Qx.

3°, Se forma otra columa (V) con los productos (xi - Qx)nt’

que se obtienen multiplicando los valores correspondientes de las colum—
nas (III) y (IV). :
L°, Se forma otra columna (VI) con los productos (xi - Qx)nt’ que

se obtienen multiplicando los valores correspondientes de la columnas
(w) y (V).

5°, Se obtienen los totales de las columnas (III), (V) y (VI), que
son, respectivamente, N, z(xi - Qx)_nt vy E (xi - Qx)?ni,

/6°o Se
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Se aplica la férmula obtenida.
Ejemplo:

Hallar la desviacidn tipica en la distribucién de mujeres,

por grupos de edad, que se casaron durante el afio 1951 en Espafia, tal

como se registra en la Tabla 17,

Tabla 17
Operaciones
. ' €
Afios Marcas Milés de (x -0 ) (X0 m (x -0 )2:1
de edad de clase mujeres L x 1= 1
Intervalos x, n, “{1v)m{11)=37,5 (V)=(III) o (IV) (VI)=(IV) . (V)
(x) (11) (111)
20-25 22,5 89 - 15 ~ 1.335 20.025
25-30 27,5 7 - 10 - 70 7.100
30-35 32,5 19 - 5 - 95 L75
35-40 3745 8 0 0 0
40-50 L5 5 755 37,5 281,25 _
50-60 55 l 17,5 17,5 306,25
TOTALES 193 =N - 2,08 =  28.187,5 =
=Ly «0)n =I(x«0fy
Ox = 37,5

2 - 28.187,5 C— 2.085) 29,41

- 29,&1 =

5,4 afios.

d) En_la distribucidn de frecuencias los valores de la variable estdn
agrupados en intervalos de jgual amplitud.

Denominando por ¢ a la amplitud comin de los intervalos, los valores

de la variable referidos al origen auxiliar Ox y medidos en unidades

iguales a ¢,

son:

/xi" ox



- 70 -

bS 0 = x = il . ’
...i— X :,.L i i ? ES i = ox’? ’1’
c c

y sustituyendo esta expresién de x’ 4 0 la férmula anterior de la

varianza

2 ' 2
9'—}- B2 4"my '(—3- Toxss 1“1')' ac? %%, o2( e 1%) =

| N \ ¥
2
x(xi-ox . chL-l‘.)x
e S B B
' N

= )

En la prdctica, la aplicecidn de esta férmula se realiza, como en el
ejemplo siguiente, por este orden:

1°, Se elige un origen auxiliar de trabajo Ox.

29, Se forma una colurma (IV) con los valores "; - » que se
3 .

obtienen con facilidad, porque correspondiendo cero frente a 0x basta
: 4 »

aumentar de unidad en unidad en el sentido creciente de la variable y
disminuir en el sentido decreciente.

3°, Se forma una columa (V) con los productos xj. B 0;) n, .
c

o

que se obtienen multiplicando los valores correspondientes de la colum-
nas (III) y (IV).

- N\ 2
L°. Se forma otra columa (VI) con los productos ( = x\, ny
\ ¢ /

que se obtienen multiplicando las valores corx;esbofldientes de las
columnas (IV) y (V).
5°. Se obtienen los totales de la columas (III), (V) y (VI), que

b A — —-———-—J i

¢ c / ,
N /6°. Se

2
son respectivamente N, Xy =0, n, Yg (xi - ox\\ n,.
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6°. Se aplica la férmula obtenida. ..

Ejemplo: Durante varios &fios fueron examinados de matemiticas, en
una Universidad, 570 alumnos en total. En los diversos ejercicios, que
debian sufrir, las calificsciones podian sumar de O a 99 puntos, sin
existir la fraccién de punto. las calificaciones resultantes se agru-
paron en 20 clases, con amplitud de intervalo de 5 puntos, como figuran
en la tabla 18. Las marcas de clase y las frecuencias aparecen en las
columnas (II) y (III). Se pide calcular la desviacién tipica.

Para hallar la varianza, de acuerdo con el orden sefialado, se ha
elegido un origen auxiliar Qx = 52, por ser una marca de clase de lugar

central; luego se han hallado los valores - Qx s teniendo en cuenta

c

que ¢ = 5 en este caso. Asf, el primer valor de la columa (IV) es

2-32 =_ 10. A continuacidn se realizan los pasos tercero, cuarto
8
y quinto, aplicdndose después la férmula de 32.
Tabla 18
Marsas NO 4e
Puntos de alaae oalificasiones X _ .ox L % _ 0 2
Intervalas xy ny s M e
(]

(1) (11) (111) w W (V1)
Oal 2 12 - 10 - 120 1,200
5a89 7 13 -9 - 117 1.053

10 a 14 12 13 - 8 - 104 832
15 a 19 17 BVA -7 - 98 686
20 a 24 22 23 - 6 - 138 828
25 a 29 27 23 - 5 - 15 575
30 a 34 - 32 29 - 4 - 16 L&,
35 a39 37 34 - 3 - 102 306
L0 a 44 42 Ly - - 2 - 88 176

’ /(cont.)
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(COnt ° )

(1) (11) (111) (1v) (V) (V1)
L5 a 49 L7 Ly -1 - U Ly
50 a 54 | 52| 50 0 -1.042
55 a 59 57 52 1 52 52
60 a &4 62 6 2 122 o2
65 a 69 67 L1 3 123 369
70a T 72 32 L 128 - 512
75 a 79 ; 7 27 5 135 - 675
80 a & 82 23 6 138 828
85 a 89 87 17 7 119 833
90 a 9 92 13 8 1Q, 832
95 a 99 97 5 9 L5 1405

966
TOTALES 570 - 76 10.914

O = 62 ; c = 5

PN 1 10.914 76
570

¥/h78,25 = 21,8 puntos,

= (19,15 - 0,13%] =478,25

El lugar de la columa (V) correspondiente al origen elegido se
suele aprovechar para colocar la suma de las desviaciones negativas
(=1.042), as{ como en la parte alta de los totales se coloca la suma de
las positivas (966), sumando luego ambas sumas debajo

(-1.042 + 966 =,76).
/La desviacién
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La dgsviacién tipica cumple bastante bien las llamadas condiciones
de Yule, descritas en el tema anterior; y en especial éstas dos: se
calcula con todos los valores u observaciones y se expresa por una
férmula algebraica sencilla.

La desviacién tipica y la media aritmética son los dos pardmetros
estadisticos mis usados y que mejor caracterizan una serie, en general.
Ademfs, facilitan la comparacién entre varias series y entre la distribu-
cién de un conjunto y de una parte de é1. En la inmensa mayorfa de los
casos, la media aritmética es el promedio empleado para conocer la ten-
dencia central y la varianza o la desviacién tipica para medir la dis-
persién. El llamado "Andlisis de la varianza" es, posiblemente, la
parte mfs fundamental de la ciencia estadfstica, base de la técnica de
la investigacidn moderna.

Ejemplo de cdleulo de ls desviacién tipica en una distribucién tedrica.

Hallar la media y la desviacidén tipica de la distribucién en que los
valores de x son los nimeros naturales 1, 2, ..., N, todos ellos con
frecuencia igual a la unidad,

az X = 142+ ...4 N _ NN+1) . N+1
N N | N 2
2 2 2
g2 = :xi _a2= 172 ot W N-x-l
N
- NMN&1) (2N+1) N-l»l ‘N
2

12

Mbdidaé abstractas de dispersidn.

Todas la medidas de dispersién anteriormente definidas se expresan
en unidades de la misma especie que la variable: si la variable es una
longitud, la medida calculada es una longitud. En los ejemplos aqui

/expuestos las
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expuestos las'divegsaa'hedidas han sido:’ un nimero de pesetas, de pares
de calzado, de pisﬁ&los, de metros, de afios, de -puntos de calificacién.
Esto es un inconveniente grave al compardr la dispersién de dos o m4s
series, Puede ocurrir que dos variables de la‘misma.especie se expresen
en diferentes unidades, tal como ocurre al comparar las tallas de un
grupo de espaﬁo;es (que vendrd expfeSada en centimetros) y las de un
grupo de briténicos (qge vendrd expresada en pulgadas). O que, aun ex-
presadas en la misma unidad, los niveles medics de las. series sean muy
diferentes, como ocurrird con las tallas de un grupo de nifios de seis
- afios y las de un grupo de adultos. Por otra parte, la significacién de
la magnitud de la medida de dispersidn dependerd de la de los valores de
la variable:;una desviaciéh tipica'de 15 centimetros en las medidas de
la altura de un edificio es mucho menos significativa que esa misma des=-
viacién en las medidas de la altura de un hombre. .

Para eliminar esos inconvenientes se calculan los coeficientes de

dispersidn, obtenidos por cociente entre alguna ée %9& medidas de disper-
sidn y un valor promedio expresado en las mismas unidades. Asi resulta
un valor abstracto, por lo cual tales coeficientes se denominan medidas
abstractas. También se llaman medidas gbsolutas en el sentido de que son
independientes de. la unidad empleada. ~Algunos tratadistas emplean la
denominac%én de coeficientes de dispersién relativa, llamando por contrario,
absolutas a las medidas que se expresan en unidades especificas.

Por ser independientes de unidad de. exnresién, estos coeficientes
permiten comparar la variabilidad de dlstrlbuciones de distinta especie;
por ejemplo, una de altura con otra de pesos..

N /
Coeficientes de_variacidn.

Es el coeficiente de dispersién mfs usado y se define por la férmula

o sea, el-cociente de la desviacién tipica y la media aritmética.
Se suele emplear multiplicado por 100:,

d = _%.,100 R

/y entonces
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y entonces es la desviacidén tipica expresada en porcentaje de la media
aritmética.

El valor respectivo del coeficiente de variacién en cada ejemplo
anterior es:
a) Tabla 14:

a= _lf.i_" 75,83 ptas. ; s = 11,7 ptas. ; d = L E 0,15.

b) Tebla 15:

a= _iE:EE&_ = 12,82, pistilos; s = 2,25 pistilos; 4 = 2,25 = 0,18
1,000 12,82
Tabla 16:
a= 1980 L 396m; s=335m; d= 3% . o,85.

50 396

¢c) Tabla 17:

az 7205 4a4,5-= 26,7 afios; s = 5,4 afios; 4 = _>** = 0,20,
193 26,7
d) Tabla 18:
- - . 24,8 _
a = 0,133.,5 + 52 = 51,3 puntos; s = 21,8 puntos; d = 0,42,
51,3

/C. Principales



~T76 ~

C. PRINCIPALES DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD:BINOMIAL Y NORMAL

1

Dietribuciones de probabilidad

En el célculo de probabilidades interesa conocer la probabilidad de
obtener cierto valor de una varisble aleatoria X, Cuando ésta sélo
puede tomar valores enteros, O, 1, 2, 3, eee; X, oee N, cada uno de
ellcs tiene cierta probabilidad que, en general, se desconoce, Hay,
sin embérgo, casos tedricos en los que dicha'probabilidad, que se
designa por f (x), se puede conocer, y al conjunt» de estos valores de
£ (x) es al que se 1lama distribucién de probabilided de la variable X,
Las caracterfsticas del fenémeno teérico a considerar son las que
determinan la forma o tipo de dichas distribuciones, y de &stss las
més importantes, consideradas ya como clésicas en los estudios estadfs-
ticos, son tres: 1la distribuci¢n binomisl o de Bernouilli, la distri-
bucién normal o de Laplace y Gauss y la distribucién de Poisson.
_ En la préctica se suelen terer distribuciones de frecuencias, mis
teniendo en cuenta que la probabilidad de un suceso es, segin la ley del
azar, el vslor alrededor del cual se estabiliza su frecuencia relativa,
al aumentar el ndmero de pruebas, una distribucién de frecuencias rela-
tivas ser{ anfloga a una de probebilidad, y compardndola con los tipos
teéricos conocidos de dstess, se puede ver a cufl se sproxima méds y
deducir de ello las caracteristicas &el fenémeno observado o bien por su
deseme janza con dichas distribuciones rechazar hipétesis previamente
formuledas, caso también muy frecuente en el anflisis estadistico,

La distribucifn tinomigl
Esta distribucién fue estudisda primeremente por Bernouilll y
corresponde al caso denominado también de las pruebas repetidas con proba-

bilidad constante.
Sea un suceso A, cuya presentacién en un determinado experimento

tiene una probabilidad p, La del suceso contrario, B, serd, naturalmente
1 - p, que se designa por q; de manera que p * q = 1, Estas probabilidades

/pya
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P ¥ q son constantemente las mismas en cada experimento o prueba que se
efectie. Realizadas n pruebas, el suceso A podrd haberse presentado cierto
ndmero de veces, variable de O a n, siendo este nimero de veces la
variable aleatoria X, que puede tomar los valores 0, 1, 2, ¢40, X, «ss D,
cuyas probabilidades f (x) se quiere determinar,

Ejemplo: Sea una urna que contiene cinco bolas idénticas en todo,
salvo el color, pues dos son blancas y tres son negras. Al sacar una bola
de la urna, la probaﬁilidad de que sea blanca serd:

2
p::.;-aO,h’

Y la de que sea negra:
3 0
5

Reintegrando la bola a la urna y realizando en igual forma sucesivas
extracciones,estas probabilidades p y q serén las mismas en cada prueba,

Si se repite la prueba dos ﬁces, n = 2, designando por A bola
blanca y B bola negra, los casos posibles que se podrin presentar seréns
AA, AB, BA y BB, esto es, dos bolas blancas, la primera blanca y la
segunda negra, la primera negra y la segunda blanca y las dos negras, Las
probabilidades de cada uno de estos casos, determinado cada uno de ellos
por la aparicién de dos sucesos independientes, son, en virtud del
teorema de la probatilidad compuesta, los productos de las probabilidades
respectivas de cnda suceso, y serdn, por tanto, pp, pPq, QP ¥ qq, esto es,
los témminos del producto (p * q) (@ * q)e

Si se repite la prueba tres veces, n = 3, los casos posibles serén
AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA y BB3, o sea, tres bolas blancas, dos
blancas y una negra y dos negras y una blanca en distintos 6rdenes, y tres
negras, siendo las respectivas probabilidades:

PPP, PPQ, PAP, PQ4q, 9PP, 4Pq, 99P, Q4q,
que son los téminos del producto (p % q) (p* q) (p * q).

/Siendo la

\



Siendo la variable X el nUmero de veces que se obtiene bola blanca,
en el caso de dos pruebas los velores x pueden ser O, 1 y 2, ¥y sus proba=-
bilidades la suma de las de los casos posibles en que se presenten O,

1l y 2 veces la letra p, o sea, q 2y pz, esto es, los términos del
desarrollo de (q * p)‘“ En el caso de n = 3 pruebas, los valores X podrén
ser O, 1, 2 y 3, y sus probabilidades respectivas q . 3q2p 3qp y p3,
esto es, los términos del desarrollo de (q* p) ; anflogamente, en el -
caso de n pruebas, la probabilidad de obtener x bolas blancas y, en
consecuencia n —~ X bolas negras, seré la suma del nimero de téiminos del
producto (p ¢ q) (p* q) oea” (p 2 q), en que figure p, x veces, esto
es, €l témino de grado x en p, del desarrollo de (q * p)®. FPor tanto,

se tienes ‘

£ (x) (n\ pg ¥
[n) \x/ .

en la que ) es el nimero combinatorio CoB B

x xt(n - x)! ‘
El hecho de que los distintos valores de f (x) sean los términos de
la potencia enésima del binomio (q ® p) es al que se debe el nombre de
distribucidén binomial, . . ‘
Con el ejemplo de la urna considerada, en que p = 0,4 q= 0,6,. los
distintos valores de f (x) para diversos valores de n, vienen expresados
en la siguiente tablas

¢ -

/Valores de



Valores Valores de f (x)
de
x nal n= 2 n=3 n=h n&= 10
0 0,6 0,36 0,216 0,1296 0,0060
1 )k 0,48 0,432 0, 3456 0,0403
3 — - 0,064 0,1536 0,21.50
L - . - 0,0256 0,2508
5 — — — - O,ZCD'?
6 == - - (— 0,1115
7 - e - - 030425
8 - - - - 0,0106
9 pa— - - - 0,0016
10 - - - - 0,001
Dividiendo f (x % 1) por £ (x), se tiene:
£(x3)) = k.‘_i"x o, =x21 Pop-xp
- / )
£ (x) (n)pan x C)q x9%1 q
x
de donde
nex P
£ (x?1)= o — o £ (x);

n®l Q
férmula que nos permite calcular cada valor £ (x # 1) deduciéndolo del
anterior,

Moda en la distribucidp bincmial
También se deduce la expresién anterior, que serd

£ (x-*l)>_ £ (x)

/31 (n-x)
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: si (n-x)p> (n*)q
o _mp>xq?q*u
o bien np=gqx
yei f£(x=1)e(x)
es np - Q<X

de donde resulta que, al crecer f£(x) cuand> X < np - q, y ducrecer si

entero mayor que pp = g Pero sinp -~ q= x es £(x * 1) = £(x), siendo

entonces méximos e iguales estos valores, y X y x ® 1 los valores
modales, Asf ocwrre en €l ejemrlo anteri/c;r,’ cuando n = [,

!
np = q = 4oOyhy ~ 0,6 = 1,
Para x= 1 y x = 2 la probabilidad ez igual y méxima,
Me itmética e distribucién binomial

Esta media es

2. %, £(x, )
5 o£(x,)

siendo f(xi) las probabilidades o frecuencias relativas, cuya suma es
necesariamente la unidad y, por tanto,cl = «Cxf(x), esto es:

=

n=1 2a -2 B, Tha~x n, n
"-O-qnol(:)pq *2(:)pq +essex()paq ¢eaen()p

Quitando el primer término, igual a O, y sacando np factor comdn de los
demés, queda para cada unos: '

(h«l)! Xel N=ax
R, XRhex Xe(n~1)! x=1 n-x P q =
:\z”'q =W " (o -x)1. - s = (x =1) ! (n =x)!
fn = 1\ |
=np | | p(x - 1)q(n - x)
\x -2

y haciendo la suma

Y 2 N : 1
‘("!Pl_qn ’{\nl)Pqn *ooo’(:_:\px 1qn :Om"(:“;:)’n 1}'

=np, L(g*p)P " 17 mnp

/puesto que
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Es decir, el valor medio de la variable aleatoria X, en la distri-
bucién binomial, eso«f *'np, “Si np es entero, el valor medio coincide
con la moda.

' a e istribucién b
La varianza tenfa por férmula

vﬁ
[ K
2 m L 7y g2

> .ni

et

En este caso serf ¥ = ;\:xz'f(x) :'-942, y como a = np,

2.3
El primer t:émino del segundo mientbro ess

2n  _2jm\ n-1l 2/8\ 2na.2 2 /ol xn~% - &, n
.q ‘1(]_) re ’2(:}P‘ + gas *X - Py ..o..‘n ‘K:)P

El témino general de esta suma, puesto que se vio antes qus
n)\ n - ‘
I Xae-X Xe~lne~x
X( ipa =np( -)p' T, -
XL AT i 1 .
y poniendo x m 1 % (x.= 1), se puede. ver -que es

32 :3 qun—'x-"inp{,::::)b‘?lqn"x-[l ‘(:-1)] np(::i)p’-"l‘““."_ .
n-1 a1\ oy
( Px-lqp—X¢(x_1) )px lqn x_7
Ak=lf - _ P P !

t

Snp [

Efectuando la suma de todos los términos, como

p— L
Z( )Px"lq“-"xF(p-"q)“ tal

x-1

-1
5 (x=1) i pro it m®
é—‘ ‘.I A% - 1) ) ; o

\ & B | /serf el
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ser{ el vealor medio en el caso de n ~ 1 pruebas, o sea, (n - 1)9:
se tendré:

2. Pt(x)= np L1 0 (l’:-—l);:v__7'-'=np-‘nzpz--np2

0‘2=Zx2t(x)—- napza np -np2= np (1 - p) = npq.

Asi hemos llegado a la expresidn de la varianza en la distribucién
binomial, que es

62 = npq.
La desviacién tfpica serd, por consiguiente,
g=]/ np
Si arro Jamos una moneda 100 veces al aire, siendo la probabilidad
de que salga cara igual que la de que salga cruz, p=q = 0,5 y n = 100,

el valor medio del ndmero de caras que se obtenga serd np = 50; la
varianza, npq = 25, y la desviacidn tfpica, 0 = 5,

Representacién gréfica

Formando el polfgono de frecuencias de la distribucién binomial \
obtenemos la representacién gréfica de &sta, que, en el caso de \
ser p = q, tiene que ser evidentemente simétrica, Si es p # q, ya no
lo es, pero se puede ver que tiende répidamente a serlo si se aumenta
el ndmero n de pruebas,

Distribucién normal. Ajuste de una distribucion

normal a una distribucion muestral
de frecuencia 1/

La distribucién normal fue considerada por primera vez por De Moivre en
1753, pero fue pronto relegada al olvido, hasta que, a principios del
siglo XIX, Gauss y Laplace la pusieron de actualidad, y por ello en la
literatura estadfstica se la conoce tembién con el nombre de distribucién
de Laplace~Gauss,

1/ En la Ensefisnga Media no se estudian integrales, El conocimiento por
parte del alumno de ligeras nociones de Cdlculo integral nos hubiera
permitido desarrollar el tema con més rigor matem4tico,

/E1 nombre
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El nombre de normal tiene solamente cardcter histérico, ya que se
crey8 que, en la prictics, la mayorfa de las distribuciones eran de
este tipo normal, y las restantes anormales; lo de "normal" es sélo un
nombre, y hoy dfa esta distribucién es tan corriente como otra cualquiers
de las que se utilizan en Estadfstica,

En el tema 3° nos referimos a un tipo de curvas de frecuencia que
adoptaban forma de campana o forma encorvada unimodal. Casi todos los
rasgos biolégicos, como la talla y el peso, cuando se miden y anotan en
gran ndmero, presentan este tipo de curva,

Se ha discutido muclo por qué tentos caracterss biolézices, cuando
se miden y ordenan, su representacidn gréfica ado.ta la forma de una
curva de campana. Una teorfa asegura que la probsbilidad de muerte en
los extremos de la escala de valores de la variable es mayor y menor en
el centro, Algunas pruebas parecen apoyar esta hipStesis., E1 coeficienﬂ_e
de mortalidad entre los hambres muy pequefios o muy altos es mucho mayor c
que en el hanbre de estatura media. Sin embargo, los pesos de los nifios
recién nacidos también adoptan forma de campana, dando asf lugar a la
hipbtesis de que la herencia es la fuerza que determina esta clase de
forma,

Tembién hay que hacer notar 1a accifn de las influencias del medio.
E]l psicélogo La Piere encontré que de cien conductores de automévil que
lleg~ron a un importante cruce de calles en un distrito residencial sin
sefiales de trdfico ni guardia urbano, 1 paré por completo, 21 disminuyeron
la velocidad considerablemente, 65 aminoraron algo, 12 no hicleron nada
¥ 1 aumentd la velocidad., El comportamiento de estos conductores, que
se adapta a una curva en forma de campana, puede diffcilmente atribuirse
a factores genéticos. Luego el medio se comporta del mismo modo que la
herencia.

En la historia de la Estadfstica, la distribucién nommal tiene una
gran importancia, ya que en principio se crey$ que la mayorfa de las
distribuciones eran de este tipo; segin Yule "la distribucién normal fue
para los primeros estadfsticos lo que el cfrculo para los astrénomos
de la época de Ptolomeo",

/Aunque las
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Aunque las primitivas exsgeraciones sobre la importancia de la
distribucién nomal, hoy dfa no se meﬂen mantener, es evidente que .
desempefia un importante papel en la teorfa y en la prdctica estadfstica,

A continuacién veremos algunos conceptos que utilizaremos a lo 1érgo
del tema, )

Curva de probabilidad
" En 1a Tabla 19 aperecen 200 individuos clasificados por su estatura,
En la columna 3 se han escrito las frecuencias relatives, Los 200 indi-
viduos constituyen una pmyjestri obternida de un conjunto rAs anplio deno-
minado upiverso o pobla::dn, gie puede abarcar a todos 133 haritantes de
un pats, En la figura 1 reprecentamos el histograma co frecuencias
relativas correspondignt.é a la yariable esta dfstica x. ' ‘

e

Jabla 19
@):- - (2) (3) W
Frecuencias Frecuencias
absolutas Frecuencias relativas
Intervalos n, relativas asumuladas
1,57 ='1,59 1 /200 1/200
1,59 - 1,61 2 2/200 3/200
1,61<1,63 v /200 10/200
1,63 -1,65 19 ' 19/200 29/200 v
"1,65 = 1,67 by * 4L/200 . 73/200 :
© 1,67 - 1,69 50 50/200 123/200
1,66 -1, 42 .. -42/200 165/200
1,71 - 1,73 25 25/200 ©190/200 .. as
1,73 - 1,7 8 . 8/200 198/200
1,75 -1,71 1 - o 01/200 199/200
1,77 - 1,79 1 7 1/200 - - 200/200° -
Totales 200 T

. .
Y . Sty
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El &rea total encerrada por el histograma es igual a la unidad,
ya que el frea debe ser igual a la suma de las frecuencias relativas,

Por otra parte, observamos las siguientes relacioness

Area ABCD = frecuencia relativa o proporcién de individuos que
tienen una estatura comprendida entre 1,65 y 1,67.

-

Figure 1
fore
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Si designamos abreviadamente la frecuencia relstiva por f,r, la
anterior expresién podemos escribirla asf:

Area ABCD = £,r(2,65 < x £ 1,67)
De forma anfloga:

Area r&y&da = f.r(x -‘- 1’65)
~ Area ABCD ® Area EFGH = .
= for(1,65 <x<£1,67) * f.r (1,69 <x<L1,7)

Si aumentamos indefinidamente el mimero de elementos de le muestra
y hacemos tender a cero la amplitud de los intervalos, el contorno del
histograma adoptarf la forma de una curva que se denomina gurva de

probabilidad, (Fig. 2)

/Idealizando, en
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Idealizando, en virtud de la Ley del azar, al aumentar el ndmero
de observaciones las frecuencias relativas tienden a estabilizarse

alrededor de la abili d, el histograma de frecuencias relativas
se convierte en la curva de probabilidad y la variable estadfstica
continua en una variable aleato tinua, que designaremos por X,

Las anteriores relaciones para las frecuencias relativas'quedan
ahora establecidas asf:

El 4rea total encerrada por la curva de probabilidad y el eje X es
igual a la unidad,

Area ABCD = Probab$lidad 2 que un individuo tenga una estatura
comprendida entre 1,65 y 1,67,

Abreviadamente, la anterior expresién podemos escribirla asf:

Area ABCD = Prob (1,65 <X £1,67)
De forma andloga:
Area rayada = Prob (X £ 1,65)

Area ABCD * Area EFGH = Prob (1,65 < X £1,67) 4
+ Prob (1,69 < X< 1,7)

- | Fig, 2
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Conocidas estas probabilidedes, podriamos determiner con bastante
aproximacién la ctomposicién de la poblacién de la que se obtuvo la
muestra, £04 i e

Si suponemos que el efectivo total es N = 10,000,000, tendrfamos:

/N° de
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N° de individuos con una estetura camprendida entre 1,65 y 1,67 =
= 10,000,000 X Prob (1,65 < X< 1,67)
Obsérvese que la probabilidad de que la varisble aleatoria tome un
valor determinado es nula, por e jemplo:

Prob (X =1,65) =0

ya que el 4rea del trapecio mixtilfneo quedarfa reducida al &rea de un
trapecio de altura cero,

Funcidn de densidad de le probabilidad

Si la curva de prchabiliiad tiene una expresién aralftica y = £(x),
a f(x) se la denamina fncié> 3z densidad de la probabilidad. Debe
cumplir la condicién £(x) > 0 para cualquier velor de 3,

Una variable aleatoria continua X quedard definida, cuando se de el
recorrido expresado por el intervalo (a, b) y la funcién de densidad
£(x). Simbélicamentes:

[a<xéb
. y= £(x)>0

-

b &

Fune e dist ci

Si formamos la distribucién de frecuencias relativas acumuladas
(columna 4 de la Tabla 19)y por los extremos superiores de los intervalos
de clase levantamos ordenadas equivalentes a dichas frecuencias relativas,

obtenemos un polfpono acumulativo (Fig. 3) donde
AB = f,r (x £ 1,67) 17
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Si aumentamos indefinidamente el nimero de elementos de la muestra
y hacemos tender 'a cero la amplitud de los intervalbs, el polfgono
acunulativo adoptard la forma de una curva, cuya expresidn analftica

y = F(x) se 1lama funcién de digtribucién.
La expresién /L 7 quedard convertida en la siguiente (Fig. 4): -

AB = Prob (X< 1,67).
La funcién de distribucién da la probabilidad de que la variable
aleatoria X tame un valor igual o menor que un x dado, es decir:
Freb (X4 x) = F(x)
La relacién que liga la funcién de distribucién con la f, de densidad
es que ;

Ft(x) = £(x)

0 Sea, que la da de de ls distribucide s /
A veces la funcién de distribucién adopta una forma. camo la de la
figura 5,

-
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1/ En efecto, si designamos por a el extremo inferior de la variable
aleatoria

Prob (a <{X£ x) = S £(x)dx; Prob (X< x) & F(x)
Igualando los segundos mieﬁbros, puesto que los primeros son iguales,
F(x) = X’; £(x)ax.
Derivando respecto a x
Ft(x) = £(x)

/Observando la



Observe:do la figura se pone de manifiestos

1) P.x) es una funcién montona no decreciente.

2) M(=-=)m0;F(+e)=1,

3) Prob o <X« x,) = F(x) — F(x,)s

En la funcién de distribucién las probabilidades vienen determinadas
por las ordenadas y en la de densidad por las 4reas.

La distribucién norma)
Una varigble aleatoria continua X, cuyo recorrido es de—oco a + oo

¥ que tiene por funcién de dencidads

1 _(x-a.za
N Ly

se dice que sigue la distribucién normal. Se puede demostrar, con ayuda
del Célculo integral, que los pardmetros <y & que determinan por
completo la f. de densidad son precisamente la media y la desviacién
tfpica de la variable aleatoria continua X,

Gauss llegé a la funcién [ 27 al investigar la ley de distribucién
a'que deben obedecer los errores de obgervacién pars que la media
aritmética de una serie de medidas sea el valor més probable de la
tverdadera" magnitud,

En mateméticas superiores se demuestra, mediante un cesmbio de
variable y haciendo uso de la integral de Gauss, que el 4rea encerrada
por la curva y el eje de las x es igual a la unidad, Por otra parte, la
L2, cuslquiera que sea el valor de x, nunca toma valores negativos, es
decir, £(x) > O, Por tanto, /27 cumple las condiciones exigidas a
una funcién de densidad.

La distribucién normal de pardmetros o« y o se la designa abreviade-
mente por Normal ( «,o )o

£(x) =

1/ « y orson dos parémetros poblacionales, Si fueran desconocidos
podrfamos calcularlos aproximadamente mediante la media y la des—
viacién tfpica de una distribucién muestral de frecuencias ohbtenida
de la poblacién, siempre que la distribucién de frecuencias contuviese
un gran ndmero de observaciones, p

/Estudio analftico



Estudio analftico de la curva
A continuacién hacemos el estudio.analftico de la f, de densidads:

(x) (5 )"

£(x) = e

son obJjeto de dibujar la curva,

Asfntotas

Si x—» — o ; £f(x)—>0; azZntota el eje de las X con contacto en—-o

St X—» -~ 5 ; £(x)—>0; aufntota el eje de las x con contacto en+®

Primera derivada : ! ‘
(x) =1 ""izﬂ[. . (,..aal... == =2)?
N - S - P

Derivada segunda

. B L 1 . 2] alx =)t
LAl S T 2 -..I._(#‘-“)?-'%J_--z o 242 1-(:-«2;1

Méximo

Si x=a,, £1(x) =0,, £'9(x) < 0, Para x= < existe unm , con
ordenada ‘ r -
3

N

f(e )=

Puntos de inflexién
Se obtendrén anulando la segunda derivada, para lo cual

e a0 42!
1 X )T ,,Sﬁ._‘:‘_..‘.’i.)._':-.l py B <iwy
«? 2 .

e X
,(

e T==



X = or o
De é m4+] ,, seobtiene x=x ¢

De x—:.;..f‘..:-. ys Se obtiene x= & . o
Existen dos puntos de inflexidn. con abscisas « * ¢ y @ - «
siendo sus ordenadas respectivas,
f(x?0)=t(x = cr)m--------lé------e""i
[ g
Concavidad
Para valores | x-al>e. 1t (x)> 0 » O 8ea, en lcs intervalos

(es , o-0) x+ oyme), 1z curva vuelve la concavidad hacia la regién
positiva de Oy,
Para |z -ct|cm, 4 ()< 0 , s decir, en el intervalo (X~ g, @+ &)
la concavidad se vuelve hacia la regidn negativa de Oy,

Simetrfa

, - -
Si en la expresién /27 sustituimos x por x4 k y porx = k, se
verificas ’

f(x+k)= (= ~k)

La curva_ de la distribucién normal es simétrica respecto a la
recta x = < , luego en esta distribucién

Media = Moda = Mediana = «
Represegtacién gréfica

Suele tomarse una unidad mayor en el eje de ordenadas que en el de
abscisas para que la forma de la curva normel no resulte muy aplanada

(Fig. 6).

1

A

P x+ & X + >
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Tablas

Para el uso préctico de la distribucién normal existen diversos
tipos de tablas, que se clasifican en dos grupos: tablas de &reas y
tablas de ordenadas,

Tablas de &reas

A‘veces interesa calcular Prob (xlé'x éx‘z),‘ es decir, la probe-
bilidad de que la variable aleatoria X esté comprendida entre dos valores
dados Xy xz.

Como los pardmetros poblacionales @ y o varfan de una distribucién
a ot.ra,_ interesa con una sola tabla resolver todos los problemas que se
nos ‘pr_esent-.en en la préctica,

Para ello se efectda el cambio de variable L'-E-:- = t, A esta
operacién de restar a la variable la media y dividir por la desviacidn

tfpica se la conoce con el nombre de tipificacién de la variable. A dos
valores, X ¥ Xy de X corresponderén otros dos tl y tz dados por las

/Fig, 8
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Fj,g,. 9

fig, &
_.qg /’h\
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PRB (/t/34)
TABLA 20
t  |Probobilided
010 | 1900000
‘ou 0192034
0'2 | 0v'84148
o'y | 0%76418
oty | 0v68916,
‘0-5 061708
|o-6 0*54850
i0v7 | oth8392
0'8 | ovy23y2
019 | 0936812
10 | 031732
11 | 0v2713Y
112 | 0v23014
193.1 0v19360
14 | drag1s2
1% | 0113362
1'6 | 0%10960
1v7 | 0%08314
1'8 | 0307186
119 | 0v0574h
“ll2'0 | ovouss50
291 | 003572
22 | 0'02780
213 | 0202144
2'4 | 0v01640
215 | 0'01242
2'6 | 0t00992
29 | 0800694
218 | 0v00512
219 | ovoo;h
310 | 0000270 .
3117 | 0r00194
312 | 0%00138
'3 ; 0900096
3t | 0v00068
315 | 0%00046
3%6 | 000032
3¥7 | 0%00022
38 | 0%0001Y4
3v9 | 0%00010
410 | 0100006

?&l\
“_'\-\—\;}1’ T

Fig, 10

aN

PREB (¢t <%)
‘Tipla 21
t | Probabilidad
50 050000
W1 | 0953989
232 0157926
3 0161791
el 065542
a1 0169146
0% 6 072575
017 0v75804
048 0178814
09 0881594
110 ov84134
11 0186433
192 0188493
L) 090320
Y 0191924
15 093319
16 |.. Ovgus520
17 |- 0'95543
118 0196407
179 0'97128
210 0197725
211 | 0v98214

292 098610
213 098928

21y 0158180
2'5 0Y99379
2v6 | 0v99534
2%y 0%99659
218 099974l
299 099813
310 0799865
3N 0v99903
312 0099931
33 0'39952
34 | 0099966
11305 7 ov99977
6 0799984
37 0199989
318 €299593
3'9 0%99995
40 0299997

ORDENARA PARA t = $y
TABLA 22 '

+ | Probebilidnd
{loro | 072989
0t 0% 3370
cs2 0t 3910
{lo*3 023814
o | 0v3683
015 033521
ov6 | 0%3332
0%y 013123
08 0r2899
079 012661
110 02420
111 0t2179
102 001942
‘113 | * o134
k| orakgy.
1'5 | 0011295 '
116 071109
17 | o0%0941
18 0t0790
1'9 010636
1210 010540
211 ovoulo
212 010355
213 010283
204 0%0224
215 010175
216 010136
27 0t 0104
28 0'0079
29 0°0060:
310 00004k
31 | 0%0033
902 0001y
313 0t0012
314 ovoo2
35 0¢0009
31k 090006
97 | 0%000%
28 080003
319 010002
40 0! 0002
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Se puede demoatrar que el érea encerrada por la curva Normal
(& s ¢ ) ¥ las ordenadas correspondientes a las abscisas X, ¥ X, es
la miama que la determinada por la curva

i

L
Tonm | 2 L3T

¥ las ordenadas correspondientes a las abscisas t'l y tz.y
La curva / 3 7 puede ponerse en la forma
< ety = '('t":?o')f
1, \er 2. 1

que es la f, de densidad de la distribucién normal con media cero y

desviacién tipica igual & le unddad, por cuyo motivo se la simboliza
por Normal (0,1), Su estudio analftico puede hacerse de forma andloga

al de la Nomal ( @, ¢ ), Su representacién gi'ﬁfica en la figura 7,
Las 8reas de la Nomal (0, 1) estédn tabuladas, En la Tabla 20
(v8ase figura 8) aparecen rayadas las 4reas de las dos colas de la curva,

1/ En efectos

Prob (xl<: Iﬁxz) :j ,:: ‘:‘@?
X o o

Con el cambio de variable e 53 t, dx = o dt, y sustituyendo en

la expresién anterior el integrando, los limites de la integral y
el elemento dx, tendremos
O W
Prob (11< X< x, = ——e 2

b Vo

O_S___x "‘)2 dax

2 8%

/Las 8reas



Las 4reas dan :
Prob (— w< t < &) 7 Prob '('tl'< t < =)= Prob (|f = t)=
ot =2 Prob (t > ¢y)
o también

Prob (-a<x < tl) + Prob (t.l
= Prob (x‘:“' > t.l) =2Prob‘( _x‘;"' .Zt.1>

Ahora bien
X ol
Prob (] : lztj) mProb ([X=a|ztys)

© sea, la Tabla 20 nos da la probabilidad de obtener una desviacién
respecto a la media que en valor absoluto sea igual o mayor que un
clerto miltiplo de la desviacién tfpica,

En la tabla 20 s88lo figuran velores positivos de t,

o 'm-aé u.- - on-dbc-t-ze.J ; 20 75 ﬁ) gr; ) X
e o9 ' ' B
L—:;:—J . 0350 07 s
099 e
Pige 11

reas bajo la cu norm

.De-ias tablas de 4reas de la distribucién normal se obtiener las

siguientes relaciones (véase figura 11):

/Prob (o=
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Prob (¢ —o0 IS «? o= 0,68268 = 0,68
Prob (x — 20X << at 2¢) 0,95450 = 0,95
,PI'Ob(G—-Bb’(xS "3&):10'99730.2.‘0’99

es decir, _ :

Prob (—1< t <*1) = 0,68 Prob ( [X e—e @l > ¢)=0,32
Prob (~— 2< t <® 2) = 0,95 0 también Prob ( {X = x| > 2 o )= 0,05
Prob (~3< t <*3) = 0,9 Prob ( |X = x| > 3 ¢ )=0,0

En la préctica estas relaciones son de uso frecuente, Obsérvese
que para Valores de la variable fuera del intervalo (& == 30, < 4 30),
la curva se confunde précticsmente con el eje de las X,

Ejemplos En una distribucién Normal (80, 10), N = 1,000, Encontrar
el nimero de elementos con las siguientes caracterfsticass

a) Canmprendidos entre 70 y 75,

b) Comprendidos entre 87 y 95.

¢) Comprendidos entre 75 y 87.

N = 1,000 es el efectivo total del colectivo, Calculadas las proba-
bilidades y multiplicadas por N, tendrfamos el ndmero de elementos que
cumplen determinadas caracterfsticas. (Véase figura 12,)

a) Valores tipificadoss
70 ~ 80 2
- 10 21,0 Entrando en la Tabla 20 con los valores 0,5 y

1,0 obtendremos las probabilidades respectivas
70 — 80 ' 061708y031732.
10
Prob (70< X < 75) = 282798 __ 00732 0,968

Y

(Hemos dividido por 2 porque la Tabla 20 da las dos colas),
Némero de elementos comprendidos entre 70 y 75 =

= 1,000 X 0,14988 == 150
b) Valores tipificados:

/95 — &
10
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95 = 80 :
=1,5 Entrando en la Tabla 20 con los valores 0 7y
10 {-1,5 obtendremos las probabilidades O,l.8392 y
87 — 80 _ 0,13362,
— 5.0,7
10 "

Prob (87< X <95) = —ﬁ%’f -&-3-3-63 = 0,17515

Ndmero de elementos comprendidos entre 87y 9 =
= 1,000 X 0,17515=C175
¢) Los valores tirificsd-s para X.= 75 y X = 87 ya fueron hallados,
Prob (75 <X < 87) = Prob (75 < X< 80) % Prob (80< X< 87) =

9. o'm',oa F o’l"8392 .
2 2

(Téngase en cuenta que €l 4rea encerrada por la mitad de la
curva vale 0,5),

Ndmero de elementos comprendidos entre 87 y 95 =
< 1.000 X 0,44950 == 450

Otro tipo de Tabla de 4reas

La Tabla 21 (Fig. 9) da las 4reas situadas a la izquierda de la
ordenada correspondiente a un valor tl‘ La Tabla da

Prob (t < tl).

86lo aparecen valores positivos de t; si fuera negativo
?

Prob (t<— %) =1 — Prob (t<t,)

Teniendo en cuenta los valores tipificados obtenidos, el problema
anterior se resolverfa de la siguiente formas

a) Prob (70<X <75)= Prob (- 1,0<t<s— 0,5) =
= Prob (t < — 0,5) — Prob (t< — 1,0) = 1 — Prob (t<0,5) —

— /1 — Prob (t<1,0)7 |

Entrando en la Tabla 21 com los valores tipifieadoa 0,5 ¥y 1,0 obte-
nemos las probabilidades 0,69146 y 0,8,134, luego -

Prsb (70 < X =175) =1 - 0,696 - (1 - 0,84,134) = 0,14988. - -

b) Prob (87 <. X £ 95) = Prob (0,7 < t < 1,5) =

= Prob (t 4 1,5) = Prob (t < 0,7) /Entrando en



- 98 -
Entrando en la Tabla con los valores tipificados 1,5 y 0,7 obte-
nemos las probabilidades 0,9331% y 0,758Q%, luego
Prob (87 <. X < 95) = 0,93319 - 0,75804 = 0,17515.
¢) Prob (75 <« X £=87) =Prob (0,5 <. t ~ 0,7) =
= Prob (t < 0,7) - Prob (t <. - 0,5) = Prob (t £0,7) -
- [1-Prob (t < 0,5)]
Entrando en la Tabla con los velcres tipificados 0,7 y 0,5 obtenemos
las probabilidades 0,75804 y 0,69146, luego

Prob (75 «< X = 87) = 0,75804 — (1 — 0,69146 ) = 0,44950,
Obsérvese que conocida la Tabla 20 se calcula fécilmente la Tabla 21,
Basta dividir por 2 las probabilidades de la primera y restar de 1,
(Véase la relacién entre las &reas de las figuras 8 y 9).

Tablas de ordenadas

Dan las ordenadas para determinados valores de t en la curva
Normal (0,1):

t2
1 =
£f(t) = e~ 2
V 2w
Si se trata de una distribucién Normal ( « , ¢ ) de f. de densidad
. 2
. pA i)
Ilx) & e~ ok
tipificando la variable mediante el cambio de variable ——— = ¢,
la Normal (&<, 6 ) queda en la forma
tz
tx)z e, 2o~ T
¢ A In
0 sea
£(x) 5 2= o £(8) L7

Como las ordenadas de la f(t) estén tabuladas, para hallar la
ordenada correspondiente a un valor x, se divide por ¢ el valor de f(t).

Con las tablas de ordenadas se pueden calcular las probabilidades
de la distribucién binomial mediante las ordenadas de la normal, ya que
en Estadfstica matemdtica se demuestra que el 1fmite de la distribucién
binomial, cuando el pardmetro h— o , es la distribucién normal y la
aproximacién es aceptable siempre que

P-"‘.‘."%‘ 'Y np > 5
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En la Tabla 22 (Fig.:10) aparecen’lds ordenadas de la Normal (0,1)
para valores positivos de t. Para valores negativos'de t serfan iguales
a los positivos correspondientes, a causa de la simetrfa de la curva,

E jemplo 13 . i e 2, dpa

Se lanzan cien monedas 1,000 veces, ¢Qué ndmero, aproximado-de veces.
es de espsrar que se obtengan 55 caras?

Se trata de una distribucidn binomial, donde

. -

n=10 x=55 ,, paqg_}z'_ N = 1,000
La mmbﬂidad de Obtgner 55 caras serfa & Wt 7R ’ oy

lw-\ "l 55 . .11' .“

55/ \2] 2

El cflculo de la anterior expresién serfa en ‘extremo laborioso, pero '

siendo p = % , Np = 50 > 5, podemos calcular la -probabilidad pedida

mediante la Tabla de ordenadas de la distribucién'normal, considerando

que la media y la desviacién tfpica de esta dltima distribucién son

aproximadas al valor medio teérico y a la desviacién tfpica de' la binomial,
En el tema "Distribuciones de probabilidad", vimos que

« mnpm100,3-=5 ,, ¢ = |hpg= [/200X0,5X0,5%=5

En la Normal (50, 5) buscaremos la ordenada'correspondienté a x = 55,
Tipificando la variable tenemos: :- : f -

Lo o B30 0
o 5 -

. Ve

vt =

Entrando en la Tabla 22 con el valor 1,0 obtenemosla ordenada 0,2420,
Mediante la relacién [/ 4./, tenemos-' . . . i ¥

- " ;..‘-, 1; L -1- . '_ ) s 1
b d =f == f(t) = 0, 24,20
Prob de 55 caras (x), = (t) — =~ * %
/Ndmero de
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Nfmero de 55 caras en 1,000 tiradas = 1,000 , -%- o 0,24,20 =18,

Un resultado de 55 caras es de esperar ocurra unas 48 veces en
1,000 tiradas,

Mediante la Tabla de 4reas de la distribucién nommal puede resolverse
el siguiente problema,

E jemplo 2,

Se lanzan cien monedss 1,000 veces, ¢Qué nimero aproximado de veces
es de esperar que se obtengan 55 o m&s caras?

Deberfamos calcular una suma de probsbilidades del tipo siguientes

Prob (55 caras) ** Prob (56 caras) * .. ? Prob (100 caras) =

(‘100 \ 3% 1',\ 45 7100\ {1\ 1%
- | ) e » "anc-o‘ { ]i{-‘ [5-7
\55/ 2/ \e/ \100/ | 2/

Por tratarse de una distribucién binomial la variable aleatoria es
discreta, Para hacer uso de las Tablas de 4reas de la distribucién normal
debemos hacer la consideracién de que un resultado de 55 caras en la
binanial equivale a un intervelo (54,5, 55,5) en la escala continua de
la curva normal, | “

En el problema anterior se calcularecn

x = 50 ’» s =5

y siguen subsistiendo las mismas condiciones para aproximar la distri-
bucidn binomial por la Nomal (50,5),
Tipificando la variable para X = 54,5,

t:w: 0,9
5

La suma /57 serd equivalente a calcular Prob (¢ >0,9),
Entrando en la Tabla 21 con t = 9,9 |
Prob (t = 0,9) ='1 — Prob (t< 0,9) = 1 — 0,859 = 0,18406
Ndnero de veces que aparecerdn 55 o mds caras =
= 1,000 X 0,18,06= 184 veces, .

/Ajuste de
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Ajuste de una distribucién normel a una distribucidén muestral de frecuencias

Para ajustar una distribucién normel a la distribucién muestral de
frecuencias de la Tabla 19,dispondremos los cflculos segin la Tabla 23,

Tabla 23

totarmion |meie [ oveme | 'y | ' | | T | e [geies |y, |
x | otas L tiplficados | 1 sas t:'{;;- T
(1) (2) (3) | (¥) (5) (6) (7) (8) (9) | (19) | (1)
1.57 -~ 1,59 | 1,58 1 -5 -5 25 3—'20—:-63;-‘@ =-3,0 | 0,00135(0,00135| 0.270 ©
1e59 = 1461 | 1,60 2 <k -8 32 }-fl—o.'—o-;-iia =-2,3 | 0.01072/0,00937]| 1.874| 2
2,61 = 1.63 | 1.62 7 -3 21 63 -1—16—3(,—:;7'6-8- =.1.7 | 0.04l457)0,03385| 6.770| 7
1.63 - 1.65 | 1,64 | 19 -2 -38 76 1;65_0.:(_);;‘2 21,0 | 0.15868/0.11409(22.818| 23
165 - 1,67 | 1.6 | W | a | om | w 1‘70—-—‘%8 0.3 | 0.38209|0,22343 [Wh.686 | 45
.67 ~ 1469 | 1.68 | 50 0 0 0 Eﬁiéﬁg,m3 0461791 (0423582 7,164 47
1,69 = 171 | 1,70 | k2 1 2 42 £l21355§1§§ = 1.0 | 0.84134]0,22343 UL, 686 | Lk
1,71 = 1,73 | 1672 25 2 50 100 JL’-”—()—:%"@ = 1.7 | 0,95543/0.11409 (22,818 | 23
173 =~ 1475 | 1,74 8 3 24 72 1—-'7-5—0-:%'-63 = 2.3 | 0.3892810,03385| €.770| 7
1,75 = 177 | 1476 1 L L 16 E:ZZBEE§159 = 3.0 | 0,99865/0,00937 | 1,87k 2
1.77 = 1.79 | 1.78 1 5 5 25 llzzafséifg e 3,7 | 0999890400124 | 0,248 | o
Totales ! 200 9 g5 200

La significacién de las columnas de la Tabla 23 es la siguiente:
1., Los intervalos de clase
2, Las marcas de clase de los intervalos

3. Frecuencias absolutas
(¥) 0,00135 es la probatilidad de que una observacion se ercuenire comprendida en el intervalo
(— o, 1.59).
(4o Desviaciones
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L. Desviaciones respecto al origen de trabsjo 0, = 1,68; las desviaciones
han sido medidas tomando como unidad la amplitud del intervalo,
5 Producto de la columna (4) por la (3).
6s Producto de (5) por (4)
La media aritmética de la distribucién de frecuencias es:

£ X,?n o

a=0_7- - L, c=m1,68% o2 . 0,021,668

'y la desviacién tfpica

‘ " RS ;
VP w WA s . —2
S = c\(’ x!' - { : 3 1\ = 0,02 \‘i .1.'.'.9.2 —— lf..:}_...\\ =< 0103

n '\ n // 200 l\ 200 J
Estimamos los pardmetros«’ y @ de la distribucién normal que son
desconocidog por a y s media y desviacién tipica muestrales, por tanto,
«x=1,68,, ¢ =0,03,
7. Valores tipificados de los extremos superiores de los intervalus,

obtenidos mediante la férmula .

X =
=t

o

8, Probabilidades acumuladas. ; :

Asf, para calcular la Prob (= > <t £ — 3,0), entramos en la
Tabla 20 con el valor 3,0, que da la probabilidad 0,00270; dividiendo por
2 se obtiene 0,00135. Para calcular Prob (— = < t £.0,3), entramos
en la Tabla con 0,3, que da la probabilidad 0,76418; dividiende por:2
obtiene 0,38209, que restada de 1 da 0,6179l.

9. Probabilidad de cada intervalo, Cada cifra de la columna (8) se
resta de la siguiente, Asf, 0,01072 — 0,00135 = 0,00937,

10, Frecuencias- teéricas ng obtenidas al ajustar la distribucién normsl
a la distribucién muestral de frecuencias,

w
o

ntﬂNXpi

siendo N = 200 y Py la probabilidad correspondiente a cada intervalo,
/il. Las
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11, Las cifras de la columna (10) se han redondeado con objeto de que
el total de dicha columna seca 200,

Otro ejemplg

En una investigacién se hallé que la relacién entre los didmetros
longitudinal y transversal de 815 hojas de tabaco se distribuia como figura
en la Tabla 24, AJjustar una distribucién normal,

Tabla 2
Fre- | Valores | Probabs Probabs de " ;

Intervalos eue:oias z:dpiu- %;da"m;* 1“”:13“"" Ny Py ::;:::2

) @ | @ | w &) @ | o
1.55 = 1,65 4 =28 0,00256 0,00256 2.09 2
1,65 - 1.75 9 =2,2 0.01390 0.01134 9424 9
1,75 - 1.85 31 -1.6 0.05480 044090 33433 33
1,85 = 1,95 75 ~1.0 0,15866 0010386 84465 &5
1,95 - 2,05 183 =043 0438209 0622343 182,20 | 182
2,05 = 2,15 204 043 0,61791 0.23582 192,19 ( 192
2,15 = 2425 157 049 0,815% 0,19803 161,39 | 162
2025 = 2435 7 1.5 0493319 0.11725 95456 9%
2435 = 2,45 4o 2.1 0.98214 0404895 39.89| 4o
2,45 = 2,55 12 2.8 0699744 0401530 12,4 12
2455 ~ 2465 3 3 099966 000222 1.81 2

La marcha general es la misma que la seguida en el ejemplo prece—

dente,
Suprimimos en la Tabla anterior las columnas necesarias para

calcular la media y la desviacién tfpica.

a = 2,106 SR s = 0,161

/El primer
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El primer valor tipificado de la columna (3) es
1,65 — 2,106
0,161

:""2’8

Se han subrayado las cifras forzadas en las décimas, b
cuando la cifra de las centésimas'era igqal o mayor que cinco,

La probabilidad de que t esté comprendida entre — o y - ®
es la unidad, por tanto, la probabilidad de que und observacién estuviera
entre 2,65 e o serfa 1 — 0,99966 = 0,00034, que 41 mwltiplicar por &5
da 0,27710, menos que msdia unidad, | .

Si en vez de limitar en las décimas los valores tipificadoa, tuvieran
éstos mds cifras decimales, se efectuarfa una interpolacién lineal para
calcular las probabilidadés. ‘ g

Tanto en este ejamﬁio'como en el anterior el ajuste es bastante
bueno, pues las diferencias entre las frecuencias observadas y las
teéricas son pequefias,

estadfstica” ,

En la préctica, a un grea. numero de f enémenos corresponden variables
que siguen la ley normal méds o menos aproximadamente. Recordemos
especialmente, en Biometrfa, las distribuciones de frecuencias para tallas
Yy pesos,

En Psicologfa se ha comprobado que las aptitudes de los individuos
varfan en intensidad segidn la curva normal,

En la industria se distribuyen normalmente las dimensicnes de las
piezas fabricadas por una miquina,

Los exrrores accidentales o de obsggvaciég en Astronamfa, Geodesie, etc.,
siguen también, aproximadeamente, la ley normal, a la cual puede llegarse
deduciéndola de ciertos postulados compatibles con la experiencia,

La gran importancia teérica de la distribucién normal radica en que,
bajo determinadas condidiciones son muchas las distribuciones que tienden
a la ley normal, esto es, es un "dominio de atraccién",

/También tiene
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También tiene gran importancia teérica en las hipétesis de normalided,
que son fundamentales en la teorfa de muestras: asf, por ejemplo, al
examinar la concordancia entre teorfa y hechos, suele suponerse que la

distribucién de las medias en las muestras grandes es més o menos
aproximadamente normal, lo que es cierto en muestras procedentes de
poblaciones m4s o menos normales, y tiende a serlo en general cuando
crece el ndmero de datos,

/D. IDEAS
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D. IDEAS FUNDAMENTALES SOBRE LA TEORIA DE MUESTRAS

'Estgdistica descriptiva ¥ Batadfstica inductiva

Dos aspectos cabe considefar en Estad{stica conocidos con los'nmn-
bres de Estauistlca descriptiva y Estadistica inductiva, ‘

En la Estadistica descriptiva se trata de describir el fendémeno estu—
diadc mediante unas cuantas caracteristicas que resuman los datos estad{is-
ticos.

La Estadistica inductiva o inferencia estadistica tiene por objeto

inducir las caracteristicas de un colectivo observando una parte del

mismo,

Muestra y poblacion.

Si nos interesara conocer la edad media de los estudiantes de una
Universidad, nuestros cdlculos deberian efectuarse con los datos regis-
trados para cada alumno. Tal procedimiento seria muy laborioso y emplea-~
riamos gran cantidad de tiempo. Serfa mucho mfs ficil para nuestro
propésito seleccionar una muestra de estudiantes y efectuar el andlisis
con 1l2s datos obtenidos, con lo que inducirfamos ciertas conclusiones.

La mayor parte de los estudios estadf{sticos se realizan con muestras y
no con enumeraciones completas de los datos. Una muestra estadistica
representa solamente una parte de un conjunto mis amplio. El conjunto

de donde se obtuvo una muestra se denomina poblacidn o universo.

Muesireo Aleatorio

El muestreo es un proceso mediante el cual se selecciona de un con-
junto determinado llamado poblacién universo o colectivo, un conjunto

parcial que recibe el nombre de muestra.
Si examinamos una poblacién con un ndmero finito de elementos,
extraemos un elemento, anotamos la caracteristica que nos interese y lo

devolvemos a la poblacién, hemos realizado un muestreo con reemplazamiento.

S1 el elemento extraido no se devuelve a la poblacién, el muestreo reali-
zado se denomina sin reemplazamiento. En el primer caso, el segundo

/elemento extraido
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elemento extraido tiene la misma probabilidad que el primero. No ocurre
as{ en el muestreo sin reemplazamiento, aunque si la poblacién estd com—
puesta por un gran nimero de elementos, podemos considerar que la extrac=~
cidén de un elemento no ha hecho variar la estructura probabilistica de la
poblacién.

Debe evitarse cualquier subjetividad en la eleccién de la muestra.
Supongamos una mestra de estudiantes que fueron seleccionados con
objeto de estimar la inteligencia mediana del conjunto de alumnos de un
centro docente. Una persona encargada de la tarea de elegir la muestra
que no estuviera enterada de los procedimientos estadfsticos adecuados,
podrian tener tendencias en diferentes sentidos: puede no incluir bas-
tantes casos prdximos a la mediana, eligiendo individuos de gran y peque-
fia inteligencia, creyendo que unos equilibrarian a otros; pueden separar
los casos extremos eligiendo sélo personas de inteligencia media; o
puede pensar que las personas de escasa inteligencia son excepcionales
¥ no incluirlas en la muestra.

Para evitar toda consideracién subjetiva se obtienen muestras
aleatorias. Para la realizacidn prdctica del proceso del muestreo un
procedimiento es el siguiente: Si tratamos de elegir domicilios en una
ciudad con objeto de llevar a cabo una muestra de viviendas a cada
domicilio le asignamos un nimero. Los nimeros pueden ser elegidos obte-
niéndalo3s de un bombo giratorio o, mejor aimn, de unas tablas de nimeros

obtenidos al azar. Las viviendas cuyos domicilios han sido elegidos de

esa forma se incluyen en la muestra y de esas viviendas obtendriamos los
datos que nos interesara estudiar. De esta manera hemos obtenido una
muestra objetiva, habiendo eliminado las subjetividades del ejemplo
anterior. En la Teoria de muestras los errores debidos al libre albedrfo

de la persona que extrae la muestra, se conocen con el nombre de sesgos

debidos al proceso de seleccidn.

Otros gesgos pueden ser debidos a sustitucidn de unidades en la

muestra. Si se trata de estimar el nimero de personas por vivienda y
el entrevistador sustituye una vivienda cerrada por la mds préxima, se
comprende fiacilmente que las familias numeroses aparecerdn por exceso,

/ya que
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‘ya que una vivienca de un matrimonio sin hijos es muy posible esté

cerrada en determinadas horas'del dfa por encontrarse ambos .cényuges
en el trabajo.

Tablas de n'meros aleatorios.

Una Tabla de_ntmeros al aleatorios es una tabla de nﬁmeros obtenidos

al azar. Estén constituldas por serles de columnas de nﬁmeros dfgitos
obtenidos por métqdos experimentalea que garantizan en lo posible las
ausenciag de téndencias 0 5esg0s. . %

Copiamos un fragmento de las tablas espuestas por R. Clay en su
libro Elementary Statistics: ' '

ot I 38 Tl -
.39 .29 . 8l ol | 72
89 g8 5
61 . 51 23 e
99 65 34 s

00000060000 0000000000050¢00000000000000000000000000c0H

.‘..........'...0...........‘.‘.0.'...DO.I....'..OI.

Supongamos que de una poblacién de 700 elementos gqueremos sacar
una muestra de ‘70 elementos. Como necesitamos sacar nimeros de 001 al
. 700, cogeremos tres columnas de digitos de la tabla y sacaremos los 70
primeros nimeros que aparezcan mehbresque 701, es decir, los nudmeros
Ok, 392,:615, etc. Hemos excluido el 898 y el 996 por sér mayores que

701. W G

Estimacidn y pardmetro.

Una funcién de las observaciones de una muestra recibe el nombre de

estadigrafo o estimador. Algunos tratadistas le dan el nombre de esta-—
distico. ' ' '

Si de una poblacién obtenemos una muestra de.n elementos X15 Xo»
evey X (muestra de tamafio n), un estadfstico serd una funcién de estas

observaciones que emplearemos para estimar algin parédmetro de la pobla-
cién. Para estimer la media de una poblacién empleamos la funcién

= _fl B szé ses 4<fg_

n

/Una medida
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Una medida calculeda a partir de una muestra se llama una estimacidn.

Si xl. Kps sees X representan las tallas de un grupo de personas, X

serd una estimacién (un ndmern) que nos servir4 para estimar el corres-
pondiente pardmetro de la poblacidn, es decir, la talla media del
universo del que se obtuvo la muestra.

Casi nunca la estimacidn y el pardmetro serdn idénticos. Por otra
parte, la estimacién variard de muestra a muestra porque estard afectada
por las tallas del grupo particular de personas que entraron a formar
parte de la muestra, y el azar ha ejercido su influencia en la seleccidén

de las personas.

Distribucidén muestral de un Estadistico

Puesto que el azar determina qué casos particulares estdn incluidos
en cada muestra de una poblacidén, inevitablemente habrd alguna variabilidad
entre las muestras estadisticas. Si de una poblacién de 9,000 estudiantes
con una estatura media de 1,68 se obtienen una serie de muestras de 50
estudiantes cada una, la media obtenida para cada muestra probablemente
no serd 1,68. El valor del estadfstico para la primer muestra puede
ser 1,66; para la segunda, 1,70, y para la tercera, 1,69.

Si este proceso se repitiera muchas veces, algunos valores del
estadistico se presentardn con mis frecuencia que otros. Los valores
del estadistico alrededor del pardmetro 1,68 se presentaréin mis a
menudo que los valores mis alejados de él. Habrd una concentracién de
medias muestrales alrededor de 1,68 y serdn tanto menos frecuentes las
medias muestrales cuanto m{s difieran de 1,68: las medias muestrales
con 1,55 se presentardn con menos frecuencia que las de 1,67, mientras
que las de 1,70 serdn mis frecuentes que las de 1,78.

Con un gran nimero de medias muestrales podrfa formarse una dis—
tribucidn de frecuencias relativas. La media, la desviacién tipica y
otras medidas podrian calcularse en esta distribucién de frecuencias
relativas. Si el nimero de muestras fuese muy grande, el contorno del
histograma tenderia hacia la curva de probabilidad y la distribucién de
frecuencias relativas en una distribucidn de probabilidad que se denomina

la distribucién mvestral del estadistico.

/La media
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La media de las medias muestrales seria la media de la poblacién
como se verd mids adelante, i en este caso serfa 1,68, y la desviacidn
tipica de la distribucién muestral del estadistico indicaria la Hispersi&n
de las medias muestrales. Esta desviacién tipica recibe el nombre de

error tipico o error de muestreo.

Posteriormente, veremos las distribucionés muestrales de algunos
estadisticos, tales como medias y proporciones. El conocimiento de tales
‘distribuciones muestralés sirve para contestar a muchas dé las criticas

' dél muestreo. Aunqué los resultados muestrales varfen, el conocimiento

del error de muestreo sirve para efectuar generalizaciones acerca de los

pardmetros de la poblacidn.

La distribucién muestral de la media y la curva normal.

Si el tamafio de la muestra es igual o mayor que 30, la distribucidn
muestral de la media aritmética es aproximadamente normal, aunque la
poblacién de donde procedan las muestras no sea normal. Esté hecho, que
se puede observar experlmentalmente, tlene una con31derab1e importancla i
prdctica. En Estadistlca matemétlca se demuestra que si una poblaclén
£iene varianza finita o? y media o, la distrlbucién de la media muestral
tiende a la distribucidén normal con desviacién tipica ll

y mediax al aumentar el tamaﬁB de la muesfra. »La condicién de que la
varianza sea finita no es una restriccién muy fuerte en lo que se refiere
a la estadistica aplicada, ya que précticamente siempre serd finito el
recorrido de la variable aleatoria, en cuy6 caso la varianza serd nece-

sariamente finita.

Podemos dec1r que las_ggg;___gggstrales 39 dlstrlngen por.
jﬂlggggg 13 de la poblacidmyy gggVLac16n tlplca (error de ruestreo)

En la figura 1 la curva.l es la de una dlstrlbucién Normal

'\?T

(x, )y ¥ 1la curva 2 representa.la distribucién de las medias muestrales
que es Normal ('« \5? ). Como la desviacidén tfpica de la curva 2

es menor que.la de la 1, ésta resuylta més achatada.
3 \ : /Figura 1
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Intervalos de confianza.

Hay una probabilidad de 0,95 de que la media muestral X caiga centro
del intervalo

/ |
( x =2 o , & %+ 2 0* \3
\ = o/

es decir \
\

Prob |« -2 _o X xiz2__o )= 0,9
\ Ve Ve

expresion que, mediante sencillas transformaciones, es equivalente a la

siguiente: / \
Prob(T-2_o Lo <Kt2_o )\ =095
\ &b,

significando que hay una probabilided de 0,95 de que el intervalo

aleatorio

/
t X=2-_0o, X+ 2 *

i Vo n _/'

contenga a la media «& de la poblacidn.

Si obtenemns una media muestral particular il’ ya no serd una

variable aleatoria, sino un nimero; sioc cae dentro del intervalo.

(/il—z
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L-~2_o , K+2__ o
Vo oy

la probabilidad de que ocurra es la unidad, y si cae fuera la probabili-

dad serd cero. Entonces decimos que tenemos un coeficiente de confianza
o probabilidad fiducial de 0,95 de que @ caiga dentro del intervalo
anterior. '

Ejemplo: Calcular el intervalo de confianza al 95 por 100 para la
media « de una poblacién, habiéndose obtenido una media muestral X =

1’675, siendo ¢ = 0,08 yns= 81.

2_¥_ =0,07 3 X -2_% =1,68; X+ 2_°_=1,692

Vo' VA Va'

El intervalo de confianza es (1,658, 1,692).
El intervalo de confianza al 99 por 100 seria:

L

%BW B+ h




