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ALGEBRA LINEAL
Seminario N°'1

Calcule, cuando la operacidn sea pasible:

1) A+ B
ii) A =B
ii1) A *B
iv) B+ A
Sis
a)
30 4 -~ 2 1
A= ]2 1 O y B 2 1 6
2 3 5 3 4 -2
b)

R °1‘| ; po|K1 ool
82 ] VAW

3 3 4
A={2% 3 1] y Bz |-2 -1
6 1 2 0

d) -

? a
A=]0 b ¥ B |+ 2 1]
0 % B 0 0
EfectGe las siguientes operaci ones:
i)hI-~A
11) 4% y B2

111) (A $+B)%, (A =B)° 3 (B ~4)?
iv) (A 4B) A -B)y (& ~B)& +B)

/sis



3

b

S1

a)
b)
c)
d)

-nz-
1 o o 3 =1 2 0 1 O
I=fe 1 o] 5 A=] 2 0 l} s Bzj=x O 1

Escriba una matriz escalar de 3 x 3.
Escriba una matriz diagonal de 3 x 3.
Escriba una matriz simétrica de 3 x 3.
Escriba una matriz antisimétrica de 3 x 3¢

Efectde los productos AA! y A'A si:

a)

b)

A_—;[a.l a, ABJ

&l ° @
A : » 32 ']
L ® 33

A

11
Iw’f'
N d
o o]
Sandiinall |



la,
1) A 4B x>

11)

A -B=

14i) AB

iv)

ib,

i) A 4B

1)

A-B=

111)

ALGEBRA LINEAL

Seminario N® ] ~ Soluciém

N - =

2 1 0

2 3 5|
o
2 1 0

12 3 5]
"3 0 4
2 1 6

2 _3..5

7 4 9
% 2 1|
2 1 6

3.1 =2

1 2 3

& Bf S
a, by ¢,
BPT S
3, by °2

i1

11

'ﬁ%ﬁ

a8, ¥4

2, ~)
82 3

| O 2-5;—3

—658;7

13 2 10 25
i

7 9 13, 29

(-6 5 -11! <137
20 19 38, 77

3 7 2% <2

17 17 291 63_

by 4ok,

b, +/3,

by =k,
by ~/3>

La operacién AB no es posible en este caso, por no tener A un

nimero de columas igual al ndmero de filas de B,

iv)

Por la misma razén, la operacién BA tampoco &5 posible,

/1s,




lec.
i) y 41)  las operaciones A +B y A'~ B no son posibles por no
no ser las matrices del mismo orden, '

W) o3 1|, 3 11 5] 1 0:1
sloa2f | 2| = fo 1i1
Ckpde kO3 S ¥ 4 1 1i 2

e - b Ao .

iv) - Sus. - J x Py

S B K 2 3 l: 6 r 6 10 -5 : 21 1
BA=l=2 <L f O 1 2 3| T |=b =7 =hi-15,
il ! | — > .y = R 2 l+ 3 E 9

Cbsérvese que siendo A y B matrices rectaszguiarqs ¥ coexistiendo
los productos AB y BA, éstos son necesaria y foi'"ziosammte diferentes,
ya que serd diferente su orden: AB £ BA

4 (6 1075
E :j#-h -7 -l

1d, .
1) y 41) las operaciones no s'on? posibles, 2 | el
ii1) o : = ' = -
0 a 1 1 1:3| _ | o 0o o0:0
BB 0 b Lo.o °i°}' =) o o' 0lo0f
RN ' § elganie
_ 0 atbte _'_0 0 O:O_J
fdv) - VT S ) 1
1 1 1. o = |0 adbic ! adble .H,
BA=|. 0" 00} 0 » o o b 0
i1 0 ' ;
o - O afbfc :afbic |
24 -
1) 1
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i)
114)
AB=
BA=
(a48)%{

(afB

/iii) Verificacién



1i1) Verificacién: . - = _ _.l
-3 a1 2 0O 1 0 3 0 2
A¢B=} 2 0 1|4+ |- 0 1] = 1 0 2
s 3 =2 ) 0 2 1 ol 105
2 - - = = o
ot B ™ - — |
3 0 2 3 0 2 7 2 L]
(8= 1 o 2| 1 0 2| = 1 2 0
-1 1 =l . T e -l =L 11
1'* o -y R e ol
(A-8)° = A% < B - BA $B°
5 3 2 R O | 2 0 1/ (-2 0o 1
)=l 5 1 21={ 0 0o a]=-let & -4t 0 -3 2
55 5] |- 3 1] |5 34 L22
s Rt
1 & o |
(a-82=1 9 -6 6
L. 1
_15 137 ]
Verificacidn: L
3 a2 2| o 1 0 3 2 2
(A-B) = 2 0 1| = (=1 0 1} = 3 0 O
-l 3 =2 0 =2 1_] -L-l 5 =3
3 2 2 T3 2 2 £1 4 o
(a8 |3 o o 3 0 ol =1 0 -6 6
5 -3 A 5 =3 153 7

B-a)°= B2-BA-AB $4%=(a-BFY

1/ Lla suma algebraica de matrices goza de la propiedad conmutativa,

/de donde:



de donde: ,
1 4 O
B-4°=)9 6 6
15-13 7
Verificacién: =
o 1 0 3 A 2
(B-A) =|-1 0 1 ~ {2 0 1
] 0 =2 1 -1 -2
{ S S
— - - -
$=3 2 =2 -3 2 -2
®-:Yg|-3 0 0 -3 0 O
L1 =5 3] | 1 =5 3_|
iv) 3/
2
(A$3B) (A-B) =A%~ 2B 4 BA - B
5 3 1 1 -1 1
(AMB)(A-B) = | 5 1 2 - |0 o 1
5 =5 5 -3 3 1j
7 4 O
(a4B)(A-B) = |1 8 &
1 =3 1
Verificacién:
3 0 2 3 =2 2§
(MB)(A-B) = |} 1L 0 21 {3 0 o}
-1 1 -l =2 5 =3

1/ Obviamente A ~-B =~ (B ~ A),

2/ Observar que, en general, el desarrollo de (A4B)(A-B) y de

1

b o =

7
1
_JL

(A-B)(A4B), constan de cuatro términos y son diferentes entre sf,

salvo casos especiales,

/(A-B)(A4B)

-1 0 1
0 -3 1
2 =2 <l
0

-l

1



-6 -

(A-8) (14B) = A2 4 4B ~BA - B2 Y/
5 3 1f [1a 2f ]2 o 1 o 1
(A-B)(AMB) = |5 1 2f4+] 0 0 1-f=t 4 =4{ 0 -3 1
15 -5 5 -3 3 43 {-5 3 - |2 -2 ~1
-5 2 0
{A~B)(A4B) =19 0 6
5 =3 11
Verificacién:
3 < 2 3 0 2 0
(A-B)(a4B) =| 3 O O 1 0o 2 = 6
-1 5 -3 -vl 1. "'1 11
3.
a) 2 o
al=a= o B
- - ﬁ 7 .-
®) D= [aybyed = . by
L ] ® c
; 3
e) B
a h f
A= h b g
Lf C .
d) - >~
o1 h &
A= .-h L] S‘w
-f g o,
s ord
1/ Observar que, en general, el desarrollo de (A + B) (A«B) y de

(A - B) (A 4 B), constan de cuatro términos y son diferentes entre si,
salvo casos especiales,

[lhe



) m'= [aea7 el = [ofte’4a77
83
(1) (3x1) (1x1)
- r
8 | o L T TR e
ans ey Lo a7 e, 9.22 8,8
2. o 2% o2
(3x1) (1x3) (3x3)
b) Siendo A = A! es AAt = AN = 4°
2
5 . & =5 & = |
AA' = A'A - ® az [ [ 8.2 ® - | * 32 -2 L
" . 83 - 53 - . &3
c)
— 51 32
Mt = 13, B % b
8 by ol |ey o
M z a4 4 e a4 bpb, 4 "1"2}
| &8, + Bb, ¥ ¢, “22 + b22 + ey
(2 x 2)
p [ : = 2 b a cj'
o b o odayt o mbhdah 40280,
ME= Ib b, a, b, o %1%+ %% b% 5% byoy +by0
5 %) 50 480, o dbo, of fo i
(3x2) (2x3) (33)
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2,

ALGEBRA LINEAL

Seminario N° 2

Verifique la validez de la siguiente igualdad: (ABC)! = C! B! A!
para: '

) p o2 1 I5 8 2-l 3 0© a-l
.
3 1 2 1 3 - -
A =i B= g _.‘
2 1 3(°? 213
2 3 1 - -1
k = |2 2 3 b
b) A=/5 0 3 ©/; B=|3 1 o|c=]o0
3 1 2 5
1 2 1 s

Dados los siguientes productos de matrices:

&) A5y Bisa) = C(o.4)

®) Xem)y Ty = Ze.s)

en donde A, B, X e Y estdn particionadas de la siguiente manera:

— I -
A2.2 :A203 ! ]
|
= i -3
Y10.5) "{ P52 1 A5 | 3 B(5.4) Es.l §B5']
A, ', ' yia
x...l._-é : Y5 4
F Y l L
X6.8) = | %3.8 3 L3 R :
i 3.2 ': 1.3
— -t '

Efectle las particiones conformesque sean necesarias, ¢ indique y
exprese el producto en forma partici‘onadai.

/3. Efectde



3.

b

RS

Efectfie, mediante productos matriciales, las siguientes transformaciones
elementales sobre la matriz A:

a)
b)
c)

d)
e)
3

g)

h)

Intercambie la primera fila con la segunda

Intercambie la szgunda columna con la cuarta

Intercambie la sczunda fila con la tercera y la

segnnda cciumna con la tercera

Multiplique la tercera fila por k

Multiplique la guinta columna por k

Multiplique la segunda fila por k, la cuarta fila porm, y

la tercera columna por n

Multiplique la primeia fila por 2 e intercémbiela con la tercera
mltiplicada por =l

Cambie de signo los elementos de las columnas de orden impar,
mltiplique por 3 las de orden par, e invierta el orden de las

columnas [~ -
Ly 3 =2 0 1
A = l1 0 -1 0 1
-2 3 4 6 0
2 =5 3 0 =1

Exprese en notacién matricial las siguientes combinaciones lineales
entre las filas o columnas de la matriz A,

a)
b)
c)

Sumar a la primera, la tercera columna multiplicada por 2.
Reatar de la tercera fila la suma de la primera y la cuarta,
Sumar a la cuarta fila multiplicada por 2, el duplo de la
primera y la mitad de la segunda,

#51 i ah“
A =l B by B

o ° 85 o

4 i 9

/5. Transforme


las.de

Se

6.

O]

Transforme mediante operaciones matricisles, la matriz:

6 8 3 2
A= 18 4 9 3
1y 2] G aY

a) en una mairiz de 3 x 3, agregando las colum:as uns y tres;

b) en una matriz de 2 x 2, agregando las dos primercs lfnoss y
columnas y la tercera y cuarta columna;

c) en un vector columna cuyos elementos sean la suma de los
elementos de cada linea; ]

d) en un escalar que sea igual a la suma de los elementos de la

matriz,
S84 B P
x x x x x
11 12 13 U 15
x b 4 x x x
21 22 23 2 25
x x x x x
51 52 53 54 55
v v v v v
1 2 3 4 5 -

es una matriz de transacciones intersectoriales en términos fisicos,

en donde existen cinco clases de bienes y un solo factor productivo,

Sabiendo que los precios de los distintos bienes son: Pys p2, cene) p5

¥ que el precio del factor productivo es Py, exprese mediante operaciones

matriciales, la matriz de transacciones en términos monetarios, de manera

que incluya en una file los valores brutos de las producciones sectoriales,

/7. Dada



Dada la siguiente matriz de contabilidad econémica,

1l 2 G F .Ib Total
I

lSectorl ;48 20 1n 30 36 130
2 Sector 2 | 30 10 20 60 10 =0
3 Gobierno { 25 30 — 10 — 65
L Familias { 30 60 20 — — 110
5 Ahorro 5 10 15 10 — 40
6 Totales {130 130 65 110 40

a) Mediante operaciones matriciales, transférmela en la matriz
de insumo-producto,

b) Por un procedimiento similar, encuentre la matriz de cuentas
nacionales,



ALGEBRA LINEAL

Seminario N°® 2 ~ Soluciones

1.

a) — 't -5 —
2 1} {1 =z is 0 2}
1 2§ {1 3 0 1 1j}
'a L =
(ABC) -{(A.B)C} 1 3 2 3
34 L
- n ] “‘L'
715 ‘ 21 15 29
(agc)’ = f18 15§ 3. o 2}f- 12, 15 =
9 1640 1 1 = ]2t 16 3w
7 16 4 ' 2 16 30
' 21 2, 27 2}
(ABC)=f15 15 16 16
29 31 34 30}
30 1 1 3 3 2
Ct Bt At = ci1(BAt) =f0 1 2 1 1
2 1 1 2 3
3 0 7 8 9 7 A 24 27
C!BYAt = lo 1 15 15 16 lé = J15 15 16
2 1 29 31 34
b) , j i 2 3]
(aBc)' = {A (BC)}' =/[5 o 3 o/{ls 1 o
13 1 2
1 2 1
b -/

(ABc)' :‘[5' o 3 o/ 12’.3 :[161]': ['161_7

/CIBtCl



- 2 -
r-
1 3 3 1{|]s
ctstcr = (eiar= {(fE o 5712 1 1 2 0
3 0 2 1ll|3
[
- =
5
coBrCt = fI9 12 22 97 lo|= [in/
3
0
2. — ] - ey
= fs: 7
- 2.2 i "2 Bza b Bas
A ¢ A ] e wel o= v -
22 4 53 | B i P33
’ ]
'2 : ABCS_J i
= ) . ‘ ) |-~
%0 baBathala fi BaTh Pt g 8s
i e ol ey ol ety A L Iy T T Y S et i M [y Al W )
c:s..l= biaBratdssByy ¢ C5a®hsaBygtds sy
{507 G280 th58a | G937 hs, 05 HA55 )
b)
Tk sl 7) 07 Xy o 5.2”1.313 Py n.5%.3 #hg
Sl act, i A B e Rl
X, 4% ol 552150 = zaz %55.2”3.332-23.3 ’3553*’3.3
a8 342 ;--r%—- ........................
X i
_5-5: 2.3) _3‘2; = %2.2" o.5" 5.2t Xy, 3.2- Zy 57 %y, %5 3 *x2-3y3
3,
a) K . _ d
R I ) (O S TR 1 0 -4 0 17
L s w« wb 3 ora o 1]l | 3 2 o7
v ¢ 1 of |~ 3 4 6 0| |2 3 4 6 0O
" . ® 1 2 —5 3 0] -1 2 -5 3 0 -’1-!

/)
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303R~/ e ® 4 e :
< ~ N -~ e® & @
{l‘h'“L - ]
Cam ) ~~
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P

0]

L 3 =2

-1l 0 1

0

1

3

6k

3k Lk

k

0

L 3 =2

4 3 =2 0 1

0 -1 0 1
L6

3

1l

-2

0
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6, L
"-"ﬁ =
Pl ° ° ° ° Y :]J. xlz z-lj I:Ui- }15
® p e [ 2 e 2
2 X X X3 X, X2
° e P [ ° o - = v
> 1331 %5, g3 %, X,
° ° ° P c . ’ =
b %0 %2 T3 Xy, %5
[ ] [ ] ° ® p [ ]
> | x50 %55 Xs3 X5, Xss
[ } L ) [ ] o L] pv vl v2 v3 vz‘ vs
P Po p3 ph» p5 pV‘ . 3
b — b
[~ : . M 1/
*11Py R X3P Pk ¥sh | T
P2 XpPy %3P P FosPa |
= | %P3 X3oP3 X3P X3Py X36Py
2P, %P, T3P, P, 5P
X51P5  X5oPs5  T53Pg5  XpPs  XgePg
"y e Lp e X
7.
a) - = - - 2]
A éd v O 20 {10 30 30 1 Sl
| ! . H
{ 1+ . . o] |30 1012 6 10 « 1 i
~ ] ] )
: 2 0o ! . 10 . . 1
REEER IR o :
30 60 ! 20 |, . . (1
|5 10 15 10 . ! 1
-1 2  DPf= - e
1 |40 20!n7
= 2 [30 10190
VA |60 200 | 55 |

1/ En donde j}q'es la produccign ffsica de bienes i,
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1,

2,

ALGEBRA LINEAL

Seminario N°© 9

Indique el valor de los siguientes determinant«s, aplicando la
definicién de los mismos,

a) {1 o | ; v) [=3 2 |; o) 2l 25t .
{2 1 5 1 - B - %
o . .2

A | . 1; o |4 3 1 g
2 2 0 3 i
A R 1 2 1 o

Verifique la validez de las siguientes igualdades y generalizando
el resultado enuncie la vropiedad correspondiente,

a) |1 2 3 1 0 2
0 0 2 2 1 0
2 0 1 3.0 3
b) 1 3¢ 0o 1 3
5 8 1 = - L -2

2 4 -2} 5 Sl,h,
c) 3 X & a x a
-l 2 0 = b b
3 1 4 z c
d) 8 6 2 . L 3 1
L 0 6 =222 o 3
el I 2~ a

/e)



e) |0 1 3 3 1 9
2 1 2| - |1 2 3
L 2 &4 3 1 9
|
£f) | ¢ 6 =2 Tamd T 5 4 1
L o 6} L, 0 6 7£‘06‘
1 2 1| -~ 1 2 1 2 1
g) |3 2 1 6 8 &
L 0 6y = |4 0o 6
1 2 1 1 2 1
h) |3 2 1 1 2 @&
6 8 4| = |2 0 &
1 2 1 3 1 9

3. a) Resuelva el ‘Al por cofactores, desarrollando por los elementos
de la primer fila,

Si: i) b 1 0
|R|= 2 4 3
7 2 1
i) 2 1 0 2
s 15 2 5
T 3 X3

b) Verifique en 3.a.1) que el desarrollo por cofactores ajenos
es nulo, realizando la siguiente operaeidn:

IR R R VL

/Le Por el



be

Por el método de los determinantes encuentre las matrices recipro-

cas de A
a) 2 . .
A=1, Lo .
Y

y verifique los resultados.

c)

As

9 -6 =2

-3 6

1-1-2

-5
L






1, a) 1

b) |-3

c) 2

£) | 2

(@)

AIGEBRA LINEAL

Seminario N° 3 Seolucidn

lx1

—2](0:1

-3x1l-5x2 = «13

i/

2 . 8

Lx0xl 4 3x3x1 4 x2x2 - 4x3x2 - 3x2x1 -1x0x1l=-17

5x/x1 - O
1 0
=5 ¥y 2 1
3 O

= A&Ux3 4 3x2x] ¢ Sxix(-1)-2x2x (-1) - 3xlx3 -

n
1
W

1/ Observar que la primera fila es jigual a la suma de la segunda y la

tercera,

/E1 valor



El valor de un determinante no se altera al trasponerlo,

I
v |0 1 3 - 0 1 3|
5 8 1 = 2 y 2 4 =2 = =24
2 4 -2 5 @ 1I

Si se permutan 2 lineas (filas o columas) entre sf, el valor absoluto
del determinante no varia aunque si su signo.

c) |3 1 4 a x a
1l 2 0 _-_-OYbyb :0
3 1 4 zZ O

Si un determinante tiene 2 1lfneas (f.o0,c.) identicamente iguales
su valor es nulo,

d)

48 y 2 - 22 x (-17) = 68

H > ®
» O o
o
i
S SR
N O W
H W

Si se multiplican los elementos de una linea por una constante el
determinante queda multiplicado por dicha constante.

e) o 1 3 3 1 9
L 2 4 3 1 9

3i los elementos de una lfnea (f.o.c.) Son proporcionales a los de
otra paralela a ella, el determinante es nulo,

£) g8 6 2 3 2 1 5 4 1
L 0 & . 68 | & 0 6 _2 g |4 °6—-z.4
1 2 1 1 2 1 1 2 1§
68 = 2l - L4

/Si los



Si los elementos de una lfnea (f.o,c,) son polinomios de n términos,
el determinante se puede descomponer en suma de n determinantes que
tienen las mismas restantes lineas, y en lugar de aquella, la for-
mada por los primeros sumancos, por los segundosS ,.. por los n -

ésimos respectivamente,
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Observar que la prinera fila del segundo determinante es igual a
la suma de la primera mds el triple de la tercera del primer determi-
nante,

Si a los elementos de una lfnea (f.o0.c.) se les suma los corres—
pondientes a una paralela a ella multiplicados por un factor cual-
quiera el determinante no varia,

h) 3 2 1 1 2 8
6 8 L - 0 y |2 0o 4| =0
1 2 1 3 1 9

Observar que en el primer determinante la segunda fila es igual a
la primera més la tercera multiplicada por tres, y en el segundo

la tercera columna es igual a la primera multiplicada por dos mds
la segunda multiplicada por tres.

Si una lfnea (f.0.c.) de un determinante es suma algebraica de
varias paralelas a ella multiplicadas por un coeficiente cualquiera,
el determinante es nulo., En este caso se dice que dicha linea es
"Combinacién lineal" de las otras,

/3.
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Verificacién:
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Siendo la matriz singular no existe su reoiproca,






CURSO BASICO DE PIANIFICACION
Especialidad de Programacién General
Santiago, 12 septiembre 1966

CONTROL DE ALGEBRA LINEAL

le Dado el producto matricial B . Alm = G p» consigne las submatrices
o menores de B y A que determinan la submatriz

- |°a3 Cu Ch.(m-ﬁl
IR Cn(m—-lzl
- Se recomienda efectuar el producto para verificar el resultado,

2s Calcule 1la inversa de la matriz A por el método de Jordan y verifique

el resultado,
- -
1l =2 1 0

1 =2 2 =3
0 l -1 1
-2 3 =2 3

=
t

en donde | A} = -1

3¢ D6 ejemplos numéricos de los siguientes tipos de sistemas de ecuaciones,
consignando explicitamente las condiciones que hacen vdlido el

ejemplog
a) sistema no homogéneo compatible determinado en el caso que
m) Ne

b) sistema no homogéneo compatible indeterminado en el caso que
m = n,e

¢) sistems homogéneo incompatible.

d) sistema homogéneo compatible indeterminado.

1/ m = nfmero de ecuaciones,
n = n@mero de incégnitas,
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