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Ecuaciones en diferencias finitas

El anflisis econémico en uno de sus aspectos exige la manipu]acién
de cantidades que reflejan el comportamiento de las va.riables consideradas
en conexién con un problema determinado., Estas cantidades:(generalmente
referidas a ingresos, ahorros. consumo, etc.) estén disponibles usualmente,
por razones précticas, para peiriodos espec:\‘.ficoa de‘tiwpo que en la mayoria
de los casos est&n espaciados en forma uniformé (datos mensusles, trimestrales,
anuales), Por tel razén, es mis realista considerar las variables econémicag
como diséretas (esto no implica desconocer la imp'ortancia de los métodos en
que se asume la continuidad de las variables). De hecho, es corriente y
ventajoso analizar la evolucién de las variables visualizando los cambios ec.
némicos a través del tiempo, Este anflisis puede efectuarse estudiando la
relacién existente entre varias variables (regresién y correlacién), haciendo
explicita la variable tiempo (tendencia) o bien tratando de explicar los
sucesos de un periodo - haciendo abstraccidén de factores exfgenos = a partir
de los acaecidos durante los perfodos anteriores (andlisis por periodos). Y/
La mayoria de los modelos de diagnéstico y programacién se ‘basan. en est.e
Qltimo tipo de razonamiento, De ahi su importancia, Ahora ‘bien, @n
ingrediente importante del andlisis por perfodos son las ecuaciones en
diferencias, Antes de estudiar las ecuaciones en diferencia y sus 'so'iiiéiones_,
. @8 netesario introducir los elementos bidsicos del cdlculo de diferencias fin’.
tas y 6:plorar algunas propiedades de los operadores correspondientes,

Funcioms

-Cowviene reccrdar que una funcién es una relacién entre dos variablen
tal que = para un conjunto dado de wvalores:(deminio’'de 1a funcién) de une
de las variables (x) - permite asociar un valor de la otra variable (la fu:.-
cién y) car cada nimero cel dominic de la funcién. ‘El valor de una funcién
para el nftero x 3 el némero "y que la relacién asocia a x, ‘Si se designa
la funciéncen y, ok valor de y en (o para) x se-distingue con yx-é y(x)..
Ejemplos de¢ funciones se tienen en:

pv Aungu se mencionan separadamente, los métodos enumerados no son
exclyentes,



l) y = 3x+2
2) ¥y = X+ 5x+1
3) y = senx
o aén en la tablas
4) x |o |3 | 5]';.o-fl15
y |5 |16 [22 [200 | 30

Utilizando la notacién anteriormente indicada, se tiene que:
en 1) y, = 2
y(3)= 11
en 2) y(l)= 12
y(2)= 35
en 4) y(10) = 200
y(15) = 300

El operador [a]

Si se estéd interesado en estudiar los cambios en el valor de.una
funcién (y) al cambiar de un mimero (x) a otro (x+h) en el dominio,
es posible definir una nueva funcién (A y) cuyo valor en x (/\ yx) esté dado
pors

Ay (x) =y (xh) ~ 5y (x)

El simbolo /N 1lamado operador de diferencia indica la operacién que
debe efectuarse con la funcién y. EL nfmero h se denomina intervalo de la
diferencia, :

81, por ejemplo, "g" designa la funcién ingreso, siendo y(x) el ingreso
en el afio x, el curbio.en el ingreso en un quinquenio estard dado por:

A y(x) =y (x+5) - y(x_) en que el intervalo de la diferencia es 5.

/En la
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En 1a funeifn: y = 3x 42, si se toma un inteérvalc de diferencia de
L5 AyQ)=y Q1,5 -7 Q) A y (1) = 9;5= 5= k5
Ay (2,7) .y (2,7 +1,5) =3 (2,7) = 11,6 = 10,1 = 4,5

De 1a definicién y los ejempios se puede deducir que es posible calcular
d:!.ferencias finitas a una funcién para cualquier valor de la variable y.
‘utiligahdo distintos intervalos, Sin embargo, desde el punto de vista de
la aplicacién de este concepto en economfa, se hard una simplificacidn que
- salvo mencidn expresa -~ serd vdlida en tédoﬁ-el, desarrollo de este trabajo.

En efecto, si se tiene en cuenta'que el anélisis por periodos estd
referido a ‘lapsos de tiempo especificos que en general sc designan por
los nfimeros naturales una vez elegidos un origen y una unidad, los valores de
las variables para los que se requiere conocer el valor de una funcién o su
diferencia .son nfmeros enteros y el intervalo de diferencia a utilizar
es 1(que puede implicar distintos perfodos de tiempo de acuerdo a la unidad
previemente elegida), Por tal ragzén, generalmente se utilizardn los simbolos
n (por tratarse de nfmeros enteros) o t (al referirse a tiempo) para indicar
las variasbles (o los némeros) con los cuales se asocia la funcién en estudio
y la diferencia se calculari considerando un intervalo igual a }la unidad.

Asi, por ejemplo: si se denomina C al consumo de un bien,

Gt serd el consumo en el afio t

c“l serd el consumo en €l afio t + 1

Ct+5seréelconsmoenelafiot+5

si la unidad elegida es un afio; pero puede referirse a meses, trienios
o quinquenios si la unidad es otra. Act Ct 3 Ct da el é.mxfento' (o dis
minuci_én de acuerdo al signo) registrado en el consumo del bien del perfodo
t al perfodo (t+1), ' N

Si p(n) designa 1a probabilidad de ocurrencia de cierto suceso en
n intentos, A p(n) =p (a+1) =-p (n) da~4 el cambio en la probabilidad al
realizar el intento (n + 1),

la diferencia cuantifica los cambios absolutos registrados en ia funciér.
al variar en una unidad la variable; por cambio relativo se entiende el

/cambio absoluto



cambio absoluto dividido por el valor inicial de la funcién, esto es:

Apl) . Act

p(n) Ct

haciendo referencia a los ejemplos anteriores. Cuando se trata de cambios
en el tiempo es habitusl denominar este cambio relativo tasa de cambio-
en el periodo t,

Propiedades del operador A

Ya se indicé que siendo "y* una funcién definida para ntmeros entercs
que toma los valores: y(1); y(2); ¥(3); eeees y{n=1); y(n), la diferencia d~
y(n) queda definida por:

D y(®) = y (n+1) - y(n).
Se puede, si se desea, aplicar el operador /\ a la funcifn Ay, de
manera que:

ANLAY 0T = Ay@od) - Agn)

A esta diferencia se ls denomina segunda diferencia (o diferencia de
segundo orden), mientras se deja el nombre de primera diferencia (o diferen-
cia de primer orden) a la definida para la funcién original,

Del mismo modo, la diferencia de tercer orden queda definida por:

ALe? @) T = AP yn+ 1) - A2 y(n).

Nétese que se anplea el simbalo A para designar la segunda diferen-
cis; igualmente Q se utiliza para referirse a la diferencia de. tereer
orden; A a la diferencia de cuarto orden y asi sueea:.va.mente. En gener:.i
Ar sirve para indicar la diferencia de orden r de una funcién, La dife-
rencia de orden r no es mis que la diferencia de las diferencias de ordeu
(r-1). - . " :

Z_‘f, Ty e LAT v

- /Bl siguiente



-5~

El siguiente ejemplo ilustra el cdlculo de diferencias de distintos
érdenes: ' s o

n | y@  Ayle) AQ v - Aly) A"y(rr) X y@)

0 -0 h 30 150 20 . 12
q5% "1 . 31 180 390 360 120
2 32 211 570 750 . .h80. .

3 23 781 1320 1 230

4 102, 2101 2550

5 3125 4 651

6 776

Este cuadro se conoce con el nombre de tabla de diferencias, Cada
ano de los valores de las distimtas columnas se obtuvo por diferencia de lot
dos valores consecutivos correspondientes de la columna irmediata anterior.

Regla de los exponentes:

De la definicién de diferencias de distintos érdenes y la notacién .
empleada para designarlas se desprende que el operador /\ sigue la regla
de los exponentess '

Aloayn)T = A ym)

AAA D = A7 y()

eral:
y en gen 1) &r As y(n) pe Arj-s y(n) i

No obstante, debe recordarse que el papel que juegan estos ™exponent-. s‘
del operador os el de indicar el orden de la diferencia correspondiente.

Ley conmutativa: la diferencia del ‘producto de una constante por tna
funcién es igual' al producto de la constante por la diferencia de la funcién,

ﬁ-) éc Tg = G.A-Yt

/Ley distributiva:



Ley distributiva: la diferencia de una suma o resta de funcicnes
es igual a la suma o resta de las diferencias de cada funcidn, .-

iii)A[yt"’ﬁ" tJ--Ayt".Axt-Ag

Relacién entre la diferencia de orden r y los valores originales de
la funcibn: es evidente, camo se desprende de la definicidén de diferencias
de orden superior al primero, que se puede expresar una diferencia cualquiera
en términos de los valores de la funcién, Asi:

yn RA[AYD-].A[yn*l - yn]gAynq,l -Ayn
2 R
FAS In = (yn+2 - yml) - (yml - yn) " Tne2 T 2yn+1 + n
¥ del mismo modo:
S
Ar o = (o) Ypep = =) Tpepy * oo * (1) ¥,

en que (r) s (l) s ete, son los coeficientes del desarrollo del binomio
(a +b)*. En resumen:

r
) ATy, =3 Dty

Tnepei

Anflogamente es posible encontrar un valor de la funcién a partir de un
valor anterior y diferencias de distinto ordens

..
V) Fpan .§o (;) Ay,

.

' 5i, a manera de ilustracién, se aplican estas expresiones a los datos
de la tabla de diferencias ya calculada: '

A 3@ = )y )+ () (D 323) s By (2 2 ()1 3(2:2)
+ (h) y(2)
D'9(2) =716 = 4 + 3125+ 6 ¢ 102 = h + 23 + 32 = 480

/y(3)=
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ca s

y3) = ) 30) + ) A 3(0) + (3)5 - (o) ¥ (3)A y(O)

y(3) =0 + 3-. 1+3¢30+15 = & | o R “ .

~ >
e

Diferencia de un producto: siuyy son dos fmé'ion:as de n, entonces
la diferencia del producto de ambas viene dada poi:” .

vi) A[%.ana vn+laun+‘ir;Avn. .

Diferencia de un cociente: dadas las funciones de n, u y w, la "’
diferencia del cociente entre ellas se obtiene por:

YN AV,
) A2 - :n ‘h
n - - n +1

Diferencia de una funcién potenciab siendo y un polinomio de grado r:
yna aln*azn"'...*arn

COn 8 895 eeese 8, constantes arbitrarias, la diferencia de crden r
de y es una constante y todas las diferencias de orden superior son m;as.

viii) _Ar y(n) = rt * a, (constante)

T . AP yn)=0 sip)r

g = > k. - .+1‘k-.‘k
Ademé..Ay(n) ,E:ZOAakn Eak[(n)..nj

es decir, es un polinomio de grado (r - 1). . .
Diferencia de una funcién factorial: se debe recordar previamente

que la funcién fact.orial de orden r (r = 1,2, 3, ess.) €s aquella funcién

cuyo valor en n estd da.do por: n( r) =n (n—l)(n—2) oo [n -(r=- 1)_,7

/4ix)



ix) A n(F) o p L)

es decir, la diferencia de la funcién factorial de orden r es r veces la
funcién factorial de orden (r - 1),
Adem4s¢

A alF) o r!

esto es, la diferencia de orden r de una funcién factorial del mismo orden es
ri. Diferencia de una funcién exponencial: si Z es una funcién exponen-

cial cuyo valor para n esté dado por Zn - a” 3 la diferencia de orden r

de z es:

x) AT a" = (a=2)" « 2"

Operaciones con A: si se tiene una funcién del operador /\ aplicada
sobre ¥, s posible realigar operaciones algebraicas en ella sin que se
altere el resultado a obtener, ¢

Asi, por ejemplo:

DA%y, +3A7, -8y = (A% +3A - 18)y_ = (A +XA-3) 5,
2) (A2+3A+2)gt= (A+2)‘(A+1)zt,A2't+3Agt+2gt
2
B)Ayn+A2yn*AByn= A+ 02+ ) v, = 1+A *AB)Ayn
No obstante, es importante destacar que £\, como todo operador, sélo
tiene sentido al ser aplicado sobre alguna funcién especifica. Las opera=-

ciones con el- operador a gque se hace referencia en este pirrafo tienen por
objeto facilitar la obtencién de los resultados,

/EL operador E



El ogerador E . - Teoos R i

o “El opérador E sirve para indicar el cambio del valor de una runcién
en un nimero determinado (y ) al valor que toma. para el nﬁmero més el
intervalo de diferencia (y x+h)'y _ Es ‘decir: =

ny =J, * h
Como ya se indicé anteriormente, interesa en especial el caso en que el
intervalo de diferencia es la unidad; en consecuencia, el opgradqr E queda
definido por: i) By, = Ypu1 '

Desde luego, puede repetirse la aplicacién del operador: ERy,
) " W ™ Txe2 « By,

x&f

La aplicaci6n sucesiva r veces del operador 1J.eva a def:m.r ii) Ery

Obsérvese que en esta definicién r puede ser neg’étivo, indicaz_zdo en
ese caso un cambio en el valor de la funcién en sentido contrario, Por
ejemplo: '

-3 -
E Tx = Ix3
Regla de los exponentes: definido de esta manera el operador E, es fécil ..
deducir que los "exponentes" funcionan como es tradicional en el 4lgebra

ordinaria: 3ii) EP . jox ¥y = Ep*qyt

Esto es similar a lo que’ oturria con el operador ‘/\+ Anflogamente,
E tiene estas otras propiedades:

I e

Ley commutativa: iv) Ep cy cEply'x (c = constante)'. B

Ley distributiva: 'v)'. -Eq(yx &;;Zx‘)' - B4 };x + "Egzx

1/ Obviamente es necesario que (x + h) pertenezca al dominio de la funcién,

¢

/QOperaciones con
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Operaciones con E: si se tiene una funcién de E aplicada sobre z;, son
factibles las operacioneé algebraicas en ella; los resultados no se alteran,

Ejemplos: 1) (B - 5E + 8y = (E - 3)(E - 2)y,
2) B+ E)E+ Vs, = (B + W + &),

Relacién entre A\ y E

Como ya se vié: . A AL AT A

que se puede escribir Ly, = By, -y,

Oy, = (E -vl)yn

Este resultado significa que la operacién que define el operador A\
es idéntica a la definida por el operador (E-1), Trabajando simbélicamente.
con los operadores podemos escribir la proposicién anterior:

1) A= (E-1)
De esta identidad fundamental se pueden deducir las siguientes:
11) (A + 1) —=E

Hi) E-A)=1.

que son fdcilmente verificables. En efecto:

1) A+ly, Ay, *3, =y, *1~y, +¥y, =By,

ii) (E-A_)yn=Eyn~Ayne‘yn+l—yn+l*ynuy‘n

Ia equivalencia anterior es importante porque implica que todos los teoremas
dsl 41gebra se pueden aplicer a estos dos cperadores. Asi, por ejemplo:

o V.= A+ 1)¥ v, - f:% (1{) N Y,

k
A= @-0y = 2 QP by,



By, =f Q1+A)y, e (k)
=f(1)yx*f'(1)A LQ)—Ay*-..-*—"Q‘LAy * eee

f“( l]

£ (A) v = f (-1+E) v =1 (-1) v, * £ (FLBy + E Ty

,—f.)jzu—‘ y +

ki -

Estas relaciones y otras similares permiten muchas veces la obtencién de
resultados que no se pueden lograr directamente, La siguiente ilustracién asi
lo demuestra: |

T ) -t—f A

« (g - zod &)

—iyhs cant A_J (< = 1)

-l
d-fa-pt-dag 76 - )

o o’
—%'—[—(1+A+&2+... —-(1— R ...)7(:: -

4-F4-8 A-B - I
—— 3@ --;‘?-A(xz 1) -2 A% (- 1)

T[&(x -1)-—(2:: 1)- '2_7

2
X . A, 4
3 9%

1 2 |
=-l) = -
;E_-h (x™ =1)



Ecuaciones en diferencias finitas

Se entiende por ecuacién en diferencias (o de diferencias) finitas
a una relacién entre valores de una funcién y de una o m&s de sus diferencias
para cada valor de un conjuato de ntmeros (que constiinyen el daminio de
la funcién),

En general, se trabajari con ecuaciones er c¢iferencias definidas pzx-
el conjunto de nfmeros naturales, No obstanto, es evidente que cualquiey
conjunto de nfimeros puede ser el dominio de la funcibna

Asf, por ejemplo, las siguientes relaciones son ecuaciones en dife-
rencias finitas (no se har4 mencién del dominio de la funcién en el entendic<:
de que est4 constituido por los nimeros naturales):

1) Ay, + 3y,=0

2) A2y, +3AT, +T, =0

3) (v )+ )%= 10

h) yt+‘2+y.t+l-3yt’=t2-7

Si en la ecuacién 1) se reemplaza Ay, POT ¥ 4 =¥, le ecuacién
queda: yn+l + 2 ¥, = d.

Anflogamente, la ecuacién.2) puede escribirse como:

Vs * Tpay =T =0

la ecuacién 3, a diferencia de las restantes, presenta los valores de
Yy y-[&yn elevados al cuadrado. Se puede, entonces, hablar de ecuaciones
de diferencias de segundo, tercey etc., grado, Se analizardn solamente
ecuaciones de primer grado,

Una ecuacién lineal (de primer grado) en diferencias, en términos
generales puede expresarse:

£fo ) vy, + £ () 5, * e+ £ (n)y, =g (n)

+r=]

N6tese .que esta dltima ecuacién incluye implicitamente una diferencia
de orden r (que al desarrollarse en funcién de los valores de I incluye

hasta yh+r) por lo que se dice que la ecuacién es de orden r, Es decir,

/el orden



el orden de una ecuacién en diferencias es igual al m4s alto de las dife-
rencias incluidas, Como regla prédctica, el orden de una ecuacién puede
obtenerse restando al mayor valor de la variable (ntr), el merior (n) que
aparecen definiendo un valor de Ja funcién, Por ejemplo, la ecuacién 1)
es de primer orden, 1a 2) y 4) won de segurdo cr3m: (todas de primer g'ado) y
la 3) es de segundo ord=1 y G¢ segundo grado,

En-la ecuacién £, £15 5 eees f ¥y g son funclones de n (pero no de
yn) definidas para el mismo daminio de e No obstante, interesa en espcci.
el caso en que: £y (n) = ay

£, (n) = a,

"fz (h) = a,

£, (n) = a,
siendo 809 815 85 eeses 3, constantes; esto es ecuaciones lineales en

diferencias con coeficientes constantes, cuya expresién general puede

escribirse:

ao yn+r + 31 yn+r.1 + s00 + a»r yn = g (n)

Cuando g(n) = 0, la ecuacién en diferencias se denomina ecuacién homogénea.
El problema que debe encararse es el de la. solucién de una ecuacién en
diferencias. ;Qué se entiende por solucién de una ecuacién en diferencias?
Recuérdese que en algebra solucionar la ecuzcién x + 3 = O equivale a
encontrar un valor de x (en este caso =3) que sat.isface la ‘écuacién, Ahora
bien, una ecuacién en diferencias incluye valores de una funcién (ym_r,
Tnspal? Tnire? ete,), pero cudl es la funcibn cuyos valores satisfacen
la ecuacién? Justamente, la solucién de una ecuacidn en diferencias es la
funcién que satisface la ecuacién, es decir, la convierte en una identidad.

Asi por ejemplo. _ _
1) v, = A 2% es 1a solucién de yy 4 = &y - 0

2) y, = A, +B eslasolucién dey +2 - 2y, + 7, =0

/En estos



En estos ejemplos, la funcién que es solucién de la ecuacién es una
expresién que define infinitos conjuntos de valores que dependen de las
constantes (A en el primer caso y A y B en el segundo) que en ella aparecen,
Por tal razén, este tipo de solucién se denomina solucién general de la
ecuacién en diferencias,

Si se asigna determinado valor a las constaices de la solucién se
obtiene una solucién particular de la ecuacién en diferencias, Utilizando

los ejemplos anteriores, suponga que se desea encontrar una solucidén para lec
que y_ = 5 en 1a ecuacién 1) y en la ecuacién 2) Vo= ey = 16:

1) Yy41 = 2 ¥y = O solucion general: y, = A . 2t que debe cumplirse
para todo valor de t, por lo tanto: 5= A, X =—I A=5

Es decir, vy = 5 e 2t define una solucién particular de la ecuacién,

2) Tnea = W4y * ¥y = O solucién general: y =4 +B
al reemplazar t por O y 1 respectivamente e igualar la expresién resultante
a los valores dados se tiene: 10 =A ,0+8B B =10
16 =A , 1+ BI A=b
de donde se consigue 1la solucién particular 7 = 6 n+ 10,

Debe destacarse que las soluciones particulares encontradas en los
casos anteriores se obtuvieron a partir de un valor en 1) y de dos valores
en 2) ~valores que se designan con el nambre de condiciones iniciales- que
corresponden &l orden de la ecuacién en cuanto a nimero de ellos se refiere.

En efecto, esto es consecuencia del teorema que enunciamos, sin demos-
tracién, a continuacién:

I, Una solucién particular de una ecuacién en diferencias de orden r
se obtiene a partir de r condiciones iniciales,

En los ejemplos, las condiciones inici2les sirvieron para determinar
el valor de las constantes que aparecian en la solucién general, que en nfimero
deben coincidir con el de condiciones iniciales, Esto es, en resumen:

Ia solucién general de una ecuacién en diferencias de orden r debe
tener r constantes arbitrarias,

/Camo se
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Como se ha visto, una ecuacién.en diferencias puede tener muchas
soluciones, Ré'éolﬁiér una ecuacién de esta clase implica encontray todas.
las soluciones. No obstante, en la mayoria de las aplicaciunes pr&cticas
se requiere encontrar la solucién ( o las soluciones ) sujeta.a detem:l.nadae
condiciones, En los modelos dz obrogramacién, por citar un caso concreto, ‘
estas condic:j.griéa géneralmente estén defin:das cor los r valores histérizos
de 1a variable (o l2s varisbles) en estudio, E1 procedimiento habitual
en estas situaciones consiste en resolver primero la ecuacién en di-ferenclas
(esto es, encontrar todas las soluciones) y después seleccionar la -8oluciér:
particular que cumple con las :ondiciones estipuladas, . Se encara, entonce\
el problema de encontrar la solucién general de una ecuaclbn en diferencies.

Solucién de les ecuaciones del tipo E-N)F ¥, =0

Ademds de constltuir el tipo m#s sencillo de “ecuaciones en diferencias q
la ecuacién A Y, = 0 permite obtener la solucién de ecuaciones mds ccmplejas,
razén por la que es necesario conocer su solucién. '

El caso mis simple lo constituye la ecuacién:

1) (E-A) ¥, = 0 aque puede escribirse y ., = Ay,

Como esta relacién debe cumplirse para cualquier valor de n, se da:
2 3 n
yn = yn_l = yn_z = Yn_B = se00e = x yO

es decir, y_ = ¥, o An es la solucién general de la ecuacién 1).

Si se tiene 1a ecuacién: (E ~ N ) = 0 _ 2)
haciendo Yy = Xt o 2, SE tiene:
l‘ .
(E i x ) t =0

*0-lo que es lo mismo: _

t r r
At y A T son constantes y ademds E = 1 =% A , por 1o que la relpoidn
~ 8e reduce as Ar 2, =0 R _ - 2r)

/AL estudiar
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Al estudiar las propiedades de algunas funciones en conexifn con el
operador , se constaté que un polinomio de grado k tenfa nulas las
diferencias de orden {k+l) o mayor., En consecuencia, la expresién:

2 -1
Ao + Alt + Azt et Ar-l o @

tiene diferencias de orden r nulas., Vale decir, esta expresién es soluciér
de la ecuacién 2!), Como se tusca la solucién general de la ecuacién 2)
se debe multiplicar este polinomio por Xt, obteniéndose:

Br AL ety o T

¢ &,
o en forme mds resumida: yy = X\ iz-'o At

la solucién general de la ecuacién (E = A )F Ty = O. Las A; son las cons-
tantes arbitrarias que debe contener la solucién,
Para dar un ejemplo de un modelo econémico, a partir de las relaciones:

P, = oL Iy
Aa.ﬁ%
que definen el modelo utilizado por la CEPAL en varios paises, y en que:
P, = producto en el afio t
kt = capital fijo en el afio ¢
ol = relacién producto-capital
ﬂ = coeficiente de inversién
(el v /5 se consideran constantes) se puede llegar a la ecuacién

Py ™ (1 + 4.) p, = 0 que escrita de otra maneras

E-Q +OC./9 )W/ Py = 0 es del tipo de ecuacicnes
cuya solucién se acaba de encontrar, Luego:

P, = A, Q +°(/$)t

/Para encontrar
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‘Para encontrar A;, ‘ila,mandé 0 al afio base C
_’. o an e
.-.Po., A(l + iﬂ) .==§~A . P, ‘
osea: - .. ;{t=p6 (1 +o(ﬂ)t

Se llega. asf a la conclusién de los modelos de Harrod 'y Damar de que
la tasa de crec.’nm:.ento del producto es igual al coeflclente de inversién por
la relacién producto-ca.pital. . T

Solucidn de las ecuaciones en diferencias en general

la expresién general de una ecuacién ‘en diferencias

RS

a'y

ner * 21 Yparel *o0ee B Yy g (n)

'y

puede transformarse ligeramente dividiendo toda la a:presién por a* (que
es una constante distinta de 0) para tener:

- ‘) »
* eee +aryn=g<n

n+r Tty n+r-l
La ecuacidén que se obtiene igualando el primer miembro' de una.ecuacién
en diferencias a cero, es decir: Tnsp * 8y Voenel + Jee t 3 yr;.-.,.O .

se denomina ecuacién homogénea (o reducida) correspondiénte a la.ecuacién
no homogénea (o completa) original, o
Para encarar la solucién de una ecuacién en diferencias es necesario

enunciar los siguientes teoremas:

/II. Si

A Y
J -
LR



II. Si y(l) e y(z) son dos soluciones independientes de una ecuacién
homogénea en diferencia, también es una solucién y(l) + y(z)

III. Si Y(n) es una solucién particular de una ecuacién completa en
diferencias e Yy es la solucién general de la ecuacién homogénea
correspondiente, yy + ¥(n) es la solucién general de la ecuacién
completa.

De acuerdo al dltimo teorema, se requiere resolver la ecuacién
homogénea correspondiente antes de poder llegar a la solucién de una
ecuacién cémpleta en diferencias; posteriormente se trata de conseguir
una solucién particular de la ecuacién completa,

Solucidén de una ecuacién h énea en diferencia

Ia ecuacién homogéneas

Sngr*Tngr-1teeeti - 0

puede escribirse:
1
(ErfalEr‘ +ooo"'ar)yn=0

Ia funcién del operador E {que actia sobre yn) sirve para definir la
ecuacién auxiliar (o ecuacién caracterfstica):

x:"ﬁalxn'l-o...oarg‘o )
Sean las raices de esta ecuacién 7\1, A 2° A 3o eee /‘ r
Con ellas pueden plantearse dos situaciones '
a) que todas sean distintas (\ 1 *] 4 para todo i, J):
la ecuacién puede presentarse entonces:
(E"Al) (E"hz) (E"*B) xXx] (E“Ar)yn=o -
No existe dificultad alguna en admitir que cuando (E -1‘1) y. =0

necesariamente la expresién anterior serd 0, Por lo tanto, si se repite
el razonamiento para loa r factores en que aparece E, se pueden plantear
r ecuaciones del tipo (E - )y = O cuya solucién ya se conoce.

Ahora bien, haciendot (E - }\1) ¥, = 0 solucién yél)z B].N;.

(B ...Az) ¥, =0 solucién Yx(;2)= B, g

(& -l.‘*) yn =0 solucién yr(lr) = Br;\';

/se obtienen
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se obtienen r solucignes. independientes de 1a’ ecua.ci&m. Seg\Sn uno de los.
teoremas enunciados, la solucién general de la ecua.cidn homogénea seré.

g, 5@, L 4 ) IR

‘n“-‘ . ) r v'.", ‘
2 * see "’ Br y - -

Fy(n) =

@) =By "7 + By

rv

o resumiendo: r Do
Ya®) = By 2 . . Coe e

N

en que Bi’ Bz, 53, ,.,f ’ Br aon las r-constantes arbitrarias que deben

:.a'

aparecer en la solucidn. e g e

.

b) que algunas de las raices de la ecmcg.&z apxi]dar sean iaguales

(7\1 Adparaalgdnl,.‘]) P o
la ecuacidén se reducirfa en este caso a- T
q . . ‘ .
(E- )(E-Az) o (B - ﬁ‘) R

p y Q indican el nimero de raices iguales a AZ y /\ respectivamente.
Razonando de manera similar a la empleada en el caso anterior, se ' :
tendrfan las siguientes ecuaciones: Co

E =~ ) )y =0 solucian; yx(xl); C:L. A g
(E & ) Yn = O ORI N Y(2)= A ; :é :)Di. ni
: , RTL R .3 : q;‘:ml= .
E-AYY =0 Y&% = x 20 Lyn'

de donde, la soluc16n general de la ecuacidn homogénea ser.{a..

YH(n)"c hl*hz Znn P+ o0 'h ZLn ' ‘;./‘-

foe
5 N .

en que cl, D 4 ¥ I'i son las constantes arbitrarias de la. soluc:.dm (deben

tenerse r constantes por ser r el orden de la ecu.aciﬁn).

)

>y
VX

1/ Se puede demostrar fécilmente que esta es la solucién general buscada., -
El nfmero de constantes arbjtrarias (que debe ser igual al orden de la
ecuacién) puede ser un indicador de ello.

e c ot : /los siguientes
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Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento descrito:
1) Vxa2"Txe1* =0

(B -5E+6) 5, 80

Resolviendo la ecuacién auxiliar 22 -5z 4 6 » O que tiene las
rafces 2t = 3 y 2" = 2 se tiene:

(E-3)(E~2)y ,

(l) x

que conduce 2 (E=-3) y, =0 de solucitn y = A . 3

y (E~-2) Yy =0 cuya solucidn es y(z) B.2

En consecuencia, la solucién general de la ecuacién 1) es @
yyx) =A .3 B .2
2) Ty 43y 4t AW -8 =
(& -8 e 22E-28) 3, =20
la ecuacién auxiliar J? - e ¢+ 21x ¢ 18 = O tiene las raices
X'z3,x"g3, x" =2

por lo tanto:
(E - 3)2 (E - 2)yt -

por lo que:
(& =-3)%, =0 cuya solucién (1)3 (At « B)
(E - 2)yt =0 de solucién yéz): c. 2*'

La solucién general buscadas
yy(t) = 3%t +B) 0 C . 2°

Obtenci e Jucién wlar
El procedimiento para obtener una solucién particular de la

ecuacién y, | .+ 8y, . _ 1%+ ess #2387, =8(n)

‘depende bisicamente de la forma que adopta g(n). Se contemplan los
siguientes casos: ' .

/a) g(n) = k (constante)

(¥ = constante)

?
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a) gln) 3k (constante), ~Probando como-eolncidn y, = Y se 1lega a:
X = constante)
—— k__ -
(n) 1"31""2"§o.r‘ar L.

o

4

cemmT L saw &

Si1 1+ ai_vaz_v ces T 8, = 0 , se introduce ¥, :Tn

encontrindose:

-Y-(h)f' —— .

_L.I.-Iz_?'2- eee = T8,

Si se presenta el casd excepcional de que todavia
. - 2
23, 4 oo #ra =0, se definey_ -~ Y , n que conduce a
al 2 r ’ n K q .
2
Y(n) =- o 1l
ﬁ. - , - 3 33 - sse o= rm

Aunque es dificil que ocurra en la préctica, si se da

428, + 4 se0 48 = se prue yg-'?.n‘ ¥y sucesivamente
8, + 28, « 3%, %a =0 bay =T, 0 ivament
Y. n", . ns, etc si fuera necesario.

Ejemplos: TS

1) La solucién de yx‘_z_-Syx‘l-&éyx-Ses

Je=A 3 4B. 2504

que se obtiene sumando a la solucién general de la ecuaclén homogénea
correspomiiente la solucldn particular encontrada por-

8
EoT o v el
! 2) Lasoluciéndeyb'lj-Byt’2+21yt_.l-18yt-25

se encuentra sumando a la solucién general de la ecuacién reducida
correspondiente (ya encontrada anteriormente), el valor de .

/Y () =



25 - 22
l-8421~18 -l

Y(t) -

=3%at «B)+C. 2" - -2;?

b) &) =nf+bn* "1 a .. 4 (polinemio de grado k)

1a ecuacién completa de diferencias se puede escribir
£ (E)yn = g(n)
Una solucién particular puede logré.rse haciendos

Y(n) = | ¢ (E)}q g(n)

T = [0 +&] g(n)

que se puede desarrollar en potencias ascendentes de A llegando hasta
(ya que se sabe que las diferencias de orden superior al grado de
_un pol:momo son nulas) y evaluando las diferencias correspondientes,

Ejemplos
2
yx’z-hyxgx-l

que tiene una ecuacién homogénea cuya solucién se puede obtener por el
método enunciado, Escribiendo: (E2 - h)y =0
(E-2)(E4+2)y, =0
se llega a: yH(x) =A. 2* & B(=2)®
Para la solucién particular:

@ - b - a4 [ A -
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-]
Y-} L - T Ro sk Fa s Aridady et
e e Aéz .
e N e e

¥ (x)-%[—%-%A-%A2+ o] (= 1)

f(x)-%[—%(xz-l)-%(-?x*l)-%'2_7

)
?(x)-"-g-: -%x-%

Ia solucién general buscada:

Ve = ¥p (x) +¥ (x)

=

2
e Zer oreF e g

c) g(n) = a® (funcién exponénciely

De la ecuacién f(E) Yp = g(n) se deduce:
¥ (n) = _rii')_ g(n)

; n
en este caso: Y (n) = -1-,-%55 a" = ??a—
Ejemplo:

la solucién general de la ecuacién hmnogénéé correspondiente es:

t e REE
IH(t)=3 (At+B)-+C.2

la solucién particular:

/(‘xe.‘3 -8E%+



-2 -

(E3 "',8 E2 + 21 E - 18) yt - St X _:.‘._'

.

Y (t) = — 5% o
B> - &% + 21E - 18,

53852 21 e 5= 18

JOp

es decir, 1a solucién general de la ecuacidén es:

Y (£) =3° (At+b)+C-2t+—1'l-5

d) g(n) = a® F (n) é" (n): polinomio de grado finitoJ

En la ecuacién f (E) ¥y, = a" F(n) hacer ¥y, = a u, con 1o que se
logra:
n. n
f(E)yn=f(E)a u =a f(aE)un

y 1a ecuacién queda: a" f(aE)un = 2" F(n)
f(eE)u, = F (n)

can 1o que,,siendo F(n) un polinomio de grado ‘finito se cae en el caso b).
Esta situacién se puede extender facilmente al caso en que F(n) =
constante que se reduce a una situacién conocida,

Solucién de ecuaciones en diferencias de otro tipo

Existen algunas ecuaciones que pueden llevarse con relativa facilidad
a una ecuacién lineal con coeficientes constantes, Antes de dar ejemplos,
se enunclan otros dos teoremas:

IV, Si la solucién de:

F(n, In? Tne1, **° Iner

es conocida, también se conoce la - soluci6én de: ot

)=0

2

F(n, 2 0 n+g+l? **° “nipss

)=0 .

[Ve Sise



- 25 = 2

Ve Si se conoce la solucién de:

F (n, Tn? Tnep? oo Yn,,r) =0

también se conoce-la solucién de:
Pfn, £(2), £(2,) e £, )T =0
Ejemplos: 1) (n + 1) ans-; nzn+h =0
zn#h = Jn

(n“'l):’n.*l"xvn. ‘0

Ay, =0
cuando se tiene una diferencia nula, eésta debe provenir de una constante
! ay_ = »
QL
In n
- . n‘
zn ol
o 2
2)Zn+l-zn-l
2
VA o=
“n In
Vol ~Vn = 1
Ay, =1
¥, = m% A
Z° « n+A
n

/Sistemas de
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Sistemas de ecuaciones en diferencias

Hasta ahora, se han considerado solamente ecuaciones en diferencias
referidas a una sola funcién; sin embargo, dada la interdependencia de los
fenémenos econémicos, hay problemas para cuyo estudio es mds adecuado emplear
un sistema de ecuaciones simulténeas de diferencias que presenten de modo
explicito las relaciones existentes entre las variables que condicionan los
factores a analizar,

Se tratard ahora de plantear la solucién de un sistema de ecuaciones
en diferencias, Por razones similares a las indicadas en el caso de
ecuaciones de una sola funcién, se limitard la exposicién a los sistemas
lineales con coeficientes constantes, _

Bésicamente, el procedimiento de solucién de un sistema consiste en
eliminar una (o varias) de las funciones de manera de obtener una ecuacién
referida a una sola funcién (de solucién conocida) que permita, por
sustitucidn, encontrar las expresiones correspondientes a las otras funciones.
Debe destacarse de esta descripcién que solucionar el sistema implica,
entonces, determinar las funciones que satisfacen simultédneamente las
ecuaciones que camponen el sistema,

.Los siguientes ejemplos, demuestran el procedimiento descrito:

l) yt+l"6yt"'8xb=-—9

la segunda ecuacién puede escribirse: Yim1 = x% =0

de donde puede obtenerse:
8 ”£—1 -8 X, = (o}

sumando 7R} -6 A 8 X, = «9

Ve "O0Fy tEBY g =9 -
ecuacién en que sélo aparece la funcién y. Resolviendo esta ecuacién:
(E - 6E + 8) yf-l =0

(E - A)(E-z) Yeq = O

yh‘(t) A NP
y en consecuencia y (t) = at ca+2® B3

/Cano &t'l'l =



n

~ Restada esta, ecuacién d= la primera: -

-?_7-

Como xy =¥yt x (8) =4 " a2t 5o

Yo T B =1
de la segunda ecuacibn se concluye que: Tpey = DHgap = 1

yt+1;-82t"--ll

3sé obtiene la expresién: 22, 5= 8z, = - 12

vt

en que sblo aparece la funci6n z, Para resolver esta ecuacibén, se escribe:

Bpap = b By == 6 :
2
(B - 4) zg = - 6

(E - 2)(E+2) 2, == 6

y la solucién sers: 2, = (--2)t oh+2eB 2

se sabe que: y, = 2 Zpe1 * 1 por lo tanto

t+l

Ty = 2, (2" eas2.2Mepas

N6tese que las ecuaciones de ambos sistemas incluyen valores de las
funciones en un intervalo de un perfodo, por esta razén se dice que son de
primer orden respecto a cada una de las funciones, Puede ser un sistema de
orden r respecto a una funcién, de orden p respecto a otra, de orden q
respecto a una tercera y asi sucesivamente, Si se recuerda la relacién
entre el orden de una ecuacién y el nfimero de constantes arbitrarias de la
solucién general, se puede concluir que el nfmero de constantes en la
solucién de un sistema debe coincidir con la suma de los érdenes respecto
a las distintas funciones, Esto es importante: al solucienar el sistema,
porque encontrada una de las funci@dé§ (con sﬁsbrespectivqs conetantes)

/las restantes
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las restantes se obtienen con las constantes yne aparecen en esta primera
expresién (generalmente incluye todas las constantes requeridas), Lo
mismo ocurre con las condiciones iniciales: para encontrar una solucién
particular son necesarias tantas condiciones iniciales referidas a cada
funcién como lo indique el orden norrespcndiernte en el sistema,

Es obvio que la funcidén eiiminada al solucionar vn sistema puede
ser cualquiera de las incluvidas. Dependiendo del orden en que se obtengan
las funciones se llegzrd a expresiones ligeramente distintas; no obstante,
la relacién entre las distintas funciones no se altera, Asi, por ejemplo,
en el ejercicio 1) si se hubiera eliminado "y" se hatria encontrado
x, = At t+l oA+2t

v

o A+ 2t e« B = 3 que conduce a la expresién v = L +1, B=3,

Estas soluciones aunque difieren de las anteriores, guardan entre si la
misma relacién que las otras, Del mismo modo, en el ejemplo 2) resolviendo
primero la ecuacién en y, se obtiene:

yo= (2% a2t emss
de donde se tiene que: '
by, L Lt 1
g, = (=2)" * A . S +2 eBez+2

Otro procedimiento de solucién

Si bien el método anteriormente indicado es de aplicacién general,
el uso del operador E proporciona una alternativa m4s éimple para
encontrar la ecuacidén a resolver en primer término. Se describe esta -
alternativa utilizando los ejemplos anteriores:

1. Yin -Aéyf 4'8x% =-9
Yo} =0 -
El sistema puede presentarse:

(E-é)yt-»axt=—9

yp = By = 0
Aplicando a los operadores la regla de Cramer:’
E-6 8 = |=9 8
yt = .
1l -E 0 -B |

/se llega a:
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se llega a: &E—-6) (-E) - é] ¥y = -E (-9) -08
(-E° + 6E-8)y, =9

que es la misma ecuacién a la Que se llegé anteriormente,  Dos cosas
importantes deben destacarse: i) encontrada la fﬁncién ¥, la obtencién
de x debe hacerse por sustitucién (no es posibls repetir la aplicacidn
de la regla de Cramer porque llevaria a un resultado incompatible con
el conseguido para y); ii) cl grado de E en el determinante que define
la funcién de E que actda sobre Yy indica el mimero de constgntes que
contendrd la solucién (no debe perderse de vista que de ese determinante
se obtiene la ecuaci¢n caracteristica del sistema),

20 yt+l — 8zt = .ll
e

puede escribirse:

aplicando la regla de Cramer a los operadores:
E -8 E -11

St=

1. =2E{, 1 1
se llega 2 la ecuacién: (--2E2 + 8)2t =E,.1+1
o lo que es lo mismo: (E? - h)zt = .6

ya resuelta al tratar el método anterior.

Solucidn de un sistema de ecuaciones en diferencias utilizando matrices

En primer lugar, se analizard la solucién de un sistema de ecuaciones
en diferencia de primer orden para las distintas funciones.
Un sistema homogéneo (o reducido) de primer orden puede presentarse:

4 =
[y |
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= + + +
VigHL T B Vg TRy Vo Toeee TEL Vi

= + +
Yoper =Dy ¥pp F P Yoy Yoo A T

. . . .
°. ) .o
] . .

Yo AL Ty *An Yo * e AL Vg

en que ¥y, ¥, y3, vee Yoo rcpresentan r funciones distint.as de't que
deben encontrarse al ser resuelto el sistema.

- -~ ’
Llamando: (Y144 N1t
v Yat41 Yot
4 =] v, =1
y y
| “rttl ] Urt ]
’ <

%l A.2 /(3 A'r

el sisten_\a se escribe: 'V =A"° Vt

T+
Dado que esta relacidn debe cumplirse para distintos valores de t,
se obtiene como solucidén general del sistema: v, = Ab - LA

V, define el vector de constantes arbitrarias.
Conociendo la solucién de un sistema homogéneo de este tipo es
relativamente sencillo solucionar el sistema:
= * +
Vt + ‘A Vt k
enque | ky son constantes.
b .

kr
\ -

En efecto, la solucidn general de este-sistema se encuentra sumando

a la solucién del sistema homogéneo correqundie_nté » una solucién particular
del sistema completo. .

/En el
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Bn-el cado-emuncidde basta hacer V, = V

-

<= <l

i

-

'~

-

-3l=

t ;

=

que ¢s un vector de constantes.

| pafa encontrar la solucién particular buscada.,
Una ilustracién del método

es la siguiente:

T - by O =
Fy =Xy = O
. . | ; o s
Ve =0y =B -9 [y |6 - -8 -_r"t L =%
Xgay = ¥y ) 2 |j‘t o
Kok | J L L

"Para‘solucionar este sistema, se resuelve primero el sistema reducido

P 6 '--8.T v,
Yen| _ |
:r.t 4] _l Om xt‘
que tiene por solucidn: -
o ~ -~ - t - Y
Y 6 =811y,
th Al of |x I
La séluc_:idn particular requerida se obtiene:
T fe - [T} | [
x 1 of |x 0
que equivale a: & N
Y. =3
x| 13|
En consect_xencia, la solucién general del Sistema completo es:
\ f6'. $\ 't 2' \ 'l 3‘
J
; 1 0 x 3
) RN ey R I /étodo de




Mé&todo de traslacidn: conversién de una ecuacidn en diferencias en un

Sistema de primer orden
La solucién del sistema de primer orden en base a matrices descrita

en el subtitulo anterior, tiene aplicacidén en la resolucidén de ecuaciones
en diferencias de cualquier orden. En efecto, es posible construir
sistemas dec ecuaciones de primer orden cquivalentes a cualquier ecuacidn
en diferencias por el artificio de definir nuevas funciones que impliquen
un desplazamiento de la funcidn, que aparece en la ecuacidn que sc desea
resolver, con respecto a los valores de la variable. Debe destacarse que
hacer esto no significa reducir el grado de la ecuacidén caracteristica
(ndtese l¢ que ocurre al aplicar el operador E a la solucién de un
sistema de primer orden: si hay r ecuaciones la ecuacién caracteristica
es Ce grado r), La ventaja radica en que, en cierto sentido, los
sistcmas de primer orden son mis sencillos de analizar que los de orden
superior,

El desplazamiento de la funcidén a que se hace referencia en el pdrrafo
anterior (al procedimiento se lo denomina método de traslacidn) se
expone a través de los ejemplos siguientes:

o Yup = Wy H3y, =0

Se introduce: y:' = Tin

* . g
yt+l "h}'{' = Byt .

Este sistema es equivalente a la ecuacidn original de segundo orden.

- ¥* es una- funcidén distinta de y definida de tal manera que, sus valores

se presentan "destasados" con respecto-a los de y. La solucidn del
sistema es-obvia: o . ;

~ Y 4 g
,Fyt 1 S RS Lo
3% = . 3
Yy b -3 Yo 3
) . -X l
La ecuacién ca?acteristica del sistema: . +3 xéhA =0

es la misma que se obtiene para 1a ecuacidn originai.

/2. El sistema:

PAl
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~
» T + - .- -
2. El sistema: yii3= iy *Wpn *V - X =5
Yedo = Wpay T T T T 1
puede convertirse en un sistema de primer.orden équivalenﬁg haciendo:

co=

Vot T Vg
Y1 " Ten
Yop4p = Wy ~ g — Yy Y3x *O

Xeqg = Tpp * W - W +1

Yy» © ¥, son dos nuevas funciones que implican una traslacién dé y. El

sistema puede escribirse:
-

r - ™ N
wa| [0 0 1 Of [w, 3
T = Ly gy 2% R
| |2 22 3| (e T|s
b Lo of x| 1]
\ PO ' I S A

de solucién conocida.

Solucidn de sistemas de ecuaciones en diferencias con ecuacién
caracteristica con rafces distintas (sin rafces mfltiples)

Un sistema de ecuaciones en diferencias con m ecuaciones puede

presentarse:

1l

Py (B + Prp(Edpg + oo + P (Bl +ky =0Y

le(E)ylt + 1.>22(1~:)y‘2t + ...+ PZm(E)ymt + k, =0
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P (BXyy * Prp(Blypy + eoe® B (Blypy +Xp =0

Pll’ le, th, etc, son las funciones del operador E que actuan sobre

cada funcién (yl, o1 Vgs e ym) en cada una de las ecuaciones del

sistema.
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En términos de matrices:

ol b P \ - ~ "

Py, (E) Po(B) . Py (E) e ky 0
Py (E) Ppo(B)  oe. Py (E) Vot 5 ky 0
P (E) Po(E) . B (E) T k) \o

~ -] ‘. #» “* /

es decir: P(E)yt +k=0

Para tener la solucidn de este sistema se requiere conocer la
solucidén del sistema homogéneo (o rcducido) correspondiente: P(E)yt =0
Si en esta expresidn se sustituye: y, = xv P*(x)
xt' es un escalar y P*(x) es la matriz adjunta de P(E) en que se ha
reemplazado B por x., Entonces:

P(E)y, = P(E'F (x) = x"P(x)P" (x)
por propiedad del operador E [(f (B) K" =X £ (X ):l
Recordando que el producte de una matriz por su matriz adjunta es

igual a la matriz unidad por el determinantc de la matriz, se tiene:

xtP(x) P*(x) = lP(x)I
tP(x)‘ es ¢l doterminante de la matriz P(x)., En resumen:

PENXP (x) = x* T |P(x)]

El segundo miembro serd nulo (es decir, una matriz nula) si el
determinante ]P(x)‘ es nulo (para ello x debe ser una rafz de la
ecuacién definida por IP(x)’ = 0 y que so puedec denominar ecuacién
caracteristica,

Como el segundo micmbro cs una matriz nula (todos sus elementos son 0)

%, M 3 .
de orden mxm, si se toma una columna [ Py (x)Jl cualquiera de P (x) se tiene:

P(E)xt'P: (x)=0

/El segundo

1/ El método que se describe a continuacién aparcce en "Economic
Dynamics" de W,J. Baum6l, de Mac Millan Company, Nueva York, 1959,

)
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, Bl segundo miembro es un vector coJ,umm nulo de orden m (todos
sus elementos son ceros), mentras el primaro es una expresi&: equivalento
a P(E) ¥, cuanto y, toma el valor xt’ P*l(x). Nétese que por la
igualdad anterior se puede deducir gue v, . xyt' P, (xj) es una solucién
del sistema homogéneo de ecuacicrnes en diferencias P(E) Yy = O (er sirve
para designar a una rafz de la ecuacién caracteristica),

Es ficil observ_ar, por ser homogéneo el sistema, que si se multiplica
el vector columna que represeta la solucién recién indicada por una
constante, el producto es también una solucién, Ademds, recordando
wue la ecuacién caracteristica tiene varias ra:[ces-/ ¥ que la suma de
varias soluciones independientes es también solucién del sistema, la
solucién general del sistema homogéneo serd:

w2 es el nimero de rafces (todas dietintaa) de la ecuacién
P (X) = (<]

v J’ son constantes arbitrarias

P*i(xj): es una columna cualquiera de la matrisz adjunta Pﬂ'(xj)

Para llegar a la solucién del sistema no homogéneo originalmente
planteado, es necesario encontrar una solucién particular para sumarla
a la solucién general del sistema homogéneo correspondiente,

Dado que el vector est{ formado por constantes, la solucién parti-
cular puede obtenerse haciendo yu s Y (vector de funciones y sustituirdo
por un vector de constantes),

Entonces:s  -P(E) Ta kao
permite encontrar los valores de i,

2/ Para la aplicacién del método es necesario que todas las raices
sean distintas, El caso de rafces miltiples exige un procedimiento

modificado,

; /En consecuencia
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En consecuencia, la solucién general del sistema homogéneo planteado
viene dado por:
Ty = jE:: V ) .1

A manera de ejemplo, se resuelve el sistemas

Tte2 "2Vt 41 * ﬁx‘%n41‘5ﬁa‘5=°}
Tt 1~ F1t + 7= O

Ezylt-zEyRé yltaEyzt.&syztosgo}
Eylt-zylt 42y2t &7=0

(E2-2E-sl)ylt-o(Ea5)y2t¢-5=0
(E-Z)ylt«s 2 T #7290}

En este caso:

P @) o [ﬁ 2E41 E;si
PO o { w2xel 125}

2 ~5~x |
Pt = ,
@ = ‘,2-3: x2~—'-2x41}

V'P() V,-xz-_Zxal xs$5: 5

kx‘ = 1 x-2 2 |®

' P elx42ax =a3xe10z0
2 aTxel2g0

xt =4
x"=3

AT S e F2=]
l’:,__z 9 P"’(3)::{.-1 A

/La solucidn
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