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a)

I. '-L& FUNCION DE ‘PRODUCCION 'SUBSTITUTA—“-/

Y

Modelo de capitales heterogéneos del tipo de la programacibm lineal

Hipbtesis

Samuelson comienza analizando el caso de un modelo en: €l cual las

hipbtesis son las siguientes:

a)
b)

&)

d)
e)

-f)

g)

h)

,Existe una amplia gama de bienes de capital;

cada bien de capital se complementa con un equipo fijo de

, trabajadores, es decir las isocuantas son del tipo'de Leontief;

_se produce una sola clase de producto final homogéneo;

existen rendimientos constantes a escala;

l?g bienes de capital se han depreciado s8lo gradualmenté con
el tiempo -y la sociedad no puede convertir un bien en otro sino
solo por el procedimiento .de negarse a reponer un tipo parti=-
cular dg bien, mientras se produce otroj :

para conservar el bien de capital homogéneo independientemente

de su edad, supone una mortalidad del mismo proporcional al

£ ]

stock (K¢). Es decir, igual a: AT

o

< kg

existe un solo factor de produccibn "primario" (o no producible)
que serd el trabajo o una combinacidn de trabajo y tierra;
existe una situacibén de competencia perfecta y por tanto, no
hay dominacién monopdlica o monopsdnica. Se puede pensar esta
economia como un estado completamente planificado que se

organiza para alcanzar el Sptimo paretiano y utiliza precios

Samuelson, Paul: "Parable and Realism in Capital Theory: The
Surrogate Production Function'". Review of Economic Studies, Vol.XXIX

/de Lerner-lange,



de Lerner-Lange, equivalentes a los precios sombra de las
variables duales en'un probIetia de programacién lineal

i) si se produce con el capital« este no necesita de/3 ni de

.n1nguno de 1os otros. Cada ‘tipo de cap1tal se comblna solo
- < pon é17trabajo o el "factor primario".

No se puede hablar de una funcidén de provduccién sino de numerosas,
de acuerdo al tipo de bien de capital utilizado.

Samuelson precisa que cada bien de capital ‘@alfa luce enteramente
diferente de otro bieh de capital beta. Asi sea uno de ellos un arado;
otro, una maquina herramienta o un telar, o un arado mucho mas mecani-
zado. '"No hay alquimista capaz de:convertir uno de estos bienes de
capital en otro'. |

Por otra parte insiste en que "asi como alfa mas trabajo pueden
producir el producto final se supone que también pueden producir un
fiujo de nuevas miquinas alfa'. .A su vez, supone que se necesita la
misma proporcidn de insumos sea que la industria- produzca el bien alfa

o el bien de consumo. .Lo mismo para beta, gamma, etc.

b) La frontera de precios de los factores -

En primer lugar, se pregunta cual seria la frontera de precios de
los factores si no hubiera més que un capital fisico K./ . En ese

Caso es una recta como la figura 1.

Fisura i

w P
N
PV N

g

/dande N ¢ indica



donde N ¢ indica el méximo salario posible (con r:=:0) 7y Mg la méxima
tasa de interés {con w =:0)

Dado: que para,cada:capital.K/q » K¢ eteo, se puede determinar
la frontera de precios (una recta con pendiente particular) se construye
luego.la "frontera dptima" del sistema (ver-figura 2), la que da el
miximo nivel de w y r, la t&cnica que lo hace posiblé en'thada caso 'y
el "tipo de capital" a utilizar y producir (Obviamente, habys téenicas

como la.¢ que no se utilizar&n nunca, pues siempre habrd algiha'superior)

«k

sFigura 2

frontera de precios

Una vez @éterminada la' frontera Sémﬁéisoi)iﬂ§ierq 148 participa-
ciones relativas dél trabajo ¥ el capital en un punto como A de la
figura 1;"cisndo sblo se conocéh W {'r en dicho punto. Si A estd en
un punto de la curva en el cual la misma es continua y carente de
éngulos se soluciona el problema utilizendo la elasticidad de Marchall(E)
en el punté. Si el punto A estd’ en unuéﬁgulo de la curva habra una gama
limitads de participaciones posiblés, acotads por las elasticidades

extremas que se dan en dicho &ngulo.

¢) La funcidn substituta de produccidn

Lo que busca Samuelson es construir una "seudo-funcidn" global,
cuyos "factores' de produccidén son un bien de capital homogéneo fisica-

mente (una "gelatina de capital homogéneo") y el trabajo, que se comporte

/V"ecomo si"



"como si'" fuera el modelo de capltales heterogénaos ¥y que permita
iprededir el ‘fuhcionamientd del’ sistema.

Esta seudo funcién o funcién substituta producé un solo bien final,
que sifve como bien de tonsumo ¥ de ¢apital. Dicho bien final es
'ademas, en’ cada ‘destino infinitamente substltulble en una pr0porcibn
de un6 & uno. La ‘seudsifuncidn’ es homogénea dé primer grado, continua
y tiene derivadas parclales que se "comportah bien'.

El probléma congiste en cémo determinar el stock de capital
"substituto" en cada Situacidn de equilibrio, que se comporte como el
stock de capital heterogéneo y real. Samuelson propone:

a) calcular la pendiente de la frontera de precios de los facto-

res en cada punto;

b) multiplicar por ella la cantidad de trabajo, L o alternativa-

mente:

i) en base a la tasa de interés de mercado, la participacién
observada de la fuerza de trabajoﬂen’él producto y el valor
del producto d ' ;

ii) calcular-et-valor deX oapztal -Mgelatina", J, el que
tiene que ser 1gua1 al valor de balance de los bienes hetero-
géneos de capital, evaluado cada uno de ellos a su precio -

:de equilibrio- del mercado. Sea J la parte del producto
obgervada, ‘que.corresponda a la participacidn de los factores
distintos del trabajo capitalizado a la tasa de interés o
gananeia del mercado. Luego
Br=adr= P‘(A<+ P( D‘ ees

"+ dende los precios de mercado de equilibrio. de los diversos

' . capitales cambian al cambiar w y r a lo largo de la, frontera.

- Foapent e \gpase /Il ANAESIS ¢ .
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II. ANALISIS CRITICQ

a) La frontera de precios de los factores de Samuelson

A contipnuacidén se hace un breve andlisis critico baséndose en
Harcourbd/

Este autor parte de una demostracidn mas general de la frontera
de precios en un modelo como el de Samuelson.

Sean dos act;vidades YW 2 que producen. X1 y Xa Yy cada una de las
cuales utlllza como insumo a la otra y trabajo directo. Suponiendo que

la mercanci{a. 1 es el numeraric se puede escribir:

i
o

;[ (1 + r) (x11x1 + sz21x Yoot wlo X, =

2e (1 + r) (x12 5 % P xazxz) + wloax2 Pax2

donde xij = insumo de la mercancia i por unidad de producto j

De 1 y 2 se puede escribir

(x11 4 22X2 - %5.X, 12X ) (1+r) - (X2x11x A x1x22X )(1+r)+x X

3. W =
(looXoXp1Xq = Tork XooK,) CHr)  + 10X X0

2

3 muestra que mientras mayor sea 2 menor serad r, pero la funcidn
puede ‘ser lineal, concava o convexa. Cabe sefialar que: )
a) 8i existen limitaciones para la eleccidn del lapso de gestacién de
un procésc no estd asegurada la monotonia de la relacién entre

wyr (1);

1/ G.C. Harcourt - "Some Cambridge Controversies in the Theory of
Capital", Journal of Economic Literature, junio de 1969

/b)  Aun no



b) Aun cuando no existiendo la limitacidn anterior la funcidn puede
ser cdncava o convexa;g/

c) En el caso de Samuelson los dos bienes pueden ser tratados, para
cada técnica, como un sélo bien, hipdtedis que hacé lineal a la
funcién; Uha vez4éstab1ecidas las funciones 1in§a1es, se puede
construir la frontera de precios de los factores de Samuelson,

como ya se ha visto.

b) La aproximacidn de 1a "frontera" mediante la funcidn subrogada

Como se ha viéto; el procedimiento posterior de Samuelson consiste
en demostrar que la frontera "“real' puede aproximafée por medio de la
seudo-funcidn en la cual el capital y el producto estin formados por
"jalea". Esta funcidn recfierdese, es homogénea de primeér grado y los
factores reciben como pago (por obra de la competencia) su producti-

vidad marginale.

2/ Ver Joan.. Rob1nson y Naqvi, K.A.: "The Badly Behaved Production

Function", Quart J. Econ. Vol LXXXI, N2 4, 1967 pp. 579-591

- Brown Murray "Substitution Comp051t10n Effects, Capital
Intensity Uniqueness and Growth - Ed. Journal

- "Heterogeneous Capital, the Production Function and the Theory
of Distribution' - Rev. Economic Studies

- Hicks, J¢ "Capital and Growth" - Oxford, Clarendon Press, 1965

- Spaventa, L: "Realism without parables in Capital Theory" =~
Recherches récentes sur la fonction de Production - ¢entre
d'Etudes et de Recherches Universitaires de Namur, 1968

/Teniendo en cuenta



Teniendo en cuenta las caracteristicas de la'funéién puede estable-
cerse la relacibdn entre J/L (donde J es el capital y producto "Jalea")

Y los valores dew y r como lo muestran las siguientes figuras:

Figura 3 Figura L
T W
/
J/L J/L

=

Estos valores corresponden a puntds de la frontera de precios de

~

la forma indicada en la figura 5

Figurahé :

A su vez, la elasticidad marshalliana en cada punto de la
frontera es igual a la distribucién del ingreso. En efecto, se
tiene:

k. 'y = rk + w (donde el precio de la "jalea" es igual a 1 )
5. dy = rdk + kdr + dw dy

Teniendo en cuenta que dados los supuestos r = ==, dividiendo (5)
dk

+

por dy se obtiene:



- 8 -
kdr + dw
6o 1 = 1 + ==memme— 1o _que implica que
_ay 3 B b
- dw <
7« k =m-ww= ., es decir que k es igual a la pendiente de la frontera de
dr

precios de los factores (para una técnica especifica)
Pero la elagﬁidi&ad de dicha curva, E, es: E

8. E =« -3 g—g = -3 k = -:;-% = distribucién del ingreso

Conociendo entonces E, a, w, L, puede determinarse J. Por otra

parte,_ en la funeidn -subrogada menores r estéan-ssoeciados-con.mayeres
%'e~% ‘ ‘ b uT

Pero, como ha sido sefialado por varios autores, si se deja de lado
el supuesto de Samuelson :de que la,relacidn entre-r y w es una:lfnea
recta para cada técnica, puede darse la reversibén de técnicas, es decir
que un método sea mas rentable con dos o més niveles distintos de r
(por ejemplo r, ¥ r2) mientras que para;valores intermedios entre r,y

r, lo sea otra técnica, como lo muestra la figura siguiente:

Figura 6 .

(el trazo grueso indica la frontera para las
dos técnicas)

Ademéds, como lo sefiala Harcourt, las elasticidades E-sobre la
frontera ya no proporcionan la distribucidn del! imgreso. En efecto,

se tiene:

4



rk + w ¥y luego

\O
°

V]
1]

00 & e S

r

A su vez, se vid que k = = %% peroc k no puede ser igual simulti-

—~ , salvo que la frontera para cada método sea

dw
neamente a - g y a -

una recta.
. }a demostracién de esta imposibilidad es la siguiente (ver Harcourt)
B g .

65

Figura 7

Sea el punto P de la figura 7, donde la frontera para una técnica

es cdncava respecto al origen. La tangente trigonométrica de © mide

(Igﬂ) y la tangente trigonométrica de ﬁj mide~- %% y resulta evidente
que ambas seran iguales sdlo cuando la frontera es una recta.
Como k = &——" eg, por definicidn, siempre verdadera, seré enton-

ces k £ ~ %¥ y r # %% . Entonces el valor de E en P no da la dis-

tribueidn del ingreso.

Como éeﬁala Harcourt, cuando k = - %¥ de manera que cada relacidn
entre w y r (es decir para cada técnica) es una recta, se tiene una
medida del capital dentro de cada técnica que es independiente de la

distribuciédn del ingreso y de los precios.

/En efecto, dado



En efecto, dado que dy = rdk + kdr + dw

Haciendo k = = g¥
dr
dy = rdk - dw + dw luego Y
> 4 S
T =3k
* i pero si.i:.k”;é-“--;%f % J i
sérd r #'%%' |

dr

(k = - S = constante o bien J = constante x L) “M"Pero cada técnica
produce la misma mercancia universal, y utiliza esta y trabajo, aunque

en diferentes proporciones sesﬁnqlas técnicas =~ si bien no dentro de
-JA"

T G
L g

ellas -, nunca hemos abandonado realmente el mundo del capital maleable

y de la jalea..." (Harcourt)
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