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RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

As Conceptos Preliminares
Para la comprensién de este capftulo es necesario recordér los siguientes

conceptos:

1.

2.

3.

L

Sistema de ecuaciones linesles. Se trate de un conjunto de ecuacio-
nes donde las varicbles estén elevadas a potencia hnitaria. Se
pretende obtener valores para las incégnitas de nwne¥a-qua satisfagan
todas y cada una de las ecuaciones lineales del sistema. A continua-
cién se da un ejemplo del caso génersl de'un sistems de ecusciones,

8%y * 8K 85K b e b Ay K =y
ﬂﬁ+au5+aag+."+amn_h;

nlxl+anzxz+an3xj+oco+ax:b

"Menor. Si en un determinanté se sﬁprihe igual nfmero de filas y

columnas, se obtiene un determlnante de menor orden 1lzmado menor.

Rango o caracter{stica,  Es el orden del mayor "menor' no nulo de
una matriz. En otros términos, dada una matriz A, rectengulsr o
cuadrada, si todos los menores de orden r+l contenidos en ella son
nulos, mientras que por lo menos un menor de orden r es distinto de
cero, entonces se dice que 1s matriz es de rengo r. Para ls deter-
minacién del rango de una mstriz, un método consiste en efectuar
combinaciones elementales y obtenér la forma normal de la matriz.
El orden de la matriz idéntica'contehida en la forms normal, deré el
rango de la matriz,

Nulidad. Dada una matriz cuadrada A de rango r, se llams nulidad
al complemento del rango al orden, es. decir, n-r. En metrices rec-
tangulares, hay dos tipos de nulidad; -nulidad por filas (m-r) y
nulidad por columas (n-r).

/5, Matriz singular,.
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Matriz singular. Es aquélla cuyo determinente es nulo.

Dependencia lineal., Se dice que una fila o columna de una motriz

o de un determinante es linealmente dependiente de otras, cuando
resulta de una combinacién lineal de éstas,

Un conjunto de funciones, vectores, matrices, etc., serén linesl-
mente dependientes cuando sstisfacen el siguiente tipo de relacicnes
lineales,

Para vectores

Clxl + szz + oes Cnxn =90
Pzra matrices

GIA + CZB 4 oee an =0
Para funciones
clfl + 02f2 + vor cn:n =0

Sujetas a la restricecién de que no todas las G1 deben ser nulas,
En el caso de que la sum de los coeficientes C; sea igusl a la
unidad, se tendrd una combinacién lineal convexa (para Gi compren-
dido entre O y 1). Si no existe relecién alguna del tipo sefialado,
se dice que los vectores, matrices o funciones son linealmente
dependientes,

Dado el siguiente determinante

2 1 3
1 1 1
7 5 9

se comprueba que la tercera fila es combinscién lineal de lazs dos
primeras:

fila 38 = 3 fila 28 4 2 fila 12

En consecuencia, el determinante es nulo y el rengo necesasriamente
tendrd que ser menor a 3, gue es el orden del determinante nulo,

/Es necesario


determinante.es

=g =

Es necesario recordar las siguientes propiedades:

a) Las transformaciones elementales no introducen modificacién en el
rango de una matriz. En efecto, el determinante de una matriz
operador de transformaciones elementales es siempre distinta de
cero. i '

b) Todo determinante nulo tiepe una fila o colume gue es combinacién
lineal de les demds. Este propiedad generaliza los czsos vistos
de nulidad de los determinantes.

7. Sistemas aquivalentes. -Un cierto sistema A, es equivalente al sis-
texa B, cuando ambos tienen las mismas soluciones. El teorema
- fundamental de la equivalencia enuncia.que la realizecién de combi-
naciones lineales en. las ecuaciones de un-sistems, conduce a la
obtencién de sistemas equivalentes..

Be Tipos de Sistemas de Ecuzciones Lineales

Es necesario identificar algunos tipos de sistemas,

1. Sistemss compatibles, Son aquéllos que admiten al menos un juego

de valores consistentes bara_léd_incégnitas, valdreé-gue constituyen

la solucién del sistems., Dentro de los sistemas compztibles es nece-

sario distinguir dos categorias, w3

a) Sistemas compatibles determinados serédn aquéllos que admiten
solucién finica. Un ejemplo sencillo de este caso est4 dado por
dos rectas gque se cortan, donde el punto de interseccién consti-
tuye la solucién del sistema,

b) Sistema compatible indeterminado, Es el ceso en que el sistema
adnite mfs de una solucién, Como ejemplo puede citarse las mflti-
ples soluciones de dos rectas paralelas coincidentes.

2, Sistemas incompatibles. Son aquéllos que no admiten solucién.
Piénsese en el caso de dos rectas paralelas.

Ce Resolucién de Sistemaé no Homogéneos

l. Planteamiento. Por sistema no homogéneo se entenderd aquél en que
no todos los términos libres son nulos,

.

/Dado el



Dado el siguiente sistema:

1 t 812% e ap X

T
N

32};1 -+ az?x,’3 + ceo azn?h - ?2
' o | t 802 LKL & n = hn

donde no todos los hi sean nulos y donde la metriz A de los coefi-
cientes aij tenga un determinante distinto de cero, es decir, se
trate de una matriz no singular. Los cldsicos métodos de resolu~
cién de sistemas como el de reduccién, sustitucién, etc., pierden
eficiencia cuando el sistema contiens 4 o m4s ecuaciones o incég-—
nitas. El anterior sistems, expresado en notacién matricial, queda:

Ax = h

donde A: matriz de cosficientes

x: vector columna de incégnitas

h: vector columa de términos independientes
Premultiplicando la relacién anterior por 2L se tienes

A 4x = a7

Ix =A™

X :A-lh
pero A~ o E%fTA e h

es decir:
EN TAyql [Agyl =oes ,A,J Iy
%2 '—"I%T l’:lzl [A22] Anzl h2
-:.cn- -'iln’ Ao ]Ami L_;‘”_

Multiplicando la adjunta por el vector columna h, se tienen las
siguientes relaciones:

/Beuseibn
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x = Ly (Al 0y [Ay| #100i B pay) T
x, —ll-[h.‘ A l+h2|A22|+...h ]Anzlj
x = Ty [hl[A l+h2|A2nl+...h | 7

El término entre paréntesis de 1a primera relacién se puede escribir
de la siguiente msnera:

hooap e
N S et
by %2 %n3 |t

ya que desarrollando este determnante por los elementos de 1a
primera columa se obtiene la relacién ’ g

hy (Al + hy [Ag] + e b [A [

En consecuencia

By 8, HFeeay,
.
x = TA] h2 a5 323 see 8o
h anz an3 o'oo‘a_nl;l
&1 By B3 ses By,
e hf
2= |%a "2 % txm
8.4 h3 83 am

.I/x



n:l_ qnz [N ] hn

Observando las soluciones se concluyelque el valor de X) €s un
cociente donde el denominador es el determinante principal y el
numerador es el determinante principal en el que se ha sustituido
la primera columna (coeficiente de xl) por la columna de términos
independientes. Para X, x3 cee X5 8 nota la sustitucién de sus
respectivas columnas de coeficientes por la columa de términos
independientes, Este método corresponde con la conocida regla
Cramer pare la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales,
Ejemplos

&L'l' JC2+5JC3+ Xk:5
x + X, - 313 - hxﬂ :—}
33(‘1-}63(2"2234 xhzs
2X1 4 2x2 + 2x3 - 33% = 2

En este sistema se tiene que

2.1 5 1
Al « |1 2 2 =B o 120
3 6 <2 1
14 2. 2 -2
5k 5, &
Ml': -1 1 -3 -4 = =240
6 ~2 1
2 2 2 -3

En consecuencia
Ay
HE QA=A =
/En forma
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En forma similar se obtiene las soluciones para

32=0,2 x3=0 xkgo,a

Un método que tiene algunas ventajas sobre el anterior, es el que
considera en su resolucién la inveréién, en forma explicita de 1a
matriz de coeficientes, Se tenfa yuse:

Ax = h J

X'=K-]h. % - i

Basta multiplicar la inversa de A por el vector de términos libres
para obtener las soluciones,
Ejemplo:

2 + 3x, + Xy = 9
x 2, + 313 =6
3x, + x2+213=8

2 3 1] 11 -5 17
LiT=l1° 2 3 [T =57 1 =5
3 T 2 o5 i &
1 =5 7|19 35
x=2-7 1 5| ]6| =3|2
=38 =38
5 7 1] |e 5

"13% "2_’-‘32.% ’%_fl&-

2, Tipos de solucién

Si se tiene una expresién general de sistema no homogéneo
b Bl - B R T N
8% + aL?xz + oat'aze;i = 521 =0
‘nlxl ¢ an212 T oee annxn = kn
/pueden formarse.



pueden formarse dos matrices: M de orden m x n seré la metriz de
coeficientes y M! de orden m x n-1 serd la matriz agregada que se
obtiene de M agregando la columna de términos independientes,

o o BT R T Y1  Bipee By By
M:_' 321 3-22 so4 ah H’ L ‘21 322 ene azn kz
L_.nl anz seo ann ‘-a.nl an sen a-m kn

(m) (n) (m)(n41)

Sea h el rango de M, Si existe solucién, habrd un vector
ixl Xy eee xn} tal que:

Mt =k

Resulta por lo tanto que:

Ri - auxl + aizx2 4 cee as X

De aquf se deduce que en la matriz M! la filtima columa, de términos

independientes, resulta ser combinacién lineal de las n primeras,

Por lo tanto, M y M' tendrdn el mismo rango. Si el rango de las

matrices M y M' es h, el sistema tiene solucién. Se pueden presentar

los siguientes casos:

Si m = n 2 h, habrd solucién tnica

Sim=h y n>>h, habrd mlltiples soluciones

Sim>h y n = h, habr{ solucién dnica, previa eliminacién de

m - h ecuaciones que serén combinacién lineal de las h primeras,

En el caso en que m>h y n>h el sistema tendrd infinitas solu~

ciones. Ser4 necesario, por una parte, eliminar (m-h) ecuaciones y

fijar valores a las n-h incégnitas. La multiplicidad de soluciones

proviene justamente de las infinitas posibilidades de fijar, exbgens—

mente, valores a estas n-h incdgnitas. 1La diferencia aludida cons-—

tituye una cota para el ntmero de grados de libertad, es decir, n-h,

que constituye la nulidad por columnas, es el mdximo nfimero de grados
/de libertad



de libertad que se puede admitir en un modelo yue tenga expresién

en forma de un sistema lineal., Una vez fijados los valores exégenos
para las n-h mcégnitaa que a. veces se les designa como yariables
secundarias, éstas se agregan a los térmnos independientes del
sistema, El sistema, una vez el:mmadas las m-h ecuaciones ¥y pasando
al segundo miembro las variables auxniares,quedaré:

2 ey

1% 835 + .. alhxh k= al,h+1"h+1 *** = %1%
2.}x1 + 32212 + oo aath = kz 2,h+]..xh+1 = ses = amen

qX F %2 t v B = Kn T A, e T 0 T B

Sistema que evidentemente, tendrd’ solﬁci‘én, dados yue tanto la matriz
de coeficientes como la matriz agregada, tendrdn rango h,
Ejemplo. Dado el sistema: . . ' ‘

x - x4 313 + X =

xt X, -2t =1

o Bl R B |

-” " Dado que 1a 43 ecuacién es una combinacién lineal de la 22 y 33,

el determinante de la matriz de coeficientes es nulo; luego el rango

serd necesariamente menor a 4,. Eliminando la 48 ecuacién, se comprue-
ba que hay un menor de orden 3 no nulo. En efecto:

2 3 -2
1 -1 3] =9
1 i 2 ’

Siendo el nfimero de incégnitas 4 y el raingo 3, habrd un grado de
libertad. Supéngase que a la variable x, se le asigna el valor 5,
La solucién del sistema dard los siguientes valores para el resto de
las incégnites:

xl:l x2-_-2 13:1
/Si se
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Si se analiza el rango de la matriz ampliada, se comprobaré que

también es 3, ya que para que un sistema lineal sea compatible, es
decir, tenga solucién, es condicién necesaria y suficiente que la
matriz de coeficientes y 1a matriz ampliada tengan el mismo rango,

Ds Resolucién de Sistemas Homogéneos

1.

2,

Planteamiento, Por sistema homogéneo se entenderd aquél en que
todos los términos libres son nulos. Su forma general es la

siguiente:

allxl-l-alzxz-l- ore alnxngo
azlxl + a8,%, + oo ay X, =0

. .
" ; E—

&% + 8,75 + ooe a X, = 0

Tipos de solucién. Es necesario puntualizar que este tipo de

sistemas son siempre compatibles, porque siempre admiten solucién

trivial, es decir, se satisfacen todas y cada una de las ecuaciones

con x,; = O para todo 1.

Supéngase que admiten otro tipo de solucién aparte de la trivial,

Si ella existe, es evidente gue existird un conjunto de valores tal

que

x =y Xp=0ly o X =0

Pero ademis existird otro conjunto:

Aoy  Rolp o+ s Aol

que también serd solucibén., Esto implice que en el caso en que el
sistema admita una solucién distinta a la trivial, siempre serd
indeterminado,

S1i h = n 1a solucibén trivial serd la Gnica solucién.

Sih n existird infinitas soluciones, dando valores & las n-h
incégnitas que son los grados de libertad.

/Obsérvese el



Obsérvese el siguiente ejemplo:

Xij= %y x5 =0
El rango de la matriz de coeficientes es 2, luego n-h es 1, y serd
necesario fijar valor al grado de libertad existente. Supéngase
que se fija Xy = 1, los valores de X, ¥ X, que satisfacen el sistema
serdn 2 y 3 respectivamente, Pero evidentemente también constituird
cualquier conjunto de valores proporciocnal a X = 2, X, = 3, X3 = 1.
Por ejemplo también serd solucién: X =h X = by Xy = 2. En

consecuencia, aun en el caso en que el sistema admita solucién dis~
tinta a la trivial, siempre esta solucién serd indsterminada,
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