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APUNTES DE MATRICES

-

-Introduccidn

Las matrices constituyen un iﬁétfumentéhmuy valioso ﬁé;é %f;£ar con
modélos ' lineales. En los Gltimos afios los‘hodéioé‘mateméticbs lineéies
han desempefiado un papel importante en casi todasilas ciencias fisicﬁé
¥y sociales. "El objeto de un modelo mateﬁéficcAeé'ei dé;éener uné des -
cripcidén mis objetiva de unndeterminadd fenéﬁeno;< |

Para definir mafeméticaﬁente Cualdﬁief cosa del mundo fegligg nece-

~

sario diseflar un modelo matemitico apropiado que relacione las varia =

_bles que intervienen.

‘No .pretendemos dar la definicidén de lo que se entiéh&é‘ﬁor ﬁn-mode;

lo lineal; sin embargo, podriamos indicar gque todos los modelos linea -

les. poseen propiedades de aditividad y homogeneidad. =

- .
v Lty

r:‘. a) .Aq‘igtiVidadO" - ) .’ T 7 «J --—--— ' ceolmer T lmven

‘i~ §i una variable x, produce un eféc{:o'"t1 y otra variable xérﬁfodg
ce up-efecto t, cuando dichas variables intervienen solas, debe te-

nerse entonces gue X, ¥ x

> actuando juntas produécah un “w'defeéto

t"}'?t'z. b + .

b) . Homogeneidad.
.. Si’una variable x, produce un efecto t, cuando actia sbia, enfdé

ces. para cualquier nimero real k, la: variable kﬁ1'debeprodﬁci;\ﬂél

efecto kt1,

Por eso cuando se tiene:un modelo lineal en un conjunté de varia -

bles dado no pueden existir potencias superiores & 1 en las varia-

bles; .ni funciones tales como log x; y €Xp X, . etc.



1 El esvacio vectorial R?

En la exposicidn de nuestro curso utilizaremos muchos ;esultados,
sin demo§traci6n, que son propios del Algebra Lineal; si estaremos intg
resados en la interpretac%én correcta de los mismos y su aplicacidn
hasta donde nos sea posible.

Antes de entrar de llenoc en la parte de la teoria de matrices - que
nos ‘interesa, creemos conveniente introducir algunas propiedades sobre

. n -
el conjunto de vectores R, que pasamos a definir:

Con el simbole R denotamos al conjunto de los nfimeros reales, y con -

C al conjunto de los nfimeros complejos. En la mayoria de los casos tra
bajaremos con nfimeros reales,; sin embargo gran parte de los resultados
donde intervengan seguirén siendo validos si trabajamos con C. Aqui n
denota un V'm'unero natural (n=1, 2, 3, ...). Para un n dado,IRn denota

el conjunto de todos los elementos (n - tuples) de la forma (a.], aﬁ" ...,ah)

donde los ai son nlimeros reales. For ejemplo si n=3, ( 1, 0, =2)
es un elemento de R , también serian (0, 0, 0) y (128, 0.57, -592).
.a) Igualdad de tuples
En R" (n'fijo)_dés n - tuples (a,], Boy eeey an) :)' (b'l’ bz““'bn)
son iguales si ¥y solamente si a1=b1, aazbz,..o,alnzbn; ¥ en este
caso escribiremos (a,], By esey a )= (‘b,], by eees by) si n=3, en-
tonces en R> 1os 3 - tuples (1, 3,~%) y (1, 3, x) son igualés sola~
mente si x=-4; sih embargo ,no podriamos decir gque (1, 0, 1) sea
.iguala (1, 1, O), ,entonces tenemos que (1, O, 1) {1, 1, 0) |
. b) Operaciones en B
Para un n fijo, esto n- tupies se pueden sumar y multiplica;‘

por un nlmero real, como sigue:



¥ o

3.
i. Suma en IR ! : : Voo .

(a,!, --oo,‘ an).+(b;]‘,‘.l'-e’ bh) = (a1 +b1, a2+ ba, ﬁ:—_‘.d,. an+ bn)

Ejemplo: (n= 3)

- A

! . . 7(1! 'f'l\‘, O)+(3| 61 “:1)‘:-(1"'31 'h:"G; O"lli):(u’.' 2; =1

. es decir

(1, =4, o)+ {3, 6, -1) =(4, 2, =1)
Observamos que al sumar .dos n - tuple el resultado es también
. . un n - tupie | | |
ii. Multiplicaci‘én por un escalar en iRn .(aq'ui‘e'scal‘atr sig;lifica un
niimero real)
SR 8i kER: entonces k.(a.,i\, coasg an.).z k(ké;,], ka, s ...., k&;.n)
Ejemplo: En' 133 : k='—2.,v éntonceé o '
k (1, =4, 0)=(k.1, k(-#), k.0)= (-2, 8, 0)
es decir -2(1, -4, o) = (-2, 8, o)
Obs‘ef#é ‘que al multiplicar un n - tuple por un'm’:mgro real el
““resultado es un n - tuple |
¢) Propiedades. de las operaciones en r" .
Cada una de las operaciones en wr" goza de ciertas prolp.j.,edades, aw-
demfs de otras propiedades que relacioran una _91?e_r§1§i6n_99n la otra.
i, La suma en R" es asocdativa.
Significa que se verifica la. siguiente ‘igualdaq cualesquiera
que sean los n - tuples en cuestién ‘
[(a,!, 8y ey a Y+ (bgy byy oeny ‘bn) J-&- (c,;,' -62,-. ;F..*,. :én) =

(a,}, a5 ..o,.an) + [(b1, b2, P bn) + (c,]; -02 aeay cn)
0 - ¢ . . . J



Ejemplo en IRB:

Sumar (1, 2, =2} con ((-—1, 0, 1)+ (2, 3, O)J da el mismo re

- " stiltado que sumar [(‘l, 2y =2) + (=1, 0, 1 )Jcon (2, 3, 0)

En efecto:

-1y 0, 1)+ (2, 3, O)=C(1, 3, 1), asi

(1, 2, -2) +£(-1, 0, 1) + (2, 3, 0) }='(11 2y =2) "‘ (1, 3, 1)

= (2' 5, "1)

_Por otra parte:

(1, 2, =2) + (-1, 0, 1) =(0, 2, ~1), asi
{(‘1, 2, -2) + (-1, 0, 1)) + (2, 3, 0)=(0, 2, =1+ (2, 3, O)=

(21 5! "1)

. de donde se obtiene la igualdad:

ii.

iii.

(1, 2, -2) +[(-1, 0, 1) + (2, 3, 0) |- [(1, 2, ~2) + (=1, 0,

(2, 3, 0).

La suma en R® es conmutativa-

Sign;i.fica gue en cualesquiera que sean losn - tuples (a1, verd
¥ (b’l’ cuny bn) en ]Rn se tiene siempre la igualdad:

(a1, 8Byy coey an) + (g wens bn) = (b,l-, eooj bn)+

(21 851 eoey a) ‘

Ejemplo en R

(1, -2, 0).+ (4y 74 =1) = (5, 5, =1) )" pero .  también
(y 7y =1) + (1, =2, 0) = (5, 5, =1)

Existencia de un "cero" en r" . |

El n - tuple (0, Oy «aoy O) (heﬁos cclocado n veces el cero )
satisface la siguiente proi)iedad respecto a la suma en R ¢
cualquiera gue sea el elemento (a,], Asy seey an) en R se tie
ne que: .

(8.1, B.Z, o ooy an) + (O, oonoo)=(01 -o-a|0)+(a1,ocagan) =

LS

L

1)}-&

)



iv, Existencia de inversos en R con réspecto a la suma
Esto signif:;Lca gue dade un elemento (a,], acoy an) en IRn es po~
sible encontrar otro n - tuple, digamos (b’i" ceny bn.) que sa-
tisfacen la siguiente igualdad:
: (B,5 ocay a ) + (b, woo, bn)=(0, O, eov, O)

| : En efecto, dado (a,!, soey an), el n - tuple (-a1,.—a2, cooy =2 )

n

satisface esa propiedad de acuerdo a la definicibén de suma en

mn

3

Ejemplo en ZIR3

Consideremos (-2, 4, - —1-) entonces el 3 - tuple. que . sumado
5 .
3

. 1
con este nos da el cero en R’ es precisamente (2, lhy =) pues

°5
se tiene que (-2, 4, - «-)+ (2, -k, —~}=(0, O, 0)

5 > ' '

Las antericres son propiedades exclusivamente de la suma en r" .
Veamos ahora las propiedades de la multiplicacién por escalares en

R,

. v. La multlplz.ca01on por escalares enIP es asociativa, signifi-
‘ ca'que“s:L k, t son nUmeros 'reales y (a,l, ceey An ) un n-—tu —
ple en B ' entonces se tiemne 51empre la 1srua1dad
k (t (a1, cocy @ ):[ (kt)(a1, éé, ..,..,“an)

Ejemplo en ]R3

- conk 5,t:—

. | 5. ((-1)(1 -2, o)) 5. (=1, 2,10');(-5, 10, 0)

ero
. & y P
4 £50 ("1)) - ( 1, "2,_ O) = ("5):7(1, "'?-, 0) = ("'5, 10, O)
, ' vi. E1 nimero real 1 tiene la siguiente propiedad en la multipli-

cacidén por escalares en y: AT
Cﬁalquiera que sea el n - tuple (31 s moey an) en RY se tiene
‘q-uef'f. (a.-l, ceay an)=a1’ e 0wy an)n

Las siguientes exhiben propiedades donde se relacionan las dos

operaciones entre si.



(L

6.
vii. La.multiplicacién por escalares en R" es distributiva respec-
to a la suma en:Rn . g e e PR
- e Signifiga gue si k es un nimero real yA(aT;;ag,'..o,;an) y
‘(bds LPYERERS bn) n - tuples en.R" se tiene .siempre la si -
guiente igualdad

k[ (ags eees a )+ by, oee, bh)}

J = k. (a1, casy an) +

k (byy eeey bﬁ)

Ejemplo en Pu : k=2
(a1, 859 a3, 34) = (-1, 2, =%, 5) ; (b1, b2, b3, b4)=
(0, =2, =1, 1)

entonces

2 [t=1, 2, -4, 5Y4 (0, -2, =1, V] = 2.(<1, 0, -5, 6) -

(—2, O, "10, 12)

Por otra partef
2(-1, 2, =4, 5) ¥ 2(0, -2, -1,1) =

(-2, 4, =8, 10) + (0, =4, =2, 2) = (-2, 0, =10, 12) .

viii. 8i k, t son niimeros reales y (aq, eesy @ ) un n - tuple en R®
se tiene qﬁé
(k+t)° (aqg q‘oc’ an) = k(a1, aaay an) + t(a1, oo oy a—n)

"Ejemplo eniﬁh

k= -1 t=2
entonces (-1+2)(3, 2, -1, 1) =1. (3, 2, -1;'1)= (3, 2, -1, 1)
Por otra parte: " ' | . ' - ?
(-15‘.t3, 2, -1, 1) ;'2'(3}‘2;'_1, 1) =
(=3,.-2, 1, =D+ (6, 4, =2, 2) = (3, 2, =1, 1)

Definicidn

RF provisto de la suma y pultiplicacién por esqalares-huullaSS pro

piedades ya citadas) constituye un ESPﬁC;Q VECTOR}AL‘SQBREIR; diremos

simplemente el espacio vectorial R%. - Los, elementos del ESPACIO VECTO -

Rl



7.
d) Combinacidn lineal de vectores.

3

Para Simplificér, consideremos el espacio vectorial R” y obser -
vemOSAque:e1 vector (6, 5, 10) se puede expresar también como
-1y {2y ~1, 0) +2(4, 2, 5),(de acuerdo a la suma y multiplicacibn
por eséalares en:R3),entonces'ﬂiremos-que (6, 5, 10) estd expresado

como, COMBINACION LINFAL de los vectores (2, -1, 0) ¥ (4, 2, 5) don-

de los coeficientes de esta combinacidén lineal son ~1 y 2 respecti-

L

vamente..
En general una combinacidén lineal de vectores en R" no es mis que
una expresién de la forma k (ags eoey ay) + t (b1, acoy 555‘+ ses +
ﬁ.ﬂdqﬁﬁa.q,¢dh) donde los k, t, ;e., h‘son nimeros reales.

Es degsumq_interés, cuando tengamos  un cenjunto de vectores en r" 1
determipar un nGmero minimo de vectores para tal conjunto-gue tenga
la propiedad de que cualquier otro vector de ese mismo conjunto se
exprese combinacién, lineal-de aquéllos. S PV
Por.ejemplo en R3,‘todo-vector;(a, b, cy)se puede.expresar como coms
binacidn lineal de los 3 vectores (1, O, 0), (0, 1,70) y (0, O, 1);
en.efecto .(a, b, ¢) = -a.(1, 0, 0) 4 b, (0; 1, 0) + cu (0,0, 1) co-
_mgqel ieptorapuedeIfécilmente»verificar.'

Ejemplo_en R: (-2, 4, =1) = -2 (1,0, 0) + 4(0, 1, 0) = 1(0, O, 1),

i. Base del esPa01o vectorlal Eﬁ

' Anallcemos el €aso del vector (O, 0 O) enIR y dc los vecto—

" res (2, -1, O) vy (1, - —1—, 0). Se tlene que el.vector (O 0,0)
: 2 N .

en R3 se puede exPresar, evidentemente como (O O, O) =

0. (2, -1, ) + O, (1;‘_ _1., 0), pero tamblen como (o, 0, 0)

2
-1(2, -1, 0) + 2(1, - -l-, 0), Hemos expresado en dos for -

1l

mas diferentes el vector: cero en Rafcomo combinacidn lineal de

los vectores (2, -1, 0} y (1, - -ln; 0); en un caso los coefi
5 z




~ ficientes de esta combinacibén lineal son el cero y el cerojen

otro caso son -1 y 2. Esto es debido a la naturaleza de los

. vectores (2, -1, 0) y (1, - -:1—», 0) ya que uno de ellos se pue

ii.

2-}

 de expresar en términos del otro (2, =1, 0) = 2(1, = ==, 0).

, ) 2
Esto no sucede con los vectores (2, 0, 0) , (0, 1, 0}, (0,0,1)

pues la Onica forma de expresar al (0, O, 0) en términos de

ellos dos es por medic de la combinacidén lineal (0, ¢, 0) "=
0. (1, 0, 0O) + 0.(0, 1, 0) + 0.(0, 0, 1), ,(con coeficientes i-

guales a cero!)

Cualesquiera 3 clementos de JRB:“, que como los}vect@res (1,0,0)},
(Q,. 1, 0) ¥ (0, O, 1) tienen las dos propiedades siguientes":
a} Todo elemento de ]RZ' se expresa como combinacién lineal de
., ellos.
b) La finica forma de expresar .al vector (0, O, 0) como combi;
- nacidn lineal de ellos es con coeficientes todos iguales a
. cero (lo que equivale.a decir que ninglvmo de ellos se ex -
. presa cromo combinacidn lineal de .1as otras doS); constitu-
yen lo que sé llama una base del espacio vectorial IIR3 (evi.
dentemente esto se generaliza a r"). .
Dependencia lineal - Independencia lineal
Cuan.do un conjunto de vectores en ‘:Bn es tal que ninguﬂ_o de ell.os 5e
puede.expres.ar como corr;binacién lineal de algunos de los restan-
tés di;'emos que tal conjunto‘ es LINFALMENTE INDEPEN]jIENTE, en ca

so contrario, diremos que es linealmente dependiente.

. Ejemplos

1) Los vectores (2, 3, 1), (1, 0, ¥), (2, &, 1) y (0, 3, 2) son

3y

linealmente dependientes (en R

el



Podemos cerciorarnos de esto por dos caminos:

- E1 vector (0, O, O) se puede expresar como una combina -
cién lineal de esos cuatro vectores con coeficientes no
todos cero: |

£0s 0, 0)=-29(2, 3, N+k(1,0,8)+27 (2,4, 1) -

7@ 3,2,

como el lector puede verificar facilmente.

- Uno de ellos se expresa como combinacién lineal de los 3
restantes: e
o= 225, 1) - 2L, 0L (0,3, 2
e L} I I{p o ’+ )
hOTA

o v V. I
i -

h En realldad el hecho de que estos cuatro vectores en Ipsean

[

llnealmente dependlentes no. depende de 1os vectores en 51,

51no que es debldo a un resultado que estlpula. Eniﬂ " to

R PR

do conaunto de mis de ;1 vectores es llnealmente dependlen
te. En el cas$‘part1cﬁlar éue estamos cons1derando, tene~
irﬁos cuatro vectores en PB ‘iuego ellos son L.D.(llnealmen—
Tige dependlenteu) | | ‘ S

}ﬁ{i{“ .Ios vge£g¥e£:k0,_h, 6; 7); (é, 3; ~%; 65 éoﬁ.ﬁ;u.l.
: (1inealﬁente iﬁdependientes), en efecto si el vector cers’
“de Eﬁ se expresara en términos de ellos (0, 0, '0) - -
Gx{0y B, 0, 7) + t (2, 3, =1, 6) entonces de aéuefdo g las®
: opeiacioneé en Eﬁise tendria :

(0, 0, 0) = (0, bk, O, 7k) + (2t, 3t, -t, 6t) =

(0, 0, 0y 0) = (2t, 4k + 3%, -t, 7k, + 6t) que por:defini-

cibén’ de:igual de 4 ~ tuples en E& se tiene que



2t =0 "

‘ll-.k+‘;3-t= 0
-t 2o F “ o
7k+ 6t= 0 )

evidentemente estod implica que A =0 ’ k=0 ; “Luégo hemos de
mostrado que la Gnica forma de e%presar a1 véctor cero de
R como combinzcisn lineal de (0, LG, 73, (2, 3,721, 6)
‘eg,Qongcoefiéientes'iguales a Ceroe - -
NoTas
a) No a—e"i.)emos- olvidar qué e.si.:_e- s el me"c-:;r.linsrﬁo' ciue Tse. uti-
liza para probar la 1ndependen01a lineal de un 01ertc; ni
“"‘:mero de vectores,‘ pero més 1mportante es tener. presente el
.slgnlflcado de ec;ta nocidn (1ndependen01a 11neal) En nues
'trohcaso paftlﬁular tenemos que ninvuno de estos dos*vecto-

res puede expresarse en term:l.nos del otroa

T S

b)‘ Generalmente, el estudio de la independencia o dependen
cia lineal de un cierto nGmero de vectores conducea la

solucibdn de un cierto sistema de ecuaciones.

e) Ejercicios -

i. Expresar el v_ect:br x = (4,.5) como combinacién lineal de los
vectores (1, 3) y (24.2)... 8i esto fuera posible gque ' podria
conducir respecto a la independehcia o dependencia lineal - de
los vectores (4" 5):,,_,(!2,.- 3,._)_;,:-.(2:’ 2). 2.

ii. Si~a=(3,-2, 1) ,.b=(1,"5, 6) encontrar x en ]R3 (por, supues-

to) para que se cumpla la siguiente igualdad Ja+2x=5b:-



s

iii. Sin cilculos previos, podria asegurar que los vectores (1,
(2, -4, 2) son L, I. o L. D.?
ive Cuil es el nimero mé&xime de vectores en R

v. Culles de los siguientes conjuntos de vectores en R

una base de

- (3, 0, 2)
- (1, 1, 0)

- (1, 5, 7)

E3:

]

H

]

]

(7, 0, 9)
(3, 1, 1)
(&, 0, 6)

-e

2

-e

(4, 4, 2)
(5, 2, 1)

(1, 0, 0)

5

i .

e b

que sean L.

3

1.

-2, 1),

I. ?

forman

-
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- 2o Matrices: ¢efinicidn y primeras vropiedades
a) Definieidn
Una matriz se define como un "arreglo rectangular" de nimeros orde

nados en filas y columnas, de la manera siguiente:

91 20 %4n

824 Bop°°° 8oy
A= ,

am1 a.mzo-o : amn

Los elementos aij son en general niimeros (pueden ser también poli-
nomios, etc), y su doble subindice indica la fila y columna de la ma-
triz A donde se encuentra. El primer indice indica la fila, el segun-
do la columna. bn el caso antérior la matriz A posee m filas y n co-
lumnas en tal caso diremos que A es una matriz de tamafio m x n. Los
elementos a;j se llaman las entradas de la matriz A, mis especifica -

mente a4 es la entrada (i,j)} de la matriz A.

Observe pues que en una matriz de tamafio 3»4% (con 3 filas Yy 4 co-
lumnas) el primer subindice de sus entradas toma los valores 1, 2, 3,

mientras que el segundo subindice toma los valores 1, 2, 3, k4.

Ejemplo:

Sea A= 2 0 -1 1
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entonces A es una matriz 3 x4 donde:

apq= 1 8= 3 ayz= "5. 2, =0
ayy=2  8,=0 ayy=-1 ayy = 1
ag, = b Byp= 0 a,p= -2 gy = 2

Estudiaremos las mytrices desde un punto de vista general con el ob
jeto de que los estudiantes de Demografia tengan a mano un instrumento

de trabajo que les pueda ser 4til en muchas circunstancias.

Todos estamos familiarizados con el problema de resoluver un siste-

ma homogéneo de ecuaciones del tipo, por ejemplo,:

2x + 3y - bz =0
-X + 22 =0 {=)
Sy-yz2=0 /

ﬁno de los métodos de solucién de ( x) c;ﬁsiste en simplificar el
sistema de tal manera gue se puedan llevar a otro donde los valores de
Xy ¥y 2 que satisfacen el sistema sea mis fécil de oﬁtener, .La simpli
ficacibn se efectua sumando una ecuacidn a otra, o multiplicando  una
ecuacibén por un nimero distinto de cero, etc, péerc en realidad en este
proceso solo utilizamecs los coeficientes-dgl sistema;-ﬁof'tal razdn se

trabaja con la matriz



1,

que es "la matriz asociada' al sistema y sobre ella efectuamos cierto
tipo de operaciones, como veremos luego, que son las que hariamos di-

rectamente sobre el mistema (*)

b) Igualdad de Matrices
Para que dos matrices sean ipguales deben satisfacer:
i.fser del mismo tamafio.
.'”iiQCadé entrada (i;j) en una de ellas debe ser jgual a la en-

_‘f - . P . R WA . .
trada (i,j) de la otra y reciprocamente.

Ejemplo:
i. | & 2F 1k x| : BN
= ‘solamente si x=2, y=1
1 5 y b7
ii. Las matrices ( 2 0 2 0 0
|_1 -1, 11 =1 0

ne son iguales pues no tienen el mismo tamafio,.

no son. iguales pues aunque tiene el mismo tamafio 2x 3 -la. en~
trada (2,2) de A es o, mientras que la misma éntrada (2,2) de

B es 1,

Notacibén: si una matriz la denotamos con A, entonces la en-

trada (i,3j) de A la denotaremos por (A)ij°
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L T
SPoree

Nota: Una matriz queda perfectamente definida si conocemos cada

una de las entradas que la forman.

¢) Operaciones con matrices .
Isencialmente trabajaremos con 3 operaciones, en el conjunte de
matrices: suma, producto y multiplicacidén por un escalar, las

cuales pasamos a definir inmediatamente.

i, Suma de matrices: (8610 Se pueden sumar matrices del mismo ta-

fio)

51 A y B son matrices de tamafio mxn la watriz suma de A con B,

notada A+B, estd definida por (A+B).. = (4).. + (B).., donde
ij 1j ij

i o= 1, e & o 3 0 3} j = 1, e o o 4 N 4, €5 decir, la entrada

(i,J) de la primera con la entrada, también, (ij) de la se -

gundaa
Ejemplo:
-1 0 -3 x 5 6
A=] O 0 -2 B=1|0 =2 6
R 1 -1 2 |, L. 0 -2
enﬁénpes 4% 5 %
A+B = 0 -z L
S ~1 0

Observe que al sumar dos matrices de tamailo mxn, el resulta

do es otra matriz del mismo tamafio, mxn.
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ii. Producte dé matrice; (El nfimero de columnas de la primera de -
be ser igual al nimero de filas de la segunda).
Si A es una matriz-de tamafio mxp y B es matriz de tarﬁaﬁo
pxn entonces el producto de A con B, notado A.B es una ma -

. triz de tamafio de mxn y definida por:

3 - (A.Bbij - (a),
k =1

para cada (i,j) con 1=1, » « o« o 4 m

J=7y ¢« a s « 4 1

Gr&dficamente, podriamos representarlo asi:
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Ejemplo: - - . e - -
-1 0 3 3 b 0 1 1
Sea A=] 4 -2 1 Bs {2 0 0 1 2
2 -1 0 o o 0 -1 -1

A es de tamaiflo 3x3, B es de tamafio 3x 5, luégo se pueden multi
" plicar y'A . B serd una matriz 3x5 (observe que no se“pﬁede mul
tiplicar B por A )

=ted & Q2 . 3?6 ek § 000 & 30 ~140-4 00 + 30 1414 001 & 3 o(1)  w10% 4 002 + 3 0(1)
AcBz=| 434 (w2)2419:0  hihe (~2)04 70 4204 (=2)D+ 140 %1 +(-2_)-1+ 1-(-1) bte (<2)e2+ 10 (o)
1203 + (1224000 2044 (=1)204 00 2:04(=1)0 +G:0 24 +(-1)+1+0:(-1) 2a1+(..1).2+o.(,12_
Y o -4 A
ALBE 8T T 8T o ' "
e S CE SO S . B T
b 8 0 A o
b ‘ P : Lo st R |

" L . . X o . N v B 1
~iii. Multiplicacidn de una matriz por un escalar (ninguna restric
eibén). "

T . D
Si A es una matriz de tamafio pxq, ¥ k es un niimero real en

i tonces kv A denota una matriz tal que (k OA)ij = k ;(A)ig'

fiemplo: . - -
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Entonces

‘E1 oo F Fo3(1)y  -3.0 3.3
k.A

1
1
\H
i
It

0 2 =5 ~3.0 ~3.2  =3(~5)

3 0 -9
0 -6 15

Observe que al multiplicar una matriz de-tamafio p x g por un

escalar, la matriz que resulta es también de tamafio pxg

d) Propiedades de las 3 operaciones entre matrices.

ie

ii.

iii.

ive

i : vie

L

Si A, B, C, son matrices del mismo tamafic se tienen las si =

éuiéﬂtéé:igﬁaidadés:-
a) A+(B+C) =(A+B)+C . {asociatividad de la suma)

A+B=B+A {(conmutatividad de la suma)

k(A+ B)=kA+kB , donde k es un niimero real arbitrarioc.
S5i A,.B,FE, son matrices tales que-pueda efectuarse la .suma de

By C, y el producto de A con B+C entonces

Ao(B+C) =-A.B+A.C ~ (distributividad)
(P+Q).T =P. T+ Q.T cuando P, Q, T, sean matrices de ta
mafios convenientes (distributividad)
-(P «Q)e C= P.(Q.C) cuando P, Q, T, sean matrices de tamafios
convenientes (asociatividad de la multiplicacidn)
NOTA

En general se tiene que A.B=£B.A (la multiplicacién de ma-

trices no es conmutativa)

Evidentemente también podemos restar matrices del mismo tamafio:
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vi.

vii.

viii.

ixXe

Xe

- de tamafios apropiados.

2 3 4 -
2 | =
1 5 6 3 .
T 2 1 5 4 1 o]
o] 51 .
Lo 2 -2 2 4 0
si
raf -1 1] o
A =lo 1 2
1 o 1

Calcule A2 de dos maneras distintas (A3 significa (aA). Ao

A.(A . A) puesto que la multiplicacidén es asociativa)

Si

L7 Ao s T d
encentrar una matriz D, 3x2 tal que A+B~-D=0

De acuerdo & la definicibén de igualdad de matrices _muestre
(A+BY(C+D) = AC+ AD+ BC +BD donde A, B, C ¥y D, son matrices
iuestre también la ley conmutativa de

la suma y de las leyes distributivas

7 -3 2 [+ & 1 o
Sea A=|2 1 -3 | s B2 1 1 1
| 4 -3 -1 1.2 12
2 1 -1 -2’ :
cls w2 a1
2 -5 -1 0

-



i 21,

“Muestre . éue A.B=AC, Observe entonces que A.B=ACno im-

pl:i;‘t:!‘e':x nécesériamente qu.e B=C

1 1 -1 B 3
A=l2 0 3|, B=|{o0O

2
3 ;1 2 1 L

Muestre que (A-B).C= A, (B.C) (como ya sabiamos!)

Xxd. R T B £ I IS IR £
51 Xp = By ¥t 857,
. XB = 8.31 y1 + a32 ya- o

es un sistema de ecuaciones en las incégnitas Yq0 ¥y (se su

pone que X,, X, x3 ¥ los aij son nltmeros conocidos), tal sis

A —
tema puede escribirse en forma matricial comofA .¥=X don
de: ' . L
i "T — - — "I
294 22 *4 |
. : _ S I4
A .: aa,l a212 ,. X = x2 " ¥y =
..v, .. . - ya
831 %3 %3
- - : L g L 3

Si ahora efectuamos un caribio de variable (en las incégnitas)

Y9 = boqzg o Tt Pyp oz
(**)

It
o
=
+
o

Yo = P34

el sistema original :se escribe

X = (agq Dygvag, Bypdzg + (agg bypvay, byo) 5
Xy = lapy byqg+d,, byylzg s (ayy by, Fa,, byy) o,
-x3 = '(a‘3;1 'b11 +a32 b?1)z1'_+ (a3,| b12+a32 baé) Z5

.



En notacidén matricial este sistema (en zZ, ¥ ZE) se escribe

-
b

b b12+ a5 25

a b +

11 11 7 F2 P29 244

X=C.2 donde cC = aa,i b’l‘i + a22 1321 a2,| b12+ a22 b22'
[ @31 P11 F 855 Byy 35y byt ag, P22
J
r .
o,
2 = v
%2

Pero observe que (**) puede también escribirse en notacidn ma—

tricial como

il | Pqq P12 %
oF- 521 P22 %2
¥ = B.Z ;pero C=4.,B
asi que X = (A.B)Z
xiii, 8i x1 = .V1 - 2y2 + y3
S A G D]

x5 = 2y1 + ¥, - 3y3

gon , ¥4 =, 244 22z

5
Yo o= 2%q - 2z,
Y3 = 224+ 33y

verifique que el sistema (1) puede escribirse en forma matri -

cial como

T T

Xq 1 | 1 -2 1 ¥q 1 ;2 . 1 1 .2 zZ,
\ = ya '= ’ - 2 —1 -
i X, | ;_,2 1 -3 L}'3 | 2 1 -3 2 3 Z5 L

N
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xiv. Dada una matriz A de tamafio nxn (matriz cuadradéfl':ée liama tra
za de A, a la suma de las entradas de A que tienen los dos sub
indices iguales (elementos de la diagonal de A)e

Ejemplo: 1 =4 5 o
‘ J . : - _A= . 2 N 6 “ ? q 5
3 . 0 ‘-0 e e A e
R 40 .
entonces la traza de A.es 1+6+0=7 : Tr(A) =7
o Muestre entonces queusi A y B son dos matrices y k es un nfime-
. To real se tiene siempre que:
1) Tr(A+B) = Tr(a) + Tr(B)
.2 Trlk.A) = koTr(A),
" fﬁ?rbéférﬁinar'iaé ﬁatfiﬁés.Bvque satisfacen la igﬁélééa
. . -
o 1 c 0
LIS . B =
! o 2 0 0
Determinar todas las matrices que conmutan con la matriz A
0 1
A =
_ : o 2
. f) Algunos tipos de matrices
i, Matriz diagonal
. Es una métriz cuadrada (nxn) de la forma B
'."._- L a11 0 ::' c’-a'.i O
“‘A"'.': ’m”‘!'_: ‘ _r [ ,-:_ - ,
0 0 v e 0
) E 2N :‘ol‘ o,'f " v

es decir tal que todas aguellas entradas aij.con i# json cero

Muy frecuentemente se escribe A= diag (a”, Bpos e 0 0 B ).
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P”.Ejemplos

S O 0 o0
A = 0 1 0} = diag (0, 1, =2)
0 0 =2

2) Una matriz diag (1, 1y, o = o 1) de tamafio nxn es 1lamada

la matriz identidad nxn y se denota I

n

1 0 L. -] [ ] 0

0 1 0

o o0 1 0

I - L ] a -

n o a -
L. _

Propiedad de la matriz identidad : Si A es und matriz nxp
entonces se tiene siempre las dos igualdades siguientes:

(1):Inaﬁ.=ﬁ

AeI =A
P

Evidentemente, en el caso en que A sea cuadradd, nxn en =~

tonces In oA = A, In,= A

-~
A manera de ilustracibn, vamos a hacer la demostracibén de

(1) s i};..&:n:

~

- In.}l. tiene tamafio nxp 4+ A es nxp

- Una entrada arbitraria (i, j) de la matriz I »A debe ser
igual a la correspondiente entrada (i, j) de la matriz A.
n
2

En efecto: (In . A)ij = ;:1 (In)ik(‘”%_)kf (In)i1(A)1j +

(In)iz(A)2j+ .« o o +.(1n)in (A)nj =0+0+., o + (In)ii (A)ij+
O+ 400+ 0= 1(A)ij = (A)ij (de acuerdo a la definicién

de matriz identidad In)
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ii.

3} Si/( es un namero real entonces /f In es una matriz dia-

gonal: A I =diag (4 /f /) ¥y es llamada ma -

"iriz escalar

La matriz cero de tamafio mxn’
Es una matriz -de tamafic mxn donde todas sus entradas son ce=
ro
Ejemplo 0 0 0
: 0 0 0

es la matriz cero, 2x3

. Propiedades de la matriz cero

1) 5i A es una matriz de tamafio pxq y B es la matriz - . cero

. pxq se tiene la siguiente digualdad: A+B=B+A=A4:
'Dempstfacién: ' R o ety B
Es suficiente mostrar que A+ B=A (porqué?)

- = A+B Yy A tienen el mismo tamaﬁo : pxq e

SR B = g+ ()= ()0 = Ay es'&e;i;:

(A+ B) 50 cualesqulera que s!e-arvll '10-5 sub1nd1ces (i,3),

Al varlando de 1 a p ¥ 3 varlando de ‘l a q.

2) S:n. P es una matrlz mxn ¥y B la matrlz cerc pxm, C la matriz

T

cero nxt se tiene que B.P es la matriz cero pxn y P.C

’..‘.,.‘ ;f.

es la matriz cero mx t.
Para simplificar, se escribe B.P =0, P.C=0 o, aflin més

OGP=O’PGO=O

iii. Matriz triangular

c1) Triangular Superior : es una matriz cuadrada A cuyos elemen

tos aij = O para i *» j. Tiene la forma siguiente

“‘11 g :Bqz aae e e B4
. e 0 Bop. Bpz v oc o By
= ! 0 O a o e -
y 53 ~n
0 O 0 o o L] a
nn
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iv,

cz)Triangglar inferior: Matriz cuadrada B cuyos elementos

bij = O para 1 ¢ j. Tiene la forma sigulente
a11 O 0 - - e ]
B = &21 30 O o o e 0
a a s o o 0
@31 32 933
. 2n1 &no an} e &nn

Observe que una matriz diagonal es triangular superior y trian
gular inferior; reciprocamente, una matriz cuadrada que sea
simultineamente triangular superior y triangular inferior es
necesariamente diagonal.

Tanto la matriz triangular como la diagonal son de gran utili
dad pues su forma relativamente simple facilita muchos cdlcu-

los.

Transpuesta de un; matriz

Dada una mafriirA, d; tamafio m xn, la matriz notada A', cuyas
columﬁas son l;sffilés de A se llama‘la transpuesta de A; més
precisameﬁte-(A')i. = Aji‘ Observe que entonces A' tiene ta-

mafio n X m.

Ejemplo

(1 2 3] 1 4]

;éi:A = ’ : ) entonées A' = 2 5
b 5 6 3

Propiedagés de la tr;hspuesta: B
1) (A+B)' = A'+B
2) () = A
3) (k.A)' = k.A' , k nimero real.(escolar)
k) (A.B)* = B'.A' donde A y B sSon matrices de tamafics a-

propiados.

T
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Demostracifn de 1):
T _ ' oy vy
k§+3>f T BB = () e ()= (a0 e () -

{ 1y
(A' + B )ij | .

_Instémos al lector que trgte de demostrar lanEQ§§qp§§5 ﬁro -

piedades pues no ofrecen dificultad alguna. .

Matrices elementales

S . » o . SR - - .
Operaciones elementales sobre una matriz; estas seran de im -

portancia en la biisqueda de la inversa de una matriz cuadrada:

Esencialmente consideraremos 6 tipos de operaciones elementa-

" les, 3 de ellas que se efectfian sobre las filas de una matriz

- ¥ las otras 3 son las correspondientes efectuadas sébre las

S) [ las correspondientes a las columnas

columnas de la misma. T

4

1) Multiplicér ei>vector fiia i de la matriz por un escaldr k
distinto ‘de cefo (t;l operaciég;la degojgmos-por.oi(k)).

2) Intercaﬁbiar léé filas i, j de la matriz (tél operacidn la
denotamﬁs.por.oij); - -

3) Sumar al vector fila i'ae-ia Qafriz; t veces éi vector fi-
la j de la misma matriz, (tai 0péraci6£ la éenotamos por

Oij(t)‘ t es un nimero real o complejo) .

b)

By e e A e e om0
" Ejemplo P B ST
! o 1 Tk il 1
Sé§~ A=l 5 ‘0 3 entonces dzﬂ;1)tﬂj% 0 ;3
’ ' T sy > ' o

12 o

f(Oé(;1j(A) significa la matriz obtenida, aplicando a A la ope

racibn 02(—ﬁ) fmultipiicaf el vector fila 2 de A por (=1).
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"Eh(-a) de tamafio L xb es:|

-t .2 0 0 1 L

031(;;): 5 0 30 023(-10(;;).: 9 -8 3
L ' -1 2 0

. 3

O .

. Matriz elemental : Es la matriz obtenida de la matriz identi -

dad, aplicando a ésta alguna operacibdn elemental.
Notacidn:
Ei(k) la matriz elemental correspondiente a operacién 1)

Eij la matriz elemental‘correspondiente a operacibén 2)

Eij(t)la matriz elemental correspondiente a operacién 3)

Kj(t) 1§Imatriz elemgntél correspog?iente a operacién &) para
éolumnas;.etco' | | | | N
Ejempios“r

" o 'o' o
o 1 o o
O |  0 -é 0

o o o0 1

Para el mismo tamaifio se tiene:

KRR ...0: A' 1 o o o]
o o o0 1 o 1 o o
L PSR L 4 =2 = <2 0o 1 o
o 1 o o] . Lo o o 1]

Efecto de las matrlces elementales sobre una matrlz cualgquie-

ra: Si una matriz A se multiplica a la izquierda (respectiva-
mente a la derecha) por una matriz elemental (dégfifa) la ma-
triz que resulta es la que se obtiene de aplicar a A 1a opera
cibn elemental (flla) correspondlente a esa matriz elemental,
mé; especifica?ente. Si Qres de tgqgﬁ? mxn y Ei(k), Eij (x),

Eij son las matrices elementales de tamafio mxn (cuadradasi )

se tiene que:

4
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B,(k) . A = 0.(k)(a)
1 1.
Elji(..k).:.g = olj(g)(A)
E;sA = Oij(A)
.Ejemplo
1 2 % "4 2 0
A= .. 45 kye(2) = o 1 0
A 5 -2 0 0 1
e 2 31 1 2 o 1 4 3
.entonces A . k.21(2) = o | O 1. 0] =
4 5 o2 o 0o .1 4 13 -2

gque noes otra que la matriz obtenida de A aplicando'la opera

. ¢cidn 021(2) sobre las columnas:

: ) . iy i
e e Y 2 s : 1T 2141 2 3 9 12 -1
) FE12(2) =1 . - ; asi E12(2) o A. = _ - - .
o 1 B L A 5 -2 |4 5 -2

1

que es precisamente la matriz que se obtiene al aplicar a Ala

operdcibén fila 012(2).

Célculo de la inversea de una matriz cuadrada: Las operaciones

elementales éerén de gran ut111dad para calcular la inversa de
'uﬁa ﬁ%t?lz Yy ademas para determlnar un numero a5601ado a cada
ﬁatrlz &‘que se 1lama su.zgggé; | N

Nos basamos en lo sxgulente-. Dada ﬁna matrlz cuadrada‘A, ta-
-maﬁo nxm, si existe una matriz B, también cuadrada, que sa -
tisfaga las dos igualdades 4 .B=B.A= Ing entonces B es,
por definiciép laiinversa deik, Y como depende de A la denota
mos por B=A""; as{ A-q, la inversa de A, es tal queAd A =

H
A-1 .A::Ino Se demuestra en Algebra Lineal que dada una ma -

o
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triz A cuadrada, es suficiente encgnff;rtﬁﬁa”méériz'éuadrada]B
que satizfaga BoA=1I (o A.B = In) para que B sea. la inver
sa de A (es decir, autométicamente se satisféce’;q otra pro -
piedad).
Partimos de la matriz A, tamafio nxn ; sean Bi’ i =1, eey k
que representan matrices elementales (filas) de tamafio n x n
que satisfacen

B, ( o ¢« a (B,(B,oA)) )=I , . -~ - entonces

k 271 “n

(BkaeooB c'Bq)aﬂ.:Ines deCer oocB eeoB1 es

2 k i

la inversa de A; pero .como multiplicar por matrices elementa-

les es lo misme que efectuar las operaciones correspondientes

" sobre la matriz, es suficiente de ir aplicandc sucesivamen -

te las 0pera01ones elementales correspond:entes a las B y S50-

bre la matrlz I como se ilustra en el ejemplo

s 3
Sea Q= 1 b 3 o hallar;Q-j
1 3 _’+

2

Efectuamos operaC1ones elemeﬁtales sobre iéé fllas de Q (o 50

bre las columnas-—pero no mezcladas ) hasta obtener la matriz

E.

1dent1dad 3:{3, Yy 51multaneamente efectuamos las mlsmas opera

ciones sobre las fllas de I3 (o las columnas, si este fuera.el

caso).:
NI 3 3 o - -0
Q = L "3ty IB_ = 1 .0
3 b e 1




| - 0,4(-1)
303 S
1 0 g
“3 . ' 4;
031(-1f l 031(-1)
1 3 37
0 1 01l ;
0 0 1 |
012(-3) | 912(-3)'
1 o 3|
0 1 0 3
0 0 1
0,5(-3) l 0,5(~3)
I1 0 0
0 1 o | = 13!;
0 0 1

E}l lector puede verificar qgue
13 317 =3 =3}, [7?7 =3 =3] {1
1k 31.0-1 1 O ={=1 1 D}.]|1

{1 3 &) -1 o 1] |1 0. 1 1
NOTAS
a) No toda matriz cuadrada. posee inversa

b) La inversa de una matriz es dnica

-1

Y

3.

|

<

= O
| T ———
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<

¢) Para que una matriz cuadrada posea inversa es necesario ¥y

suficiente que todos sus ﬁectcres filas (o sus vectores co
lumnas) sean 1ineaimente independientes

d) Si en el proceso de obtencién de la inversa de una matriz

descrito anteriormente, nos encontramos con una matriz que

tiene un vector fila (o un vector columna) igual al cero ,

no vale la pena continuar en la biisqueda de la inversa pues

) : esta no existe (vea parte a) de esta nota), es el mismo ca

so cuando nos encontremos con dos filas o dos ceolumnas li-

nealmente dependientes .

Ejemplo |
3 10 11
A = |1 L 3
’ E 3 b
| 0,,(-1) \!
{2 6 8
- 1 L 3
R .3 L
| ona |
0 0 ‘0
N 1. b -3 'y

entonces A no posee'invérsa;"oﬁsérve que‘ia fiia’ﬁ de A es

combinacién lineal de las otras dos filas: -
(3, 10, 1) = (1, 4, 3) + 2(1,3, ) .

Resultado: Si A 3‘Blson dos matrices cuadradas inversi -

bles (que poseen inversa) y tales que se pueden multipli~

?
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car, entonces

(. - g

Existen .otros métodos para determinar la inversa de una

matriz; entre ellos uno utilizando la.nocidén de determinan
L N oL TL e e T : . -

te

G) Ejercicios

. . 1. Muesire que las matrices elementales poseen inversa; determi-

nar éstas para un tamafo particular que usted eligiri

r

2

A

~ .ii. Determine la inversa de las siguientes matrices:

3 2 3 1 2 & 3 27
4_!' 1 2 3/, 13 6 5 2
3 1 241 2 5 2 -3
5 1k b ]

" (tomados de Theory and Problems of Matrices by Ayres. Colec-

_¢ién Schaum)

Inversas de matrices especiales

_11 Matriz diagonal: Una matriz diagonal con todas sus entra~

das distintas de cero, posee inversa.

Si A = diag (444, , 200y dn) entonces

2
- . 1 1
A 1: dlag ("'a"‘ [} "%' 9 8 = o9 ""d"' ) pues
1 2 n

]
o

en A

las operaciones elementales que tenemos que aplicar para re

ducirla a la i&entidad I qes multiplicar cada fila i por

agm— [} :i=1 9 v ey n.

2) La inversa de la identidad es ella misma
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3)

4)

lemento y sdlo uno;'igﬁal a 1 en cada linea y cada colum

" 5)

Matriz involuntaria: matriz cuadrada A tal que A2==I, en =
tonces A = A

Matriz permutacidén : matriz cuadrada en la que existe un e

Nae

o 1 o] 1 o o-] To o 1 o o 1
1 o ol,lo © ii,'lo i 06|, 1 o o
Lo o 1 0o 1 O_j 1. 0 0 o 1 0
[0 1 o] [1. o o

o o 1{,|0o 1 o

lo o o] |0 o 1

En genei‘ai, l’iay"n « 1 matrices permﬁtacién de tamafio n x n.
Estas matrices, son siempre inversibles. Cémo podria jus-
tificarlo sin hacer los calciilos?

Matricés triangulares: su inversa es facil de calcular

Ejemplo
b1 1
A = o 2 3 .
o 0 h

=
o
1+]
o
@
t
@
H
o
=1
&
=}
o
prs
: H
Po
(3}

b .
t
"
o
o
s
b

tal que A .A"1 = I

i
o
b
o




entonces se tiene el siguiente sistema

2d + 3g

35.

- ha+d+g.o=1 . =.0 hg = O g =0
 Mowe+rh =0 2¢+3h =1+ hh=0 h=0
o heafri=0 0 2f431i =0 hi =1 i= %
. i=% entonces 2f+3i=0 °® r= -K—B_é =-.§_
" . . ''2e+3n =1 con h=0 a=%
ok 2&‘+'3g= 0 cong=0 d=0
L i=0 s AL EN A 3 -1
bt f+i=0 con i=%h'y f=~ -5~ he ==+ g = g
¢ = b '
kb+e+h=0 comnh=0,e=% hb=a% b=~ o
" ba+d+g=1 con g=0,d=0 ba = 1 a:-r{%
| a0 ]
8 32
En'définitiva: a2t 0 . W2
‘ 2 8
-0 0 L
E : ) L o

Rango de una matriz. (Nocién asociada a’

matriz)

Matrices equivalentes : Dos matrices de ig

cen ser equivalentes, si una se obtiene d
"té_aplicacién_de operaciones elementales_

lumnas).

Es fécil ver que toda matriz es equivalen

que A equivalente a B ¥y B equivalente a C

tapbién equivalente a C (transitividad)

‘cualquier tipo de

-

nal tamafio se di-
e la otra median-

(sobre filasy co-

te a si nmisma Yy

implica que A es
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Definicidn
El rango de una matriz A es un nlimero que representa al ma-

yor nimero de vectores lineas de A gue son linealmente in-

dependientes (se demuestra, y no es facil de hacer aqui ,

que €s exactamente el nimero maximo de columnas linealmen-
te independisntes de A). fceytamos el siguiente resultado:

Dos matrices del mismo tamaiio son eguivalentes si y solo si

tienen el mismo rango.

Esto nos permite obtener el rango de una matriz A reducien

do esta a una forma mis simple (equivalente a ella) donde

. Bi seipuedamleer mas. facilmente su RANGO ; Efectuamos ope-

. raciones elementales sobre las filas de A(o/y sobre las co

lumnas) como en el proceso para obtener su inversa (las ma
trices que se van obteniendo son equivalentes a A y por lo

tanté tienen el mismo rango)

Ejemplo o

2 0 7 6 -2 3 0 -2 3
A= |3 3 6{ 1 1 2].,41 1 2
2.2 47 2 2 4 {0 0O O

L’“ - .

11 2. v 1 2]

0 -2 3 0 1 e

a

o o ol 0o 0 ©

N en esta matriz las dos primerés filas son L. ¥., la otra

fila es cerc; si ahora reducimos esta Gltima por columnas

{no hay necesidad para efecto de averiguar 51 rango) llega

mos a una matriz de 1la forma
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¥ se llama la forma candnica de la matriz original A .

El nlimero de “unos"™ que aparece en su forma candnica es

el rango de la matriz A, en este caso es 2.

. 1La matriz B es de la forma 12 )
' 0 0
Ejercicio

Determinar el rango de las siguientes matrices
2 4 3 2 1 1 2 3
1 2 ;3 3 . 2 1 3 & .5 6

0 0 0 7 8 9
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3. Sistemas de ecuaciones linealesg

Vamoﬁ a utilizar la nocidn de rango de una matriz para analizar to-
do lo concerniente a la existencia de goluciones de sistemas de ecuacio
nes lineales, tanto en el caso homogéneo como en el no homogéneo adelan
tando que en el proceso clisico de obtencidn de soluciones de tales sis
temas (eliminacidén) Gnicamente intervenian los COeficientes'del sistema,

con los cuales formibamos una matriz.

Dado un sistema de ecuaciones lineales como:

-
Xy + 8qp Xp Foeee dag, X =Y %

8oq Xq 85 Xy o+ oees Foay X =Y,

L] L] - - ] a - (1)
am1 X1 + a > x2 + eee + &pn X, = yn B

con m ecuaciones y n incbégnitas (las Xq1 Xpyevey xn) diremos gue es HO

MOGENEQ si y4 = Yo = see = ym==0.y diremos que es NC HOMOGLNED em c¢aso

contrario. Se supone que los a; .y pPara i=1, ..oy ;3 J= 1, seces n sOR

ij
nimeros conocidos, lo mismo que Y41 ¥p1 eeey Y3 si x; son las incégni
tas cuyos valores debemos determinar; asi, determinar una solucidén de
(1) es encontrar valores de X434 sesy X, que sustituidos en el sistema ¥y

efectuadas las operaciones indicadas, satisfagan cada una de lasm ecua

¢iones que constituyen el sistema.

&
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Ejemplo : In el sistema J’Ex1 + 2x, =
1.—x1 + 2x2 =0
R X, = 2, Xy = -1 constituyen una solucibn del sistema puesfo - gque
2.243.(-1)=1
~2+2,1=0 "
. (Este es un caso particular donde el sistema posee una sola solucidn, pe
* ~ro en'general puede poseer mis de una).

Notacidn matricial para un sistema de ecuaciones lineales

Matriz asociada a un sistema. Matriz aumentada.

i 241 B2 s %4n
: 821 822 cce 82n
La matriz ' . : formada
- i
. -_a-.m‘] ama seoo0 al’ilun_i

-~ por los coeficientes de'las incbgnitas del sistema (1) sers llamada’ da

matriz del sistema (1) (atencidn a la colocacidén de los coeficientes!);

Yy la matriz .o . —
241 212 e 21n T
851 -y e %on Y2
- L] o d‘!o [ -]
am1 ama ooo amn ?@J
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(hemos considerado una columna mis con respectc a la anterior) se llama

ra la MATRIZ AUMENTADA DEL SISTEMA.

Ejemg}g:
3x1 - 2x2 + 7x3 - ==2
- L!'X -+ 8_ - 25{ = 7
) .Es el sistema e > 4
) o Xy -FVExB—mﬁxh =0
i 3}(2 + XB . = 2
La matriz asociada es: __ _ -
3 -2 7 9]
0 4 3 -2
1 0 1/2 -1/5
0 3 1 0
¥y la matriz aumentada es:
3 -2 7 0 -2
0 L 8 ~2 7
1 0 1/2 -1/5 Ot
0 3 1 0 2§

Notacidn matricial para un sistema de ecuasciones

T T

Si A denota la matriz del sistema (1); = x, ] e y1\
|
|

I
!
;
t
i
i

x=‘n ;y>=-.o
7
ixn_ fﬁlﬁ

entonces de acuerdo a la definicidn de la multiplicacidén se tiene que

A.X =7Y) v esto se 1lama "la notacidn matricial del sistema (1)v.
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Entonces en un sistema dado, se conoce A y Y nuestro problema es deter

minar X tal que AX = X es una soluoidén del sistema!

. El caso de (*) + 3x., = 1

‘se tiene que

———r
'
x

| ot
n
"
f

: 1785 =0
2t s 3L —x,l ot o l 2
. . = y entonces X = |
- . : : : -
: : 2 ° -

es una’ solucidn de (*) piesto qué{‘2 3 [ﬁé]'- T4

<RI

N
B L1 2

bétodo para determinar las soluciones

. a) Caso Homogéneo : CAX = O,

- o _=Agui O denota a la matriz m x 1 con todas sus entradas cero,

m
.-0 al vector columnar cero en R .

i
=51 la matriz A del sistema homogéneo es cuadrada (tantas ecua

ciones como incdgnitas) y ademis es inversible entonces la G-

nica solucidén de AX = O es (-Oﬂ_ , la solucidn triviall
X= L]
-—-O_J
N io o} siempre es solucién del sistema homogéneo
[} AX:O
1
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iie

" En general las soluciones las obtendremos de acuerde al si .

guiente criteric: sobre“la matriz del sistema efectuamos

operaciones elementales como para la obtencidén de su rango

(pero s6lo operaciones sobre las filas!) y una vez que lle
gamos a la forma mis reducida, volvemos a escribir el sis-
tema original pero con la matriz reducida, las incbgnitas
gue no corresponden a la columna donde‘aparecen loé © unos
{los unos indicadores del rango cpaﬁdo se reduce_por filas)
seran incégnitas independientes, es decir a ellas asigna-
mos valores arbitrarios, los valores de las otras quedan
automaticamente determiﬁéd&g ﬁﬁf l;$¢éé£éciéhégif-;Si;.oﬁ:l
tenemos una solucidn del sistema.

Si n es el nlmero de incdgnitas del sistema, r el rango de

la matriz asociada al sistema, entonces n-r es el nhmerc de

-incdgnitas independientes.

Ejemplo: resolver ¢l siguiente sistema;
X4 + x2+x3+x1+=0
3X1 - X, b Xg - Xy = 0
Xq.% 2% - Xy %, = 0
Matriz asociada: |~
2 1 1 1
A = 3 -1 1 -1



Notacién matricial para el sistema

&
!
\N
\e)]
'
N
=
r

o o 1 5/9 o

3 -1 1 =1(n~fo a7 b b

] 2 -1 11 i1 2 =1 L O L boo-h ]
1 2 -1 11 [ 2 -1 4 1 0 -5 -3

43

%4
0

X2
= o

*3
0

XLI-

10 1 2 2
o 0 9 §J

Por lo tanto el rango de 4 es 3, hay pues, 4-3=1 incbégnita

independiente: Xy o

El sistema original es equivalente (es

mas soluciones) al sistenma.

A x4 : : L é2/9x4 =

rxz.. .»;f+8/9K4 =

It

Cxy +5/9%,

lujénfonéés&i1='2/9k4? ‘ié: :ngkhz; X3=

.

celrl,

decir posee las mis-

—5/9x4; ‘asi dando
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"~ valores arbitrarios a x), obtenemos los correspondientes va-

lores de X,y X, Xgr Ko §i x, = 9, entonces x3={h x2=*8,

X, = 2 de donde resulta una soluciédn

2
-8
1
-5
? ]
Otra podria ser que X), = 1: - y —_
. 2/9
-8/9 |
-5/9
L

En general las soluciones del sistema son de la forma

(2/9 &
-8[9 k
-5/9 k

k.

e o

donde k puede tomar cualguier valor.. En particulér, cbser-
ve gue Abtenemos la éolucién triviélicuando tomamos k=0 g
Es fhcil ver que el rango r de una matriz de tamafio m x n
siempre es menor o igual que m y n simultdneamente, por 1lo
tanto si m es eétrictamente}menor que n {menos ecuaciones

que incdgnitas) el sistema de ecuaciones homogéneo &Slempre

. tendra (al menos una) solucién distinta de la trivial.

Observe que si X es solucidn de un sistema AX = O entonces

cualquiera que sea el nimera k, también kX es solucidn ya
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Caso No Homogéneo

b5

[

que 4 (kX) = k (AX) = kO = O. Adem&s si X' , X" son solu-

AX = 0, se tiene que X' +4 X" también lo es pues

ciones de
A (X' + X") = AXT + AX" = O,

AX = ¥y = con Y £°0.

ie

id.

Si A es cuadrada (igual nimero de ecuaciones que de incdgni

tas) y ademds inversible entonces AX = Y posee una fQnica so

A“1Y.

lucidn: X =
A diferencia de un sistema homogéneo, un sistema no homogé-

. ’ '
neo puede no poseer solucidn; es el caso de

'.2x1 .: 0

2?1 + 3x2 =1

|
N

-1/5x2~

Soluciones de un sistema no homogéneo: para obtenerlas uti

lizamos el siguiente criterio.
Consideramos la matriz aumentada del sistema y mediante ope
raciones elementales sobre las filas la reducimos g una ma-

triz equivalente como se hizo para el caso no homogéneo, el

criterio que seguimos para la existencia de soluciones es:
si la matriz del sistema y su matriz aumentada poseen el mis

mo rango, entonces existe solucibén para el sistema, en caso

L

contrario no existe solucidn.

Ejemgloa 2%

g+ Xy - 2%y 5 =
2x1 - X, + 2x3 +2xq + 6x5

]
P

Resolver: x + xh + 3x

1
o

3x1 +2x2 - HxB -3x4 - 9x5 =3
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La matriz aumentada de este sistema es

4 1 -2 -~ 3 1
2 -1 2 2 2
3 2 -k -3 -9 3

1 1 2 A 3 141 1 -2 1 31
o] -3 6 0 0 O~ [0 1 -2 0 .0 0
0 -1 2 -6 -18 O] {07 -1 2 -6 -18 0
1 0 0 1 3 11 11 o o 1 3 1
0 1 -2 0 0 Ol@i0 1 -2 0 0 0
| O 0 0 -6 -18 0 o o o 1 3 0]

0 o 9] 0 1
r»; 1 -2 o 0 Q

o
o
e
"
o

-.por. lo tanto el rango de la matriz aumentada es 3 y es el
miémo,quelel de la matriz del sistema por lo.tanto existe so

lucidn, las cuales se pueden obtener del. sistema determina-

. do: por la. {dltimamatriz:

b4 J:“l

x2 - 2)C3 =‘ O.
: 1
x4 + 3x5 = 9

Hay dos incbégnitas independientes (5-3=2) que pueden ser

x3 Y xg pues estan en las columnas que no contienen los "unos"

[
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que“déférminah el fahgo;
Podemos dar valores arbitrarios a x3 ¥ xs.

51 x_ = a, x%_. = b entonces X, = 1, X, = 2a, Xy, = —3b.

3 5 | , ;

De manera mis general, las soluciones son de la fornma

1] ‘
2a
a -con a ¥y b arbitrarios.
j=3b
b
S
Por ejemplo, si a=2, b=~1 entonces ™ 17| es una solucidn.
y
2
3
-1
L.

Ejercicios,. Resolwer:

a) X, + X5 + 2x3 + X, =5 b) xq - 2x, +“x3T;”3¥i“é 1"

1
aXg 43Xy = Ky - 2Xy =2 R
hxq + Sxp + 3Xg =7

c) Xq + Xp + Xg + Xy =0
Xq + Xy + Xg X, = 4
Xq + Xp = Xy 4 Xy ==h

3



g

48 )

Relacidén entre las soluciones de un sistema no-homogéneo y las de el

homogéneo asociado

Existe una importante relacidén entre las soluciones de un sistema de
la forma AX = Y y las soluciones del sistema AX_: 0 (llamado sistema ho
mogéneo asociado al AX = Y).!I Dadafuﬂa-solucién Xorfija del sistema AX=Y
todas las demés se obtienensumandola Xo las soluciones del sistema AX=0,
En efecto si Xo es solucidn de AX = Y que supondrenmcs fija, sea X; otra
solucidén de AX = ¥, entonces Xo- Xo' es solucidn de AX =0 pues
A(XO'—KO) =Y - Y =03 asi X6‘~=‘-X° +H donde H =X '~ Xy, H solu -~
cidn de AX = 0. Por otra parte, si T es solucidn de AX = O, entonces

Xo + T es solucibn de AX = Y pues A(xo +.T) = AX, + AT = ¥ + 0 = Y.

Dicho de otra manera: para determinar todas las soluciones de un siste-
ma «no homogéneo, basta encontrar una de ellas y las demas se obtienen

sumando a ésta, soluciones del sistema homogéneo asociado.

#-, Determinantes

ista importante nocidn asocimde a una watriz cuadrada nos va a per-
mitir entre otras cosas, obtener mis informacibén sobre la naturaleza de

und matriz; para su formulacidn necesitamos de la nocidn de permutacidn.
- 3

a) Permutacién de n simbolos (n es un entero natural)

Consideramos los n simboles 1, 2, 3, ..., n en su orden natural;
los mismos n simbolos considerados en otro orden constituye lo

que se llama una permutacidén de orden n.. En general para un n
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" :dadoy - hay exactamente n! (n! = 1, 2i..:. (n-1)n) permutaciones
de simbolos.- Por ejemplo: si n=3, las 3i= 1, 2. 3 = 6'permut§
~cionea " de 3 simbolos son: &) 1, 2, 33 b) 1, 3, 2; c) 2; ﬁ, 33

Y 2y 3, 13 €) 3, 2, 143 £) 3, 1, 2.

‘ - » - d
Una permutacién arbitraria de n simbolos puede notarse en gene-

ral éon 3q, ia4 13, seey i, donde apargcen todOsulostﬁ?mbo;os
de 1 a n (sin repetirsg); 11 signifiﬁa_e% simbolo colocado enel
primér lugar, i2 el ;iﬁboiq.colocado en el segundo’lugar, etg..
_,S% tgyeﬁoé simbolos Aqy By eney anr(no necesaria@gnte los néﬁg
;bs naturales de 1 a n) a cada premutacién de los simbolos de
1_& n corresponde una;prmufacién@e los simbolOS.a1, aa;eevy a;

asi por ejemplo, si n=3%, a la permutacién 3, 1, 2, corresponde

la permutacibn az aqs a2°_

Otro ejemplo: (permutacién asociada a los subindices de las en-

tradas de una matriz).

-2 b 5 - 6
X o o 5 0 b 1
Consideramecs la matriz A= . :
2 0 5_ A,
0 =1 41 0

‘Pafa una fila dada, la 2 por ejemplo, el segundo subindice- de
sus entradas varia de 1 a 4; estas entradas son: A4, = 51 As5=0,
A23=4, Asy=T; entonces, con estos segundos subindices (el pri-
mer subindice es-constante_en cada fila) podemos consideradar per~
-mutaciones de orden 4, Diremqs por ejemplo, que gl = vector

(5, 0, %, 1) corresponde a la permutacién 1, 2, 3, 4 de la fila
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Y

2.y que el vector (O, 4, 5, 1) corresponde -a la permutdcidén

2y 3 0, b de'la fila 2 pues A22=O, A23=h, A21=5,,A24=1.

Qué vector corresponde a la permutacibén 1, &, 3, 2 de-la-fila 2?
Respuesta: (5, 1, &4, 0) =-(A21, AE#"AEB’ A22). Cosa . similar

podriamos hacer con las columnas.

b) Permutaciones pares e impares

Dada una pefmut%ciSn d;:n éiﬁbolos; liémérémds inversién el in-
tercambio de 2 simbolos en la permutécién; por éﬁémploApara n="4
coﬁsideramog la permutacién 2, 1: 3, &4, entonces la permutacién
4; 1y 3; 2 1a hemos';btenidb de la anterior mediante una inver-
sién; intercémhiando los élementos L j 2. (Los demésAquedan fi-
.-*jbs!j; ' !
Ahora dada unapermutacidn, estaremos ihtéresados en sébér el nu
. mero -de ﬁnvérsiones que tenemos que efectuar sucesivaménte‘ 50-

bre ella para llevarla a su orden natural; esto determina la pa-

ridad de la permutacidn.

Poﬂ ejemplo, si n=5 y tenemos la pgrmutaqiéq 2, 3, 5, %, 1, pa-~
ra }1évarla a su orden natural hecesitamos efectuar sucesivamen
te kpor ejemplo) las inversiones: 2, 3, 1, 4, 5 luego 2,1 34,5
luego 1; 2, 3, 4, 5 que es la permutacidén natural, hemos efec -

_tuado 3 inversiones.para llevarla a su orden natural (3 es nhme

.-.ro impar) entonces la permutacién_origihal'se ¥lamaré IMPAR, ca

~

.., 80 contrario se llamari PAR. e
Ts' ‘necesario poner en evidencia que la permutacidn 2, 3, 4, 5, 1

"“pudo llevarse a su forma nabtural “por otro camimo: 2, 3, 5, 4, 1

¥

L]
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2, 5y 35 4, 1 2, 1, 3, 4, 5 1, 2y 3y 4, 5,
pero siempre el nimero de inversiones necesario es impar (1o
mismo'sucederé con las péfmutaciones pares) .
| La permutacidén 4, 5, 3, 1, 2 es Béi“ ( &, 5, 3, 1, 2,
. o k2, 3,01, 5 5,2,3 1, 4% - 1,2,3 5,4
| - 1,2, 3, 4, 5). |

Definicidén de determinante de una matriz cuadrada

Dada una permutacidémn i,, ..., i_, denotaremos gon E,_ ., . )
1 °°°Y “n i1} i2,.0., in

(E: 18ase Epsilon!) al siguiente nimero:

1 81 iq45 cooy i, es permutacidén par

- i1y 12 esoy 1in .ot . e e
o . : -1 si 149 e0ey i es permutacidn impar

- Ejemplo 1) Bay 3,5, 4,1 F71 5 By 3 g, 07

Sea A una-ma}triz nxn ; A = { (alJ > ) s i= 1y eee,.n J= 1, ceoy Ilj
para cada_permutac;on i 327 ey ?n 09351deremos‘elrproducto a1i1' a2i2,

ni
n . .o o o ‘ .

los de la permutacibdn 149 eooy in), ahora Ei1

- eesy & "~ (losprimeros subindices en su .orden natural los segundosson
’ : bt - 18U -or ; , 8e g

,‘ iZ, «o0y in (a1i‘ a2i21 ooy

ap; 9 Y para las n! permutaciones de los n simbolos hacemos lo mismo

n . . : o ' ,

-~

= : y luego efectuamos la'sumanyfllegamos a la ekﬁrésién‘ﬁ

(1) .

Ei11 12, nou,‘in ain,a212| .;ai ani

det (A) donde
éignifica qué la suma se extiende a los n! permutaciones de los . n

simbolos; (1) es un "nimero" l1llamado el determinante de la matriz A Y

denotado por det (A) o A
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. Ejemplo:

:“-: 52

e o . —:1 | | 4 e ._ '2..

P sea A_£ O‘ _ -?,. | 5, matrizlj_x >
%1 . , ‘ .. 1,

”1a§'3g!=ﬁalg;3 = Gip?rﬁﬁtagione;‘d; 3:siﬁboios son: 1, 2, 335 1, 3, 2,3

aow Twooe P S A

2y Ty 335 2y 3y Va3 35 25 Ty 39 1y 246 Entonces B o ‘3;1; EIEZ 3 ==
. . : ) o ' < X
1

E

\ -

2, 1, 3= 718 By g 4= N By o0 g ol By o=

(Siempre existe igual nfimersc de permutaciones pares que impares).
En'la matriz dada se tiene:

a,l,l = —1; 312 = 11'; a_13 = 2; 3.21 = 0; 322 = -"'1; a23 = 'Ll'

ar

- 1‘;:'

 hE35 = -1; Haéa = = 1; 'asociados a cada permutacién tene

mos los siguientes productos:

841° 8p2° 833 SR R E1,.‘2,3;“a,‘..“‘a.22°a3'3 =1
- 2198 8z agp =oTe Mo A= b G By g pem | edpgeagy = 4
L 8qpe 8yge asi'& bo 0. 1= 0 i By gean, eagqedzs <0
g a2;"a51 =he B.(=1)= <16 5 By 3 giaqy edpgeay, = =16

]

Az agpe agy = 2=V =25 By qedyg e8ppeagy = -2
8130 %217 P32 T 2- 0. 1 =0 5 Eyq.p0%3 0

. ¥

21°%32 T

De manera que Det (4) = 1+440-16-2 = =13,
OBse}ve'Que, mightfas uﬁé'méfriz no tiene valor nfmerico en determinan

Fiaa

'te seri en general un nflimero.
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Ejemglo:

Muf famiiiar.es el'determinante ae orden 2 (de una matriz2x 2):
A . S

.

a a

o 1 2 _ .
" Sea A= ' ; entonces det (A) = a

. a 11 B22 " 812 » 829
24 -] I e A P
‘ Notas

Si A es nxn, entonces tamblen podemos escribir det(A) EE &31 ’

'Jn j 1’ aJ 2 asa a;nn + €8 dec1r efectuando permutac1ones 850~
bre los prlmeros sublndlces ademés puede obserVar que en cada tér-
'mlno de esta suma se ha tomado exactamente lna entrada de cada fi-

la y una de cada columna.

Ejemplo: L T R

.81 A::diag_(d g dog sosy d ) -entonces "det (A) = d&.u.o.; dn' pues

2?

en la suma (1) todos los términos a ‘ased . --que no correspondanala

111 nin
permutacidn natural se anulan. Podemos eoncluir que det (A)=0 si ysd-
lo si algunas de las entradas diagonales es ;ero.
i. Propiedades del determinante
1) De acuerdo a la definicidén (1) si A es una matriz tal que
todas las entrédas de una fila, o‘una columna son cero ,
entonces det (A)=0 (ver nota precedente)
2) Si A es, nxn entonces det(A)=:det(A'); una matriz y su
transpuesta poseen el mismo determinante
35_Como se comportan los determlnantes dé matrlces equiva -
1ent=s°. ' | - -
. o A .
8. Con51deremos la operaclon elemental 0 (k) aplicada a

matriz A, n:cn, se tlene quelO (k)(A)[|-k {a}. es de-

cir si una f11a de A se multlpllca por un escalar en-

tonces se-bbtiene una matriz B fal que |Bii klﬁk
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b. (Resultado similar por columnas); por consecuencia se

‘tiene que si |k.A} = k" lad.

i 1 = - i . L . . .
~Ce ioi(i-+1)‘A)L {A,, es decir si se 1ntercamplamldo$
‘filas adyacentes de A, la matriz resultante tiene un
dtaterminante que esel opuesto del determinante de A
( idem para columnas) . o

d. EOlJ(k) (A)i = IA); es decir, si multiplicamos 1as en
‘kradas de una flla pdr‘un eséalarly la sumamos a otra
flla énténces el deter$1ﬁante de la m;;rlz.;esultapte
es ei'gigmo qﬁe el de ia métriz Qgiéinal (idmﬂpégécg
lumnas) B

e. S5i todo eleménto de la i -ava fila (o columna) déAes -

la suma ‘de p términos entonces det (A). puede éxpresar-

se como la suma de p determinantes.

- Ejemplo . - - -
2 1.0
A = |hex 5+2 34z entonces
8 6 2
2 1 0 : 5 | 1 0]
Ulil_ = b 5 3 + ":ﬁ 2 z
' 8 6 2 8 6 2

“"'a) Esta Giltima propiedad no significa que det(A+B) =

det A+ det B(Falso en general' )

" b) Daba una matrlz, por eaemplo;h ;! entonces la ex~-
1|
4 3

pTESlOD

se escrlbe en lugar de det

4 3
) si A y'B son d0§ matriqqs cuadradas, n xn, entonces

det (A. ia) = det (A) det (B)
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Ejercicios: Calcular los siguientes determinanties:

3 b -5 1 x 32 a b c
8. 7 .=2{ 3{1 ¥y 32 o . @ e
2. =1 .8 |11 .= _‘22;- 1o ) £
a b~ ¢ Tl 07 i ééét sent

a x c H Q 1 i 3
a - b x|~ |1=i =i 1 ~sent cost

Métodos de evaluacidn de uﬁ determinante:
1) Desarrollo por cofactores:

Si A es matriz nxn, A= (ai-j)., ‘en la expresidn de det (A)=

~I ‘ . . . . pod
7 5;11, seey AN a0 8505 eeed oy POdemos reagru-
par todqs_lds términos que qdhtiene a a11f”luego a 45

8431 see1 B4,y €N esa forma, det (4) se escribe:

(2) det (&) = agq Agq ¥ 8, Ay +oaen +a1nA1n donde
A . = (-1)1+j B siendo el determinaﬁte de la subma
3 13 M5 2

: triz de A que resulta de eliminar a A su fila 1 ¥y colum-

na j; y diremos que (2) os ﬂl desarrollo por cofactores,
de det (A) siguiendo los elementcs de la primera fila,

Si en lugar de considerar los elementos de la primera fi

.la, consideramos los de la fila i, o columna j tenemos

lo siguiente:

L) det (A) = ai1A21+ai2 Ai2 * eeet By Ain
‘s)“dsﬁv(ﬁ} =.ajj'A1j + a2j Aij Yooet 2 3 Anj
T (_qyitd . .
donde Aij = (=1) | Hij donde:Hij es el determinante de

la submatriz que resulta eliminando la i -ava fila Y j-

ava columna de A. iij se llama el cofactor del elemento

aij .
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A

. En 4) tenemos el desarrollo por cofactores de A siguien-

- do los elementos de la fila ij; en 5)”desarrollo por ¢o -~

factores siguiendo los_elementos de la columna Jj.

Ejemplo:

_
811 %42 1843

Sea f,* %21, %22 %23

. a

33

834 830

;.7 /ELl desarrollo -por cofactores de det(A) siguiendo los ele

‘mentos de la fila 2-(i:=2):es:

(et (A) = ayq Ayqtagyhyy t8y5 Ayy o donde
har = - Hyy .
R , _ CBys. a13
T 2+2 , - .
Ay, = (=077 H,, By = . =
.. = (~1%3 g %32 %33
T23 s 23 - S
2127337235+ 243
1 #13 |
H ";. = aga.da -8, . a
22 T 117330 731713
31 %33
[ a11 , a12' |
&31 : ';a32 -

“
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det(h) =8y [asp - ag3=2a%55] + 8 [Byifyz =2 1a13j+

823 | #31%427 a11a32]

= 859832843 T 854828

+a..a

3

#23%31%12 7 %23*11%32

=a

840803839 7 294%823%3;

13221%32 T 21821833 T 24480833 ~ 243855839

22811333 ~ 85p%34%43

(esta filtima siendo la definicidn de det(A) para A, 3x3

¥ la hemos obtenido a partir del désa}réllo por cofacto-

res segln los elementos de la 2a. fila)

=843 L.""aj‘%a - aaa%ﬂ * 8oz P*:aam

33 [a1‘1a22 - 5‘12_321_|

=a13 - l(-151+3

S A33(.1)>%

14

aeﬂ

a

31

11

221

R .

222 o
+ &a

23(-1)

832 ' Do

_aA. .-_.-:‘_‘ PR

. 82

12

a

2+3

-a,.,.a

11 32‘] *

841 842

a31 a32

que _es el desarrollo por cofactores de det(A) siguiendo-

los elementos de la columna 3 de A, 7

Pare el caso 2 x2 tenemos la foérmula ya conocida:

111 2

a a

21 22

; det A

SRIRTRPRRSI PL-)
a12(-1) a

Baqhqgtaphp s

21

B11%22 7 #12%21

T+1
aﬂ1(-1) a

22*
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~ . Ejercicios |1 - -4 5
a) Evaluar 7 0~ =6
; . L L
e - éégﬁﬁ iés eléméﬁté%_de 1a. fila_
-~ Seglin los elementos d;'éée fila
. b) Evaluar ¢ |17 x. Ty
1 x?h -y

- 2)

T

- De dos formas distintas

¢) Evaluar

0 1 4+1 1421
fab=|1-1 o . 2-31
1-2i 2+3i o}

Expansibn de-ﬁéﬁlace}‘

‘- Es un método mAs general que el anterior en el cual se

efectia a la_evaluacién del determinante siguiendo los
elementos de una (sblo una) fila o una columna. 'Enjhaeg
pansidén por el-método'dé Laplace se utiliza simulténea -
mente varias filas o vafiégiédlﬁmnas; Aauivél determinan

te se escribe com> suma de términos cada uno de los cua

"les es producto de dos determinantes.

Antes de introducir la férmula para det{4) utilizando el

. método de Laplace consideremos las siguientes nociones :

Menor complementario y Cofactor complementario.
Sea A una matriz dada de orden n (tamafio nxn), fijemos-
m<n, y consideremos m filas de A, de subindices igs a9

eeey i com iy iy eee (Ep consigeremos también-

m
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n columnas de A de subindices 31, ey jm con J, < ja<f

oo <fjm, Sea P la submatrlz de A de tamafio (n-m) - x

,,,,,,,,,

(n m) obtenlda al ellmlnar en A las entradaa de las fi=

las 11, 12, e 1 y columnas 31, 32, ...,{jm'

Sea N la submatrlz mxm formada por las fllas 11, 12,...,

s columnas 3q 32, .oy Jm; entonces {P} se llama el me-

nor complementarlo de la submatrlz Ne

Ahora con51deremos ( 1)(1 +12+"+1 ) +(31+'°+3 ) {pl=

,!Mf que es, por definicidn el cofactor complementario de

4

7 N en A,

Eiemglo:
214 ) P 3 %4 - B4

a..’ a

21 22 By Ayl g

A = y < Yo
: B31 f3p c-fsz Byy - Rah
AL - alm 542' 31{.3 & al-t»}-i- " &45 N

-y

" Congideremos filas 1y 3,‘cbiﬁhﬁés 2y 5: iy=1 i,=3

Jq =24 32555,=aQui m=2, entonces N para este caso es :

22 845
N = 1 L

32 %35 |
El menor complementario de N es : e e
e 829 %3 8y

aS'l a53J a51+

por lo tanto el cofactor complementario de N en A es, en

este ejemplo,

. ( 1)14’3""2"’5 lp) '*P},“
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y su correspondiente cofactor complementario |M

utilizando las filas 1y &

De estas consideraciones podemos deducir una nueva mane-
"’ ra de evaluar un determinante: Se escogen m filas cuales
“quiera de A, de estas m filas podemos formas n!/m!(n-m)!

submatrices distintas de ordén m. (que juegan el papel de

N) donde n!/m!(n-m)! define el nfimeroc de combinaciones

‘de n columnas de A al tdémar m a la vez (pero manteniendo

|
t

el orden 'natuf'al‘);' Para cada submatriz N caleulamos ill

P

3 luego

-~formamos-el producto lN} o lM?, hay ‘exactamente nt/m!

(n=-m)! productos N} . |M! y luego sumamos todos ellos pa

N

ra obtener det(A).
La| = > | N, ...,'im[j,],;.ujm)[. I M donde-
N(i'l’ ooy imfj,‘,;,,, jm) es la submatriz mxm formada por

las entradas de filas i cacy iin y columnas j,], coey J

1?1 m

La suma se efectfia sobre todas las n!/m!{n-m)! escogen-
cias de Jiy ooy jm" La nc»_ta.cic'nl;},1 < ‘_j2<.'.... < jm in-
dica que la suma se toma sobre las elecciones de las co-

lumnas conservando el orden de ellas.

Ejemglo
14 %12 243 Ay
: a a a a
Evaluar det A = _21 22 23 24
%1 %32 %3z %3
By fwp Pz Py

Aqui m=2, n=4% entonces habri 4!/2!1! = 6 términosenla
suma, i, =1, i, =k4; las 6 escogencias posibles de 2 co -

lumnas conservando el orden son:
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a) ja=1 b) Ja=1 c).q1=1 d)ﬂjﬂzz
e) j =2 f) i, =3
J2 = ig=t

I3

y las submatrices (N) correspondientes, con sus respec =

: - tivos cofactores complementarios son:

a Coday

S #11 a2l P 13] 1. By
BT I T M AR | .,pm3p=
B B A 7! R ™S i T 'S 2l
P2 o Bzl o B2 L I et
AR | Nsh=t i N
B4 By3 C Pa2 o 2y )%3 i
823 17 1222 8oy
!Mq} = . ’IMEP—- ’
%33 234 832 8zl
222 g3l [Fn &ay
.M } = M I =
Hs ®52.. %33 [ 51 . %4 |
| 21 823 i | 821 822
M ] =~ : M - .
Luego det (A) & [N jobM b dnyd o My f s agh o jugy +
Ay, | G(Mh)-+lﬁ51..lm5} +{Ngl o Mg I =
Sy
N.) (H,
-i'=1-=(= l) ( l).
Ejercicio:
Evaluar 2 w1 fgk'
5 - 0 : 2 1
1 _ 1'\ 2, .

utilizando el método de Laplace de acuerdo a filas2y 3.
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iii. Adjunta de una matriz:

En la obtencidn de det(A) mediante expansidn por cofacto -
res se tenia que:
n

 ——p— h -
det (A) = 2 a.. A, .= jg: a,, 4, .
) 131 1] 13 13

{=1 T &

donde cada término de la suma estd multiplicado por su co -
f_:‘a‘ctor;,s_i' en lugar de efectuar la suma de los productos de
las bntfadés de uﬁé fila (o columna) por sus.respectivos co
-'f'a:ctores, vamos multiplicando ‘cada ent;:-ada en fila i, por
-gjémplo por los cofactores de otra fila, entonces la suma es

siempre cero, es decir

O siis] ’
ai1Aj abaiaAja-ka.,+‘aFnAjnA;f 0
-' 7 ldet (A) sii=j
i
lo gque podemos resumir con el delta de Kronecker en
E;si;£j
&« by it - : . .--~_,__
(*) ail+Aj1+”+ainAjn”det (A)ﬂ’l;g y donde (f;g =
1Bii=j

i

Esta iltima expresién corresponde a la éntrada (i,j) de un
producto de matrices; en efecto: consideremos la matriz C,
nxn, cuya entrada general g_ij esta dada por .cij = Aji (
es el cofactor de la entrada (J,i) de A); entonces si efec~

C..
1]

tuamos el producto (A.C) y- consideramos su entrada (i,j)se
tiene que

(A. C)ij =a ,C 43 +ai.2caj + '°+"aincnj' = -

— — ——

a 4 Aj1 + aiaAjE +eact ainAjn gue no es otra cosa
que la expresién en (*), asi, (AC)ij==(A} Jij =(tﬁw.1)ij

. .
. B
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quiere decir AC ¥ }A\.I son dos matrices de igual tamafio que

~

"tlenen iguales sus entradas, entonces son 1guales.

Slmllarmente se demuestra que C.A = Al .I; en definitiva

Lo

'tenemos:'
A.C =C. A= lal. I ia natriz C se.“ llaz;;a} adjun-
:'fé de A y‘éé déh;ta ﬁgf A+ . c
A At =" = ial
. (Observe que A% una matriz formada por los cofééfﬁggé de A

pero invirtiendo los subindices, eélla transpﬁééf& de los co
factores de A).
De lé dltima igugldad se deducen impﬁrtantes-resultados.
1) Una matriz A %s inversible éi y sblo si su determinante
es distinto de céro. | -
'2) ﬁa‘iﬁverga ﬁe dhé ﬁéfrié'ﬁ, nﬁgn,rse ﬁue&é.ogtegéf-entég

" minos de su determinante ¥y su adjunta por:

Matrices‘Congrﬁentes vy Matrices Semejantes

Definicibn: Sean A y B matrices cuadradas, nxn, diremos que A es
- . . ) ¢ ) )
congruente a B y escribiremos AYBy si existe una ma -

triz P, ‘nxn, inversible tal que B=P' AP (1)

- Como P debe ser inversible y tales matrices son siempre producto de

matirices eiementales, entonces la igualdad (1) puede interpretarse de

la manera 51gu1ente- B se obtlene de A apllcando a esta pares de ope

raciones elementales (cada par de operac1ones con51ste de una opera -

~ -

cidn sobre las filas y 1la correspondiente 0perac16n sobre las colum -
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nas). Podemos observar que matrices congruentes son también equiva =
e e e .

lentes y por lo ‘tanto matrices congruentes poseeﬁ ¢l mismo rango.
El caso que mis nos interesa de la noc1on‘de congruenc1a es conres
pecto a matrlces-élmetrlcas, donde tenemos 3 resultados 1mportantes*
a) Toda matriz simétrica A, de rango r es congruente a una matriz
Adlag;nal cuyos prlmefos T elementos dlagonales son dlStlntOS de
cero, y cero los demés. | .

E;emglo

Gon51deremos 1a matrlz 51metr1ca
1 2 3 2
5 8

3, 5 8 10
8

2 .

L 10 ‘B_j N T

encontremos una matriz P inversible, 4:{4, tal que. P' AP=D

para encontrar P, apllcamos pares de opera01ones elementales so
bre las fllas N columnas de 4, hastaobteneruna forma diagonal.
Con las operaciones efectu&das sobre las filas de (A!IQ) obtene

mos P' luego obtenemos la transpuesta de P' y tenemos P:

1 2 3 2 1 0 0 o 1 0 0 011000
2 3 5 8 ' o0 107 e o i "':&V'f 4 :5;2 10
NER 8'""1'0_3": o o “ o] N o e1 1 ﬁ:-} 0 1 0
1278 10 -8 : o o o 1 0 4 k-2 '-2 0 0 1
R — s 1 — T e
1. 0 0 0' 1 0 0 of |1 0 00 '10 0 0f
o -1 0 0 '-2 1 0 0 0 -1 0 0 !-2 10 0
o o oh' 0 : -1 =1 1 0 ~ 0o o & <« "-|1~or‘l+- o 1
0 6 0 b ~10 4 0 1 o 86 0 0 ‘a1 -1 1 '0

il
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entonces A X,

(la matriz A tien
-1 0 0
2 Ut 0
-10 4 0

-1 -1 1

e raﬁgo‘B!)
o
o
-

0

—

4 0 0
o -1: ©
0 '0’7 A
o .b o -

de manera que P ={(P')'s

-

o o

0

que es diagonal

65.
=10 -1

L a9

0

1

La:matriz diagonal obtenida anteriormente puede atn"réducirse"

més hastsd fener uha matriz diagonal con las primeras tres entra

das de la-diagonal 1 o =1, ¥ €l resto ceros; entonces tenemos:

b) Toda matriz A simétrica de rango r con entradas nfimeros

es congruente a una matriz diagonal de la forma:-

p es llamado el

Continuando con

1 0 0 © ;
ot @0 o
)

o 0.k 0o "

]

0O 0 0 0 -t

o |
-0
indice de A. -
nuestro Ejemplo:ﬂ
10 0 0
R N ¢ H 0 B IR
<
: A
10 &% o 11 - {0
-1 <1 1 -0 10

53
a2 lo

o

reales
O 0 0
2-0 %
1 0 ©
-1 1 0
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8

o 0 o ! 1 0 0 0 Tooo: 1 0 0 o]
0 1 oo:-5 72072c01oo:—5 2 0 %
00-10:-2 1oomoo1o:-21 i 0 o
0 0 0 0 ' «1 =1 1 0 0 0 0 0 ' -4 =1 1 O

4 0o: o 0.
0 1 ¢ ] 0 ’
Aqui H = TeesTe e moew
: . 0 0 o= 0
0 0 6] 0
N . —
1

con I‘I=IB’_Ir == 1 = =1 -_-I:(_

-p 3=2 L j] 7
En la forma (2) se supone que trabajamos con operaciones que uti

.lizan Gnicamente nlimeros reales; pero si trabajamos con nlmeros

,complejos; el resultado en 2) puede ser abn .mis reiinédo.

¢) Toda.matriz A, nxn, con entradas nlimeros complejos, de rango r-

. es congruente una matriz diagonal D cuyas primeras r: entra -

.das son todas iguales a 1 y cero las demids, es decir
PREEE / - A > ) )
I 0 '
D = d (3) | -
O . O - R - . 8
Ejemplo: . L  " e : -

Consideremos el caso de la matriz A del ejemplo anterior, que,
ya teniamos,:es congruente a ‘la matriz

1. o o o
o 1 .0 o

o, -0 . -1 . 0|

0o o0 .0 .0

- : . | H ]

perc utilizando gﬁmeros comple jos podemos reducirla a la forma
; _
D en (3); es suficiente multiplicar fila 3 por i, seguido de es

ta misma operacién y.la columna 3; tenemos asi:
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© - Aqui lamatriz Q= : |
o .o 0 1

o .k 0o o0

es inversible y ademés

N T T T

S (o I o R o I A
QtagQ = | R SR B

o o . o 0
Otro Fipo_denequivaléncia que serd de gran utilidad posterior -
» mente es la semejénza_

Definicidn: Dos matrices A y B, nxn, se dicen ser semejantes si

. P inversible, nxn tal que B::\]?"1 AP 3 espribi:emgs 4:52 B.
" _ Observe que AA B implica que det(A) = det(B) pues-B=PT AP se
i tiene¢ que det(B) = det (p~" ap)=det (1?'f1_) e det(A) adet (P) = ..

S ¥ emo B Doy el det (P™") -det (P) . det(a)" R T

Do e r = det (P) 1 get AP).det A=a - L Tlo

| ,@,ﬁdgt(g)~= det -(A)

Ejercicios

- Obtenga la matriz P que "diagonaliza" cada una de las matrices:

1 2 2] i 0 i

| 2 3 L 5 '. - _O 1:+'ilj-’ Zr teely - o v:_‘t
2. J

5

e N — : e A

““para ‘Yos 3 tipos de "diagonalizacidn".indicados antés =
. L C AP G e
. \
, e e U
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6. Ecuacidn caracteristica

Muchas de las més importantes aplicaciones de Matrices en las cien
cias sociales estfn intimamente relacionadas con el siguiente proble -

ma: Dada una matriz cuadrada A, nxn, encontrar escalares y vectores

- ¥

x distintos de cero que satisfagan simulténeamente la ecuacibn:

(1) A.X = /(. Xs es el llamado problema de\'.valores propios.
o o ‘
Nuestro interés es ahora, indicar bajo que condiciones: el problema

se puéde resolver. ‘ .

Evidentemente para x =0, cualquiera que séa,ﬁ('(1) se satisface ,

‘sin”embargo esta solucibn trivial no tiene interés alguno.

La ecuacibn (1) puede escribirse en la forma:

E : . T

(2) o (AE/(In) x =0 " o - o Sl e ol
'y visto agqui el problema planteado sé reduce a encontrar  (nfimero real

“'o complejo) tal que el sistema homogéneo (2) tenga soluciones no tri -

viales; pero esto se cumple (ya lo sg‘oemos)- si ¥ solamente 5i la ma -
triz A-/(In (matriz asociada el sistema homdgéneo (2) ) es no inver-
sible, lo cual, dado«que A -/{ In es cuadrada, se cumple si y solo si

det (A- A In) = 0f mis explicitamente .-
311 -K a12. o8 " a1n ‘.'_‘ S

a;11 ana ann - ISJ

debe ser cero pgara/< .sea un escalar para el cual existen x # 0 que sa-

‘
v

tisfacen a (1)

e

Polinomio caracteristico v ecuacidn caracteristica de una matriz. El

desarrollec del determinante (3) conduce a un polinomio de grado n en/<
A

tal polinomio lo representamos por # (K )y se llama: Polinomic ca=~

racteristico de la matriz A y la ecuacibn @ (_/< ) =0 es la ecuacidn ca-

racteristica de 1a matries A

o
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Asi pues: los/< para los cuales existen x;é 0 tales que AX = /(X son
exactamente los ceros del pollnom¢o ﬁ (J(), de manera que para ehéoﬁ ~
_trar estos,(’es suflglente resolver la ecuacibn caracteristica de- A .
Las solu01one§ de esta ecuacidn pueden ser numeros comple jos no necesa

rlamente reales ailn cuando la matriz A tenga todas sus entradas en IR.

Raiqes o ceros de un polinomio. ‘Recordgmos~que.un polinomio_p(x) =
anxh ;.;o.+ g% + ao de grade n (an:# O),rse factoriza completa -
.meﬁte En-ia forma |
7(4) p{x) = b(x-« )(x— 5 )(x— ={3)...(x - -d( ),
n factores llnealns, ¥y que por lo tanto Q@, acuy q son sus raices que
pueden ser numeros comple;]os afin cuando los a de p(x) sean todos reales,
en la expresidén (4) algvnos factores pueden aparecer repetldos—, tal
es el caso del pollnoplo

p(x) = (:c—2)3 (x + 3)1’ (x=7); agqui sus raices son 2, -3 y
73 ¥ diremos 2 es una raiz de muls iplicidad 3 ; <% o5 raiz de multi ~
plicidad % y 7 es;ralz de mu1t1p11cidad 1.
En el caso del polinomio * (//) este se puede-factorxzar por

< (A= .’(1 - i, e ({)

en términos de sus ralceo, pero ‘

LK(A) = ( (<) ah.- 1 ( X)q"]-i-..:-l—a ( ({)"'ao-' si

se desarrollo (3); se demuestra entonces que

a -1 = TMK /{ (( +noe+A A

sz A M m/ ,< L 2(( il A,
an__r=

(‘?aa t(’I‘man es producto de~“de los

)

i
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Vectores Caracterlstlcos y raices caracterlstlcas

~Dada una matriz A, mxm; si existe'K.y X #=0 tal que
AX /&}{ de01mos que/< es raiz caracteris%ica'de'la " ma-
'"t¥1z A & qué X es vector caracteristico de A asociado a la raiz carac -
terlstlca /( |

Tamblen se usa la expre51on valor proploﬂy ;éctor prop10 r°Spect1vamen—

te. El nombre valor 1atente por ralz latente es de uso habitual entre

los socidlogos.

Tenemos entoncés: laé féices éaractéristicﬁé de una ﬁatriz A se obtie-
peﬁ resolviendo sﬁ&ecdacisn caracteristica. l
‘Ejééﬁiéi- En&oﬁtgar'ios valéreS'Prspios y'véc£6res propios correspon -

dientes, de la matriz

(1= L) (1= f) = b= L _“_2/(-3-;

(P(A):)(z—zjt\nj Li'(/{‘)z‘Oose_(a)
"'Su ecuacidn caracteristica tiene las soluciones ‘// = -1”>f"é'= 3
pues‘ﬂv2'~ 2 ﬁ =3 = (/{ + 1) ( A.-}) asi pues -1 ¥ 3 son los valores
caracteristicos de A. Cuales son sus vectores proplos¢

Vectores propios asociados al valor prOpiO,A = «1 : son los X 5 C.ta -

§ - fx
les que AX = (-1) X ; pongamos X = {-1
1 2 x{_ _x,l
resolviendo = (=1) ~ se obtiene:
2 A R 1 x5



1 2 = ™%
2x1 + xa_; 7x2
~de_ aondé b < +Ax “5 =

0, asil pues x
1 2 ! e
la solucidn de este sistema es

X =8

L....

7.

o _.2:,:,1 + 2x2 =0
o sea > 5 o
Xyt Xy = 0

-X5 entonces la forma general de

" -y

1

1

donde a es cualqguier numero.

]

éParticularizando a=2, por ejemplo, tendriamos que

4

X

ciando al valor caracteristico i

caracteristicos de A asociados a§< = -1 son méltiplos de[
; -

2

2

—

que Ax = 3 x; si
L S .. |
1 2 ¥4
-1 . - =3
2 -1 'y2
Vgt 2V = 37y
-shes =*i42yd‘+'2y2 =0
- '2?1. - 2y2 =0
de donde ~¥q ¥, = 0

la forme general de las soluciones de este sistema es X

a es cualquier nimero.

lo que da y1'= Yo 3

4

1 )
‘es vector caracteristico de A aso
|

|

1. Bn general todos los vectores

i

1

Vectores propios asociados al .valor propiO}{ = 3 son los X # O tales

~

Y1

¥ resolvenos

Ry
|

tenemos que
| v |
. ~ -
—~ O sea




e

Resultado:

.72

3
3

correspondiente al valor propio /< = 3.

Particularizande a=z 3, se tiene X

i

€8s un vector propio de A

En el ejemplo ahtéfior‘pédemos observar que los vectores

. 20 . {131 . ‘ o

X = Y = y que son vectores proplos de A, asocgiados a
) 3 |

- ’{ = =1, /(::3 respectivamente, son lineal-

mente independientes; esto es cierto en general de acuerdo al siguiente

Sean ;<1, j: Sye e /&k; . valores caracteristicos distin -

.

tos de una matriz A, y sean X1 , XE R o..,'Xk cualesquier vectores ca

racteristicos respectivamente asociados con estas raices, entonces

'X% 3 eeq Xk constitujen uﬁ?conjuhtb linealmente independientes.

Ejercicios:

a) Determinar vectores caracteristicos y raices caracteristicas de

las matrices:

1 1 1 EREEY 0 1 2
a=[o 10|l 3 B= Jo. 10|l ¢c=11 0=
44 a ~ o 0 2] | 2-1 0

;

12 3 [0 i i o1 ol
H=|0 12} 3 D= |i 0 il ;3 E= | o o 1
0 0 1 | i i %w -1 -3 -3

b) Muestre .X/= 0 es raiz caracteristica de A si y solo si es no inver

sible.
¢) Demuestre qué matrices semejantes tienen la misma ecuacidn caracte-

ristica y por lo tanto los mismos valores caracteristicos.

»

d) Para qué valores de IR las matrices

1 4x| 1 o2
vo3 | 2k
|‘ ] 4 -

tienen raices i) reales y distintas, ii) reales e iguales iii) com~

plejas?

oo



Raices caracteristicas de las matrices diagonales ¥y triangulares:

Sea A = diag. ( 61 N ,.;.;, dn), matriz diagonal n x n; considere -

mos (A~ A I ] é'q! (}Q') el pélinomio caracteristico de A, enton -
| : . ,
ces se tiene que
d,l"}’\ O oD eo O .
’ A - /( I I = 0 d2 ""_r\ s0e 0 = (d1 —/\) (da -/\ )oou(dn"f\)
o o a -4,

~ A s~
de manera qué las raices de la ecuacidn caracteristica de A,j‘(ﬂ\): 0,

son precisamente las entradas diagonales de A.

Lo mismo diriamos para una matriz triangular, pues si B triangular,

-~

i

digamos:
841 Bq2 o a1n—1
B = a22 aan -
0 _ '.° a -
nn

— ) ' -}

entonces B ~ ,{ I es también una matriz triangular de manera que

- - - 0 - - { Y i ee = :-"
B, /(\ I |. = ( 8.11 A ) ( 322 /\\_ ) oe e ( ann )( )
y de nuevo tenemos que las raices caracteristicas ‘de B, matriz triangu

lar, son precisamente las entradas diagonales.

En el caso de la matriz diagonal A = diag ( d1,,., dn } investiguemos

cudles seran sus propios vectores.

Como cada di es un valor propio, calculemos los vectores propics aso -

L . . " - . . 2
U A E R A - N

ciados a éste:



* e

?4:

d1 0O cce 67 fq d1 :;c,i ?1

Q danoa _0 = d2 'K1 = dl )

0 Y | X d x 'S

e . T n - n n n n _
de donde _

d1 X, = di X, , (d,I - di)x1 = 0
4 N 4 x ) (d2 - dl)x2 =0 _
i1t i i t— o sea
d x =d; x _ (4, - a)x, =0,

_(én - d.)xn :_0

entonces un vector caracterisgico asociado a di es:

con 1 en el lugar i

b
i
O eseco u;ll-_n OO

Ejemple: 1los valores propios de la matriz

1 0 © .
B=|o0 -2 ol son /<‘=1!,{2=-_-2?;/\}3=O
- 00 0] '

y son exactamente los.mismos valores propios de la matrisz

? . 1.0 0
B = |-2-2 o0 ) |

Valores propios de Matrices Simétricas: . . .. ce -
En gran parte de los problem§§7§e;valo;:Q;OPio_dg Matrices cuyas entra
das so0on nimeros reales son también Matrices Simétricas y eﬁ este cago la
teoria es mucho més simple. Loé‘resultados_que se tienen para matrices
simétricas son los siguientes: ‘

a) Cada valor propio de una matriz simétrica es real y de aqui se con-
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cluye que los vectores propios de tal matriz estén constituidos por

entradas que son todas niimeros reales.

b) Los vectores propios correspondientes a valores propios distintos
forman un conjunto ortogonal de vectores {(en general tenismos  gue
eran linealmente independientes, pero ortogonalidad implica indepen

dencia lineal}o

Ejemplo: : 2 2
Consideremos la matriz A = que

va o 9

- es- simétrica y con entradas nQmeros reales; su ecuacidn caracteristica

es.: ) | 2 -/\ \J'E |
IA - A I"‘ = | = A2 34 = o

) 1-f;

los valores propios ééﬁd<sop‘}<1

!
e
b

n

i
N

Los correspondientes vectores propios:

- - 1 - T |
. x1 x1 O
£1=0: A o =0 =

: 2 x, 0
de donde 2 X, + V2 %, -0 )
Loe e e e - que es una sola ecuacidn:
-2 x4 + ﬂg‘xarz 0 ' cuyas soluciones son también - las s0
“luciones-de - - = - - L g
1 1
X, + 75 X5 = C o sea o X, = - X

1 JE? z

¥ -

Enlparticulaf X es vector pfdpio

de-A asociado a /(ix 0

/iz =3z
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Resclviendo el sistema

A e B
x2‘] X,
tenemps que :
; xp= V2%
ra |
¥y entonces Y = L t esuvector propio de A

asociado al vaior ﬁropio de ,A(a = 3.

Como X, Y, son vectores propios de A correspondientes a valores propios

distintos, de acuerdo a 2) ellos deben ser ortogonales:

x.Y=(—1);‘-/2_'+(\/'?:).1._:0,1

]
Por el contrarié si tomamos X = \/2
' -1

que es otro vector propio de A asociado.a /<1 = 0 entonces

X = (=1) 1,_
2

- ‘J 2 . (1) %0 es decir no son ortogo-

nales (corresponden a un mismo valor propio).

¢} En el ejemplo anterior los vectores X y X no constituyen un conjun-

-

o . —1 ot :
to linealmente independiente pues \/2 X = X; en general no ‘seré PO
sible encontrar dos vectores en.HF que sean vectores propios de A a~

sociados al mismo valor propio ,Lq = O de acuerdo al siguiente resul

tado (aqui )k% = 0 tiene multiplicidad 1):
i/ .

Sin un' valor propiv A ; de la matriz simétrica A, tiene multiplici -

dad k 2 2 entonces existen X1, ;,,, Xk s K vectqres propios de A

correspondientes al mismo valor /(, con Xq, omoy Xk ortonormales

(y por lo tanto, linealmente independientes). No puede haber mas de
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'k vectores propics de A, linealmente independientes y asociados a A
Ejemple: Encontrar un conjunto de tres vectores propios ortonormales

. de la matriz

3 0 0
A= 0 b4 @
o V3 6

Su polinomio caracteristico es ? (,A ) = (3 -4) (A{- 3) ( A=-7)
= (K= 3% 7 <4 )

..Por lo tanto, su ecuacidén caracteristica ?ﬁ(z& ) = 0 tiene por rai-

-

ces /& L =3 A 5 =7 peso 3 con multiplicidad 25 3 y 7 son
pues los valores propios de A. -

/< > = Y: los vectores propios asociados a este valor propio se ob-
x .

tienen de resolver: A X = 7X 44X = 1
_ #2
X
L3 , .
el sistema que se obtiene es
- - ; -hbx,=0
. .,3X2+ \/3 X3HO —
. ﬂxa —. " XBZO. §
de dond C 0 X, = ——b— x5 ent
nde  x, = VXy = T %3 i .entonces
5 N3
0 ' o]
- X o= a, = a 1 - es la forma general de

\j3a. 3 |
los vectores propios de A correspondientes a /<'£ = 7; existen muchos
vectores X con esta propiedad, es cuestién de dar valores a EJ, pero

de acuerdo a 3) no podemos encontrar dos de estos y gue sean ortogona
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les ni siquiera linealmente independientes pues 7 es una raiz de multi-
_pllcldad 1.

jg1 3: los valores propios de A para /[ 3 se obtienen al resol -

. ™ 1 o ]
ver: : . x1 x1 '
A = x2 = Z; )(2

o sea el sistema:

b - , . _ . . .
SN 3 x2 +. 3 x3 = 0 con x2 arbitrario
i . - ) . -} . -' .
o Bea: X, = - #ﬁé %z con x, arbitrario

. - a " ‘.‘

Y = b es la forma general
b ) e _
{3

de los vectores caracteristicos de & correspondientes al valor propio
,A = 3. De acuerdo a 3) podemos encontrar 2 vectores propios ortogona-

les correspondientes a K = 3.

2

- -1
En efecto: 1 | o
1, = o i Ya'z_ 1 ) cumplgn
0 1
J3
esas condiciones:
Tenemos X 1 1 . Ya = Q0 1 .
3 .

evidentemente se tiene X . X, = 0, X .Y, =0 .de acuerdo al resultado

2) ; asi

X, Y1 y Yo fcrman un conJunto de tres vectoreb proplos de A

.3

que son ortogonales,: si 105 queremos ortonormales entonces consideramos
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4 0
z%-_ lj ‘"= %
‘| N3
>
- ;212.': yl - :{1 -
|74 ] o
0
=
¥y _ 3
2y = Ja_ - >
y
Vo _
L .

s gatisfacen las condiciones pedidas.

Diagonalizacién de matrices simétricas.
. - . I - ) .
5i A es matriz simeétrica, n x n, ¥y jﬁq, vuy };n sus valores propios
{cada valor propio f( 5 esté repetido tantas veces cuantas sea su mul-
tiplicidad) entonces dé acuerdo a 3) existe por lo menos un conjunta
X, 3y ecey %X de vectores propios de A, asociados respectivamente a
1 n .

los ‘K 11 se sy j\ n formando un conjunto de wvectores ortonormales

a5 deeir:

X o xj =,d,ij (para todo 1 , J)

consideremos la matriz Q , cuyas columnas son los vectores XpseesX s
tatonces la matriz Q tiene las siguientes propiedades:
54 @ es inversible

5. =1 '
QT = q . .

©4 deeir Q es ortogonal
L} ' .
Q A Q es una matriz diagonal cuyos elementos diagonales. . son

brecisamente los valores propios de A.-

2 N2
giA = | ‘ ‘ . (vea ejemplo de parte 2))
SR 1 o
L. "




80.

6

—

propios de A ; normalizados resultan:

Considere

"entonces

= —a
3

0.

son vectores

-1
3
S F
J 2 -1
—_—
1 Ve
3

o A

" En- este ejemplo, las raices caracteristicas tienen multiplicidad 1.

Més general es el siguiente ejempid:

En el caso de la matriz simétrica

ya tratada anteriormente, tenemos:

los vectores

2

0

¥
V3
2

. —

_
3
9]
Q
73
2
¥

o o
VY
J3 6
1
i85 = | 0
0
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Jomo vectores propios de A, Z1 asociado al valor propi0/£\= 7y 22 s Z3

ssociado al valor propio ,(fz 3 este Wltimo de muifiplicidadv2c

considerando la matriz _ o C
. -} O .0 1 - .
Q = r =-V3 0
k] N 2
3 ¥ 0
2 -

7 ¢ C
Ql AG = 0 3 .0 (efectuando las multi
T . plicaciones)

Lo c 3}

De acuerdo a punto 4) y a la definicién de semejanza, tenemos que: toda

matriz A simétrica es semejante a una matriz diagonal (d_,...d donde

)
! 1

los di son los valores propios de A.

)

Definicién: Decimos que una matriz cuadrada B (no necésariamente simé -

trica) es diagonalizable por semejanza si B es semejante a ﬁna matriz

diagonalg. ;

&l problema de diagonalizar una matriz pdr semejaﬁéa es de suma importan
cia, ¥ la teoria de valores-prOPios-nos da criterio, -como véremos.luego{
para saber cuéndo tal diagonalizacidn existe. . S I L
Ejercicios:

Yalores y Vectores Propios de Matrices no simétricassi =@ - S

El problema de valofés prbpips de matrices no simétricas, no ofrece re-
. DI : A ; :

sultados tan‘concretqs como en el_casozge matrices simétricas, ya trata

do antériormente,

Yodriamos indicar, a magefa de ejemplo, que =i A es una matriz‘nxnr no

Bimétripa, se tiene que:

‘) Los valores propios de A no necesariamente son reales

b) Vectores propios de A correspondientes a valores propios distintos no
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serén ortogonales, en gengrale Co . R y .
c) 8i /< es valor propio de A, con multipiicidad k entonces no existi-

-~

ré;, en general, k vectores propios ortogonales de A, asociados aese
A |
d) A no necesarismente es diagonalizable por semejanza
Desde luego, siempre tendremos para A el resultado ya enunciado: vec -
tores propios de A correspondientes a valores propios distintos son 1i

nealmente independientes {no necesariamente ortogonales!).

Bjemple: .

Consideremos la matriz: 2 2 1
A= | 1 31
T2 2 _ o ' .
-84 polinomio caracteristico es (P (K ) =, : _ :L . -
>~ 2 1 , } |
1 34 1 ==L 27k P11 f 45
1 2 24
Su ecuacidn caracteristica (? ( A ) = 0 tiene 3 raicss que son: .

Ve

}{ 1-; 5, K 5= 1y }<3 = 1 que:son los valores caracteristicos de

Para ,& = 5: los vectores propios de A asociando a 5 vienen dados.por

x . . . : ) . . . s M
1 2 2 1 ' X, X
1 Xa = 5 x2

2 bl x3’

s e

—\-.

2 tal qué3

oft

satisface la condi- P

y resolviendo este sistema tenemos que X =
. 2
‘ : ciodn.

RIS S § P T
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e,

33.
e es ralz de multiplicidad 2, los vectores propios co-

@ noA

giéﬁeg'dados por-
1 % S
x2 - con . x,l

L=

10 es posible encontrar un conjunto de dos vectores pro-

+ 2 Xy + Xy =0

. ' . ondientes a /( = 1, linealmente independientes, por ejqﬁ
- : 2 1
. -1, Y= o
0 -1
. 1 0 '
: Sea B = , ({3(/\)=(1 -—f\)2 entonces
2 1 .

triz caracteristica de B,de'multiplicidadué"y los vectores’

, 0

‘.w08 de B asociados a ,ﬁ;: 1 ' son de la forma X = Be. ’
: 1

“%0 no es posible encontrar un conjunto de 2 vectores pro-
- -nealmente independientes (a pesar de ser /( = 1 raiz de
. ) S5 2),

. L . - . ’ -
.20n de matrices no simetricas

- ~ible diagonalizar por semejanza una matriz nc simétrica?;

n20s8 el siguiénte resultado:
% h de orden n tiene n vectores propios linealmente inde -

n.ionces existe una matriz P inversible, n x n tal que

»

#.onal,’ con entradas diagonales gque son los valores pro-

. - Ve
sy ; -

3

¥ . N

re P o:oSiox, ,‘xa; ..,'xﬁ son n vectores propios de A,

¢*bendientes entonces podemos tomar como P la matriz



8k, 5

- : . - . .

c;yos vecfofes columnas soﬁ los X, xa,..,‘xn {la matriz P no sera en
general ortogonal, como en el caso de matrices simétricas!).

Entonces tenemos también lo siguiente: si una matriz A? nxn.tiene sue
valores propios todos distintos, entonces A es diagohalizable por seme
janza, pues existen n vectores propios linealmente independientes (uno
correspondiente a cada valor propio).

Pero si los valores propios de A no son todos distintos, no estamos se
guros de encontrar n vectores propios de A linealmente independientes,
y en este caso, se presenta cuando existe por lo menos un valor pro -

pio de A con multiplicidad superior a 1. 5i sucede como en el casode

la matriz

2 2 1
A= 1 3 ],
1 2 2

que. no es simétrica, donde/& = 1 es raiz de multiplicidad 2, sin embar
go, fue posible encontrar 2 vectores‘propios'de A asociadoé'a'ﬁ;= T

formando un conjunto linealmente independiente, entonces 4 es diagoni-

—

zéble por éeMejanza ¥ 1 o 2 1
P - 1 -1 0 es inversible Y
1 0 -1 diagonaliza A.

En general podemos usar el siguiente criterio para saber si una matriz

no simétrica, con raices caracteristicas de multiplicidad superior a 1

es diagonizable por semejanza: .
Sea A una matriz no simétrica, n x n; si para cada /& valor propio de

A con multiplicidad k > 1, se cumple que n -~ r = k con r= rango -

(A n,& I).entonces A es diagonalizable por semejanza pues en este ca-

s0 es posible encontrar n vectores propios de A, formando un.conjunto

linealmente independiente. ) _ ) L
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-wplo:
- v--“‘.
-rgicios resueltos:
Determinar los valores propios de las matrices 4 v E, e investigar

si son o no diagonalizables

1 -2 0 0O i 0O
' A= |3 2 30 s B= |1 0 0
Q 2 1 O (4] 1
Consideremos la matriz A
Su polinomio caracteristico es ? ( fi ) =
e N Y - 0
;_- ‘. “r . ] | _;.“
e - A Ij= |3  2-f 3,
: 0 2 1-h

.ara resolverlo, sumemos la {ltima linea a la primera

_ J1-A O 1-A
?A-/(IB‘= 3 - 3

‘n2go la primera restada de lé ﬁltima;

e,
h

TR ol o DR T e
. '

c ) 1-/’\‘ 0 .- 0 R , S T
ia e Rl = [3 2= o - (1= AF (2= A =(1- A )P L)
0 2 (e '

* Valores propios de A son ﬂ‘q_z 1, & 5 = j-’,Jij.: 2

_ 3ntfig 'A sera diagbﬁalizable si 3- rango F A - 13
rango (7= Iy )= 1, pero | e
o .24 of o o d]
oy 3 1 3 | (3 q ol
0 2 O 0 2 D

0 tanto A no es diagonalizable por semejanza.

) =2 & sea

langes A< I3 es de rango 2 y 3 ~ rango (A - 13) =13 2

| ©
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b) Consideremos la matriz B: su polinomio caracteristico es:

--Jf\ 4 0
ql(/()' = lB-— RIB‘ = 1 -K © = -(1-A )2.(/;+ 1)
0 0 1—&
Busguemos el rango de B - 13 :
~1 1 0 -1 1+ 0
B -1 = 1 -1 o) o o .07 " tiene rango 1
3 ~

o -0 0 o - O O

por lo tanto 3 - rango (B -~ Iy ) 23 -1=2 que es la multiplicidad

de la rafz A= 1, asi que B es diagonizable.

—

1 0 o | _
2) Dada la matriz A = 0 1 n
1 0 m

estudiar las condiciones sobre n , m para gque A sea diagonalizable.

Consideremos el polinomio caracteristico de A

-4 © 0
|- Az] = Jo . A a = 1-R0% (a-K)
o 1 o ‘m—ﬂ | |

i) m=1, entonces f;: 1 es valor propic de multiplicidad 3, y asi
1la matriz es diagdhaiiZable sifrango { 4 - I3) = 0 pero rango
{ &4 - 13) =106 2 seghn que n sea distinto de cero o no. De manera

que para m = 1 la matriz.A no es diagonalizable,
ii) m % 1 : Lo matriz A serd diagonalizable si la matriz ( A - Iz )
es de rango 1 (( 3 - 1= 2 que es la multiplicidad de A=1)

Consideremos dos posibilidades para n. (siempre m - 1 )

-
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I, es dos entonces la matriz A no es dia-

a) n £ 0 : E1l rango de A 3

gonélizableo'
b) n =0 : El rango de A - I es igual a 1 entonces 3 - 1 = 2 que es
la multiplicidad de ,( =1, | | |
Luego con ﬁ-;é1, n =0 la matriz A si es diagonizable; buSqﬁemos la

matriz P gue diagonaliza A:

Los vectores propios de A asoclados a_/i = 1 se obtienen de
e . . — —
0 o 0] X 0
o 0 o y = o "y la solucidn viene
4 C m- z 0
e — | 4 N_— !_ -—[ .
dada por los vectores x de la forma: (1-m) ka
X = k1 donde
k2 J

k, , k son numeros arbitrarios, particularizando se tiene

(a8

forman un conjunto de vectores propios de A linealmente independientes.

‘Los vectores propios de A asociados a lz raiz /(: m. (m £ 1 ) se ob -

tienen de
1-m 0 0 bx | [0
0 1-m 0 | y | = {0 s cuya solucibdn
R L
Viene dada por eluconjunto de vectores de la forma 0 - + ¥ tomando

k=1, obtenemos . .- ' k



880

S
o
o
=
=
o
)
b=t
o,
=
=
s
o
ol
'
AN
-
o
o
o
o
i
.M
o

o

-
.

RN

O O 1-m |
Considere P = 1 0 o
0 1 1
_H_O 1-m 9] N
entonces B L 0 A-m s moFE
T=m ’
! Q 0 R
y se verifica que -
' 1 0 0
P_1. A. P = 0 m O0f matriz diagonal!
O o ‘1_
E -1 1]
3) Investigar si la matriz M =; 1 1 1 | es diagonalizable;
_--'I 1 . 1

en caso afirmativo encontrar una matriz diagonal D y matriz P in-

versible tal que "' .M. P =D

La ecuacidn caracteristica de M viene dada por: - UL

2- o -1 1
( *) 1 1- A 1 = 0, lo que podemos
-1 R 1-

resolver mediante las siguientes transformaciones:

3-4 =1 o 3« A =1 0
(2 =K ) =1 1- A =05 (2-K)| 2 - i|.=0
-1 1 1 0 0 1

de donde ( 2 - A )2 ( 1 - & ) 0 es la ecuacidn en { * ).

i



R prOpi?S de ™ scon: K Q= 2 };2 =

-2 valor propic de multiplicidad 2

-rnonalizable si rango de

nz0 1, ¥ en efecto es asi:

-1 1 1
-1 1 ey 1
1 -1 =1

r—

M-2 I =

1
1

-1

89-

es de rango 1

13 dos veclores propios de M gue sean linealmente independien -

130ciados- a la raiz f& = 2 ; estos vienen dados por la solucibn

Py -1 1
1 -1 1
#
a «1 1 -1
x
Yorma genefal es: y
z
~.arizando tenemos X =

—

X
Yy ol
.
’__,_
M4
- m
m

. 1
.1
0

1
—
.

0
.0
o)
et
1
2
.
1X2= o

1! vectores propios de M asociados a ‘4 = 1 ; se obtiene de

X
¥y =

2

-t

0

0

0

cuya solucién
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general viene dada por

1
X, = 1
3
L =1
Tome D =
entonces

y ademis se tiene

m
L= m s, en particular
1 =-m
es vector propioc de M asociado = ,ﬁ; = 1.
4] 0 [ -1 1
2 oYy FP= 1|1 0 1
0 1 0 1 -1 |
o 0 1
= =1 1 e
-1 1 -1
D =P .. M. P como se queria

L) El objeto de este ejercicio es presentér en un ejemplo un intere -

sante. resultado que se estipula en el llamado Teorema de

HAMILTON gue estipula lo siguiente:

CAYLEY =~

S5i A es una matrlz cuadrada nxn

¥ {r ( f; ) su ecuacién caracteristica, se tiene gque ﬁ) (4)-=

(es decir tode matriz satisface su propia ecuacidn caracteristica).

En efecto, de la conocida relacidn

AI—A)Adj:(/\I&-A:)

‘/(I —.Ag L1

o.sea ( K I - A Y ( /i I~-4 )

=]

se obtiene que @ (a) =

Fjemplo: Sea

3

{fY‘i ( f\_)

s entonces

es su ecuacidn caraeteris
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: pero ? Ca4) == e 7 8% -1 A+ 55n I, y se obtiene que

i N

i g 3
_,._' — —_ -,.A .. -
7 42 6 ' 32 62 31
6 13 6 | A3= 31 63 31 , de manera que
g | 6 2. 7 31 62 32
' . —. .{_- . - . - .-“L .
- (32 62 31]. 2 12 6 | 2 2 11 T4 0 0
, -1 31 63 31({+7 |6 13 6 - 11 1 3 1 1+ 50 1 0|=0
" 131 627 32 6 12 7 1 2 2 c 0 1

- - - ol

vinngularizacidén de matrices mediante sus vectores propios.

}ﬁchas_vécés no gs‘posible diagonizar por Semeéjanza una matriz-sin-gm—
%xrgo; puede "triangulizarse™ y es un problema gue también ofrece in-
! “vrés. Se tiene el siguiente resultado: ‘ -

.vida matriz cﬂédfada'ﬁ es seﬁejanté-a una matriz triangular cuyos ele-

“tntos diagonales son los valores caracteristicos de A,

. ~.procedimiento a seguir es el siguiente:

) van £‘1 R 1;2 yeeoy ﬁ—n las raices caracteristicas de A, y sea X, un
-,

veetor propio de A asociado a A 4, ( AX =/iq X))

-gnsidépe ahora una matriz Q, n X n cuya primera columna es X1 ¥y tal
R RIS LQil '?étélfhse;tiéﬁe'éﬁé o

. A1 Bq |
] i AL Q =) - | donde A, es de tamafio (n = 1) x{ n- 1) ;
: o A
- 1 :
e - A} . .
=t &= 2, entonces A1 =| A > l y se tiene la matriz triangular si no,

[ ] . - + 7'
‘2 un vggtor caracteristico de Aq correspondiente a la railsz f&a y Y

- sderemos Q2 matriz cuya primera columna es KZ 7 tal que inl £ 0.

. ) - : _ .
A2 B

‘une ng A Q2 = . con A de orden n - 2,

0 A 2
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8i n = 3 entonces AQ =l /\ _3! , 6 tiene la matriz triangular, y la ma

triz que triangulizo es I,]' 0

R =Q, ; en caso contrario

0 e |

continuames el proceso y después de o - 1 etapas a lo sumo, obtenemos

una matriz -

l1° o Tia 0 I, O

0 Q L? Qs 0 - Q

n-1

tal que Q-1 A Q es triangular con entradas diagonales que son los valo
- res caracteristicos de A.

Bjemplo: S 9 - 8 _é

considerem.os A = 5. 1 -9 ' 5

| 4 0 5 b

‘sus raices caracteristicas son J'.,_,‘ = 1, /\'2 ==1, X3 = =2, /<1; =4,

-

5
X1= > es un vector caracteristico de A asociado aK,] =1
-1 | . ..
3
— . _ﬁ - i
5 o o "o 1 0 0 "0
5 1 c 0 -1 -2 00
Sea Q. = , entonces Q.. = :
. 1".. -1 0 1 0 - 1 ° & 0
L3 e o B A
5 -1 8 -9 1 B,
y Q1 A Q1 = . i
0 boo-12 16 © 4
-t " - . ‘ 1“-'
0 z 1 7-

-}
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coeido a 2 es:

93.

0] ~15 20
Ay = & -12 16 suna raiz caracteristica de 4 ,es
3 T 7 |
- -1 ¥ un vector caracteristico de A1 asociadeo a -1 es
4 5 6+ 0 M o o
=| 03 sea Qy=| O 1 0|, entonces -:,351 = 0 1 0
-1 -1 0 11 . % o . 1
. _20 -15 20 T T
Thage o 48 ey l. [ 2 con A= e o
2 e e 0 A, 2 .11 148
0 -11 48 I 2l a

~.ora ﬁ;3 = 2 es ralz caracteristica de Aa ¥ un vector propio de Aa co

8 | 8 o]

3 = —-11 ; considere entonces Q‘3 =--11 1J '
: o~ 1 [‘1 0 ¥y Q*1 A, Q =| : 2/ también
B ETg 8 37237, o 7
o ] 0 o o |
T N I
| 0 9 | 0 G 1 -1 0 8 o
— | 3 -1 11 1|
32 O 0 O
. -40 Lo 0 o
" 120 L 0 20 0
-180 4o ~220 160
[ 1 1 -7 ~9/5 |
0 -1 5 1
-3nde Q“1 AQ = 0 ) ) 2 -2/5 es triaﬁgular!
0 0 o -




