&

T Senieat %y

SANTIGED The bl ke

NACIONES

i tr Y AR

ALGUNOS- MODELOS TEORICOS Y NUMERICOS DE POBLACION*

por

LEON TABAH
Profesor del CELADE

*BEste trabajo estd sujeto a modificaciones de for-
ma y de fondo., Se reproduce exclusivamente para
consultas del personal y de los estudiantes del

Centro Latincamericano de Demografis

Serie—B S

e 2370

Santiago, Chile
1964

TRUIATEC A S e Y CanT AT

LN S
N TR S "I 1

CERTAD LATINOAMERICAND DE DAMOBRAFIA

17722
c.2



Ay

INDICE -

INTRODUCCION ..‘.’.0.‘....0.‘.0‘..".‘!"...’.‘.....‘...ID...‘........I.
PLANTEAMIEFTO DEL PRUBLEMA tcI.‘..ub-.c.‘toctlo.b‘a.ooh...;.‘!

Cap. I LAS POBLACIONES EXPONENCIALES eosesesrserectocsseassanns

Cap, II POBLACICNES CON LEY DE MORTALIDAD POR

.JDIiD CONSTATWTE 'cocaoi.t..oot-llo_'boo.agtoaaclilolcntl.okcor .

1. Curva de.los nacimientos seeceicecsanescsscsiboccncracoccss

2. Curva de las defuncioNes eeseesescosscsosisssococscnrsonsase

3. Aplicacidn NUMETicCa «eiesssscvoccosssssoctossosassosossssnns
a) Mimero de Nacimientos s.cecsssesesiossceseorssosossncane
b) imero de AefUNCLONES seeecssssvesovasrssseasssssenssosen
¢) Tasa de natalidad e tecteenacacessoensassssatestererteoss

d) TaSa de mort&lidad .O;O;OQ;OQQ'0;000;00?'000‘.00.I;O.ﬁ";

Cap.IIT POBLACIONES MALTHUSIANAS POK CONSTRUCCION euesesssessnen
1, HipStesis de s mortalidad independiente del tiempQ.........
2. Hipétesis de una estructura por edad independiente del

PLOMPO seeeevesrvecvaccnvesaosrsecosesacossocsnnassacoscases
3. Propiedades .Z.,,........,....................,..,.......,..
4. Aplicaciln NUMErica sevecesnceceocsroscsserscsscencsacansans
a) Tasa de iNCTemento s.eisevetevseceesacroansvovessonesione
| b) Tasa de natalidad veeeeeesreessscsssosessoscssosanscacnes
¢) Mimero de 108 NACLMIENEOS «vvesvsesnressnssssssrsasansanss
d) Tasa de MOTtAliG80 seeseeeereesoacsooncsossscacasssssassne
€) EAad MEALA eevevoeesvsoentrancsosvoosssnsssassocsanrsanse
f) Re1a016n entre la estructura por edad’ y los componentes

g)‘Célculo de la tasa de natalidad y de la tasa de incremento
basado en el conocimiento de ¢(x) y de P(X) sveeeescvesns

h) Estimacién de la omisién censal de los nifios y correccién
de la estructura por edad para las edades avanzadas es..es

1) Cdleulo de la tasa de natalidad de Colombia, sexo femeni-
no, conociendo la estructura por grandes grupos de edad y
de la tabla de morta].idad G S8 08P QP IPERNOOSIEREINSEOIESORROIBRRIROETNSEY

11
12
12
14
15
15

i7
18

.19

42
4%
43
46
47
47
48

53

55



¥

- iii =~

Péggna

¢) Solucidn de Wicksell seeesesssecssecssoessencocarsanin 98
d) Sclucién g‘l‘éfica. .woo.6-oo-tuooiooccoc;-uc-cao-'o;o-oa 98
e) Cdlculo de la tasa intrinseca de natalidad seeeecenscs 101
f) Cdlculo de la tasa neta de reproduccldn mediante el
indice de Thompson Geesesescecesasrenasesssstrsecsens 101
g) Tiempo en que se alcanza el estado estable ceeneecsece 102
Cap. VIII COMPARACION DE POBLACTIONES QUE DIFIEREN EN FECUNDIDAD
Ym}ﬂORTALIDAD "..0..!.0.II‘.I.’."l‘.l.‘l."‘.‘. 109
1. Comparacidn de dos poblaciones estables que difieren
Solamente en feeundidad ..Q."‘l'..l.....'....'....‘.".. . 109
2. Comparacién de dos poblaciones malthusianas o estables
que difieren solamente en mortalidad S R R TR TR 113
3. Comparacidn de dos poblaciones que difiefen a la vez en
fenundidadyen mortalidad 0 P S T PO R P ECES O SOELOEPEOOPLPOIELE TSI 123
40 AplicaOiOnGS numéricas,.9.0u.-vnOa_OO.DAOVQ'Q:lovo..0000000".;‘0 124

a) Cdlculo de la tasa de natalidad y de la tasa de incre-
menvo de Colombia basdndose en la estructura por edad 124

b) Cdlculo de las tasas brutas y netas de reproduccién de
Colombia en 1950 basdndose ‘en el conocimiento de la ta-
Sa de’ incremento ....G"....“‘....-."..'.'...‘....'...... 126

¢) Estimacidn de la tasa de natalidad de Colombia a partir
del conocimiento de la tase de incremento sesececceess 128

d) Estimacién de la omisién censal de los nifios de O a 4
aﬁcs en Colombia en 1951 .';....".'.....'.Q.'.Ql....... 128

INDICE DE CUADROS Y GRAFICOS

Cuadro 1 Comparacidn entre distfibuciones por edad registradas
y calculadas en la hipStesis de un estado malthusiano
de 1a pOblacién .l'.l'!.‘li‘.‘..‘..t;..»l...'..{‘.‘...‘.‘.' 22

2 'Comparaclén entre la estructura por edad de la pobla-
cidén de Colombia'y la estructura por edad de una po-
 blacidn tedrica que tenga igual natalidad e igual
tabla de vida que las de Colombia, alrededor de 1951 . . 23

3 Ejemplo ilustrativo de una poblac¢idén malthusiana.
Estructura por edad de la poblacién de Colombia en
. 1950, sexo femenino, sometida a una mortalidad
eoNStante seceessasssssessrresenscsccssssscasssosccncs 45

-4 Ejemplo de cdloulo de una estructura por edad tedrica
de una poblacidn malthusiana que corresponde a una tasa
de incremento r = 0.0275 y una mortalidad modelo al
nivel eg'a 46 afios, sexo femenino ciescescecscesccsoons 49



(3]

Grifico 6

7

9

10

Pigina

09 0009 80880600808V BPEEPIPSLGNEDLOLIIPNIOENRSPILEITESEOOIOINOSIIOINTCEYS 91

Determinacidén gréfica de la tasa intrinseca de incre-
mento, COlombia, 1950 9500000000000 000000000800 RNS 100

Relaciones entre las estructuras por edad de la pobla-

cién estable, sexo masculino, correspondiente a 2 = 46

y r = 0.,0275 y de una serie de poblaciones estables de

igual mortalidad y diferentes tasas de incremento ins-
critas en 1&3 YECOTAS ecoevensoccccvsscsssiscnssssnsnseoe 115

p(x)
Relaciones —lsrzy en las tablas modelo de mortalidad.
II

fn la curva superior se tomd para Ip(x) la tabla ez = 40
afios y para IIp(x), eg = 46 afios; en la curva inferior
se tomd para Ip(x) la tabls eg = 40 afios y para IIp(x),

o o
eo = 44 BINO0S seecvesvcsevesrcsssssesssssessasvsostessenen 116



‘n

INTRODUCCION

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideraremos unc poblacidén cerrada, es decir, una poblacién cuyo efec-
tivo varia dnicamente con los nacimientos y las defunciones, excluyéndose la
inmigracidén y la emigracibn., Cada indivicduo sale de la poblacién sélo por
defuncidén y el efectivo sblo crece por nacimientos de nifios cuyos padres

pertenecen a esa misma poblacidn,

En las pdginas cue siguen habrd jue tener siempre presente la hipdte-

sis recién enunciada, muy cdmoda, pero a veces alejada de la realidad,

Tomemos la poblacidén en dos instantes t y ++4t. Tendremos que consi-

derer los efectivos N(t) y N(t+at) y los ndmeros:

-ny = efectivo de individuos que pertenecen a la poblaéién4en el ins-
tante .t y que ya no le pertenecen en el instante t+4t,
- n, = efectivo de individuocs éae pefténecen 4 la poblacidn en el insg-
tante t +At y que no le pertenecian en el instante t.
- ny, = efectivo “permanente", es decir, nimero de individuos que per-
tenecen a la poblacidén a la vez en los instantes t y t+At.
75 = efectivo de individuos que nacieron entre t y t+4t y que falle-

cieron antes de t+At.

‘La evolucidn del efectivo de la poblacidn se caracteriza por las ecua~
ciones sigulentes:
S N(t) = ny, + 0y
: | W( t+Ab)= Ny, + N,

A(t) = N(t+at) - N(t) = ny - 1y
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4 continuacidn consideraremos algunos modelos tedricos de poblaciones
. construidos al suponer independiente del tiempo una o dos de las seis fun-

ciones anteriores. En esta forma se ha tratado de ver:
- qué otras funciones son también independientes del tiempo, y

- cudles son las relaciones fundamentales que existen entre los dis-

tintos componentes,

A lo largo de este trabajo adoptaremos, en la medida de lo posible, la
terminologia empleada por A. Lotka, ‘



Capitulo II

‘POBIQCIONES CON LEY DE MDRTALIﬁAD POR EDAD CONSTANTE

Supongamos ahora gue ¢l unico dato de la poblacién conocildo e invaria-
ble con el tiempo es la’ ley de supervivencia p(x).

.

1. Curva de los nacimientos

Demostraremos Hrimero la proposicidn siguiente en su. forma general:

Si el efectivo de la poblacidn N(t) sigue una trayectoris determinada

si los »(x,t) vermanecen constantes con el tiempo, lcs nacimientos ‘siguen
¥ I

en primera aproximacidn la misma travectoria gue la poblacidn total, con la

diferencia gue se_encuentrs reducida por la esperanza de vida al nacer y des-

plazada en la reipresentacidn grédfica hacia la izguierda en Ko, primer cumue

lante con respecto al origen de la funcidn

)

@)
e
0O

el cual devende unicamente de la mortalidad.

Veremos luego el caso particular en que N(t) sigue una funcidn exponen-
cial, lo gue nos llevard a lo ¢ue se llama mds adelante las poblaciones

"asintéticamente malthusianas",

. o . .
Designemos por e, la esperanza de vida al nacer gue se define por:

o]

@

: Esta expresidn reypresenta el nimero medio de afios vividos por un grupo
de individuos sometidos, del nacimiento hasta la extincidn del grupo, a las

mismas tasas de mortalidad por edad.



El momento de orden i se obtiene derivando la F.G.M. 1 veces y luego,
haciendo t = O, Si M(t) se desarrolla en potencias de t, el momento de orden

i es también igual al coeficiente de

en el_desafrollo.

De la misma manera, el cumulanfe de orden i se obtiene derivando i ve=-
ces la F.G.C. y luego, haciendo t =0. El1 cumulente de orden i es también el
coeficiente de '

1
il

al desarrollar en serie el logaritmo'de la F.G.M. Los curmlantes se definen
entonces en términos dé momentos y es evidente que el cumulante de orden i

existe en la medida en que existen momentos de orden i y de Srdenes menores.
Formalmente, los cumulantes se obtienen al-identificar los coeficientes de t

en la igualdad:

2

2 3 | 3
k.t k.t Jat vt
2 _ .3 - j 2,3
kb + 5+ T log (} + Vbt TR T vees)

Esta identificacidn nos lleva a las siguientes relaciones:

i
<

Ky 1

=
il
<
1
<
[p]

it

<

¥

el

N

3

2 4
k= Vg m W - B r 12V, - 6 = g (g i) -3 gk

b
i

eto. o s 0
¥y, en forms mds general, los momentos y cumulantes siguen entre si la rela~
cidn de recurrencia siguiente: ‘
i-1

i-1
Yok = B OOk



Si aplicamos el mismo operador a la funcidn N(t)

le

N(t+kl}.= e N(t)

la ecuacidn anterior se escribe

-X(~D)~k,D k.D
B(t) = —la e gt N(+t)
e
0
, ‘ -K(-D)~k.D ,
Desarrollando e ) en potencias de D obtenemos:
' ’ ! k B k - ‘
-;.“2_'" D2+‘_'2:D3; coe s
B(t) = - N(t+ky)e :
s
k k k, -3k
2 2 3.3 4 772 4+
E(t) = ""5N(t+kl) (l ""2—E‘D 'g"::D —TD - ol-vv)
e .
O‘
K K k- 32 |
1 2 e IV +
B(t) = w;g [N(t+kl) - 37 N”(t+kl) + 3% N"’(t+kl) - —A;ZT——— N (t+k1)- ..J
o)

donde N"(t), N" (%) y NIV(

de N(t) con respecto

a

la wvariable .

En primera aproximacidn tenemos:

B(t) =

1
~== (k).
(@]

lo gue nos proponiamos demostrar,

t) son las derivadas segundas, terceras y cuartas

Supongamos ahora cue N(t) es una funcidn exponencial y se escribe por

la férmula
§(t) = N(0) &°F

ncontramos para imero de nacimientos
Encontra nara el nd

4 +

= 900 a

[

]



2. Curve de las defunciones

Podeméé partir dé la ecuacidn
D(t) dt = B(t) dt =~ N' (%)

Ya hemos encontrado para B(t) la expresidn

B(t) = - D) (4

e
)
_ K(-D) e - o
Desarrollemos e en serie y ordenemos en potencias de D:
k 12 - x K, - 3kk, + k2
a-K(—-D) _ .i ' li— 2 2 } B 12 l 5 ™ secovs
e = 1+ 11 D+ 51 DT o+ 30 D7+
Reemplazando en B(t) tenemos:
k. ol k -3k bl
B(t) = —% N(t) [1 + i% W () + — = 2 w(t) + -jL-—%Té—-l N () + ....J
o
De modo que D(t) llega a escribirse
o} 2 | 3 . |
k., -8 ks - k k_ =3k k. +k .
. 1 1 0 ~ 1 2 377172 1
D(t) = _EN(t)[l + == N'(t} + =5 n(t) + 3 N () + ]
e, , :
Suponiendo que N(t) sigue un camino exponencial N(t) = N(0) ert, lle-
gamos a la ecuacidn
. 2 3 .
foy L NO) rH T Oy L T2 . r’, 3 .
D{t) = e L1,+ Tl meg) + Fp(ko-ky) + Z(ki-3kk, +kg) + e,

Si designamos por G la expresidn

0

N 2
o)tz oy , I 2
G = . Ll * 17 (kl—eo) + 5T (kl—kz) + .....]

O -

obtenenos o : Y

D(t) = G &5 °



ky = 33,159
k2 = 4‘560 29
k5 = 3 630.6

Kk, =177 309

. rt
Si la poblacidn total sigue una ley exponencial N(%) = N(0) e = con

w(0) = 100 000 ¥y r = 0.,0275, obtenemos

i k K k
_mo)y 122 -~ 3.5 4.4+t
H= [ "211' +5!I' 411' voooo]

= 2 174, en primera aproximacién

1 eu 4
Q
\ kZ 2 '
H2 = Hl - Hl Crika 1 799, en segunda aproximacidén
5 3
H5 = Hy + Hy L= 1 826, en tercera aproximacidn
Ky |
H4 = H3 - Hl 7 r" = 1 835, en cuarta aproximacidn
y para los nacimientos:
r(t+kl)
"B(t) =He
a . . 7 a . .. a . . a . .
17 aproximecidn 27 aproximacidén 3 aproximacién 4 aproximacidn
r(t+k, ) r(t+k. ) r( t+k, ) r(t+k, )
8 B(t)=Hpe . B(t)=H,e T p(4)=H,e Y B(4)=H,e .
: 3 4
0 5 413 4 480 4 547 4 569
10 7 127 5 397 5 986 6 015
20 9 333 T 764 7 881 7 919
30 12 352 10 221 10 375 10 426
40 16 262 13 457 A 13 658 13 726
50 21 408 17 715 17 981 18 070

Venmos que la primera aproximacién difiere bastante de las demds y que,
en el caso de una poblacidn ‘similar a la elegida aqui, es incorrecto decir
gue la curva de los nacimientos es igual a la poblacidn total reducida por

la esperanza de vida al nacer. E1l factor de reduccidén H es alge més complejo.
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cps B(t) N(O
En efecto, vemcs en el griafico gue las curvas de “i'lﬁfi')' se encuen-

tran a la izquierda de la curva de (%) y & una distancia constante —kl.

c) Tasa de natalidad
- o o rk
a férr = e a i 3 idads
La férmula b ﬁ(@) e de para la tasa de natalidad

a . . a . . a . . a . .
17 aproximacién 27 aproximacién 3 aproximacién 4 aproximacién

rk rk rk rk
. Hl e 1 H2 e 1 H e L H, e 1
R O LR 1O MR R ) n
For mil 54,13 44480 45.47 45469
a) Tasa de mortalidad

Se obtiene por le férmula (II., 4)

q 3y G
alt) = WT

a . . . a . . s a . . . .8 . .
17 aproximacidn 27 aproximacidn 37 ayroximacidn 4 ayroximacidn
G

2 G 4
&) d = 575y 2 = oy a = oy

Por mil 21.74 14.07 19,37 18,97
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Capitulo IIT

POBLACIONES MALTHUSIANAS POR CONSTRUCCION

Lotka ha definido las poblaciones malthusianas como aquellas en las
cuales la ley de mortalicad por edad y la estructura por edad son indepen~
dientes del tiempo. E1 empleo del vocablo "malthusiana' crea cierta ambi-
giiedad, ya que se acostumbra a darle un sentido mds bien socioldgico que ma-
temitico. Bn general, calificase asi a las parejas que se esfuerzan por re-
gular su descendencia; o, desde un punto de vista doctrinario, a un compor-
tamiento general restrictivo, ya sea en el plano demogréfico, en el econdmi-
co u otro, Por esta razin, el Diccionario Demogrdfico publicado por las Na-
ciones Unidas (parrafo 7C2) prefiere la expresidn “poblacidén exponencial",
pero no se presta para nuestro tema, ya que el modelo concebido por Lotka
es nds complejo wue aquel en que el efectivo de la poblacidén sélo aumenta
en forma exponencial, Aun cuando el efectivo, los nacimientos y las defun-~
ciones aumentasen segin leyes exponenciales, el modelo serie todavia mds

sencillo gue el de Lotka.

Conservaremcs la expresidén imaginada por este autor a pesar de las im-
perfecciones que presents, pero agregdndole el complemento "por comnstruccidén',
vara asi distinguir estas poblaciones de otras que llamaremos "asintdticamente
malthusianas", por ser idénticas a las primeras, pero en forma solamente
asintdtica, después de haber evolucionaco durante cierto intervalo de tiempo.

Esta distincidn no la habia previsto Lotka,

4,

Introduciremos sucesivamente las dos suposiciones de gue las funciones
: p(x) y c(x) permenecen invariables con el %iempo, y veremos las consecuen.-

cias de tales hipStesis en un conjunto de propiedades.



'

2. Hipdtesis de una estructura por edad independiente del tiemoo

Hemos visto ya la relascidn siguiente entre el efectivo durante el tiem-

D0 t y los nacimientos ocurrifos en log tiempos anteriores:

w(t) =fo B(t - ‘x) p(x) dx.

En cuanto al mimero de individuos de edad comprendida entre XY Xp

llega a ser:

X, ‘
N(xl - xz,t) =_J;l B(t-x) p(x) dx,

Si llamamos c¢(x t) dx la proporcidén de los individuos de edad compren-
dida entre x y x+dx en la cantidad total, tenemos

| B{ t-x
c(x,t) dx = —é T 2(x) dax

y como tedos los individuos tienen forzosamente una edad comprendida entre
oy resultas

NS I (o
,% e(x,t) dx-= 1.

51 nacimiento tenemos c(o,t) = %%%% (o), ¥y como p(o) = 1, resulta

o{0,t) = %%%% = b(t). Dentro de una curva de distribucidén por edad, la orde-

nada en el origen es la tasa de natalidad (véase el grifico 3),

Grafico 3

c(x,t)

N ' b(t)




Tenemos, en efecto:

N(t) = ¥(o) &*°
B(t) = b N(t) = b (o) ¥ = B(o) &*F
D(t) = @ N(t) = d W(o) &F% = D(o) &*F

Mfs adelante veremos las relaciones que existen entre los coeficientes
B(o), D(o) y (o).

a . ' . ,
37 nropiedad. La estructura por edad y la tasa de supervivencia son
invariables. En el razonamiento gue hemos seguido, esto es -cierto por hipé-
tesis. Existe ademds lza relacidn siguiente entre la estructura por edad y

los demds componentes:
e(x) = b e p(x) (III. 1)

En efecto, c(x) se escrihe, como lo hemos visto ya:

o(x) = B p(x)

vy, tomando en cuenta la segunda propiedad:

. r(t-x)
o(x) = BHLE— = b & p().

Esta ecuacidn permite el cdlculo de la estructura por edad a partir
solamente de la funcidn de supervivencia y de la tasa de incremento, ya que

la tasa de natalidad es una constante,

En el cuadro 1 hemos dado, a titulo puramente ilustrative, las distri-
buciones por eded tebricas y registradas de Inglaterra en el periodo 1871~
1880 (calculadas por A, Lotka), Alemania en el periodo 1891-1900 (calculades
por L. Bortkiewicz) y Suecia en el afio 1910 (calculadas jpor H. Cramer); y en
el cuadro 2, las e Colombia alrededor del afio 1951 (calculadas por nosotros;

véase el detalle del cdlculo en el cuadrs 2),

Como puede observarse, la concorlancia entre las distribuciones tedri-
cas y observadas es bastante satisfactoria para cada poblacidén. No hemos in-
dicado agqui los procedimientos de cdlculo, lo gue se hace en las aplicacio~

nes numéricas gque siguen al final de este capitulo.
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Cuadro 2

COMPARACION ENTRE L& ESTRUCTURA POR EDLD DE LA POBLACION DE COLOMBIA
Y LA bSTRJCTURh PCR EDJD DE UNs POBLLCION TEORICA QUE TENGA IGUAL

NATALIDAD E IGUAL T.BLA DE VIDA QUE L.S DE COLOMBIA, 4LREDEDOR
DE 1951 (PUBLACIORES REDUCIDAS EN 100 oooS
Grunos de _ Hombresﬂ : . Muijeres _
édad Poblac;én al Fobhlacidn Poblacidn al Poblagion

9-5-1551 b/ tedrica 9-5~1951 tedrica
0~ 4 17 634 16 578 17 477 17 956
- 9 14 139 14 514 14 033 14 455
10 - 14 12 174 12 365 12 128 12 311
15 - 19 10 235 10 546 10 126 10 476
20 - 24 8 814 8 902 8 711 8 828
25 ~ 29 7 496 7 460 7 401 T 389
30 - 34 6 278 6 237 6 190 6 167
35 - 39 5 338 5 193 5 263 5 132
40 -~ 44 4 475 4 289 4 450 4 254
45 - 49 3 639 3 494 3 640 5 498
50 ~ 54 2 902 2 788 2 952 2 836
55 ~ 59 2 291 2 160 2 386 2 248
60 ~ 64 1 673 1 601 1 800 1 716
65 - 69 1 206 1 109 1 348 1 230
70 - 74 768 691 897 197
75 - 79 464 367 570 441
80 - 84 250 154 339 194
85 - 89 134 44 175 60
90 ~ 94 56 7 94 11
95 y més 24 1 40 1
Total 100 000 100 000 100 000 100 000

Las poblaciones malthusianas tedricas corresponden a esperanzas de
vida 2l nacer de 44 aflos para hombres y 46 afios para mujeres, con
tasas de incremento de 0,0275 para los hombres y las nmjeres,
Poblacidn de Colombia censada el 9 de mayo de 1951 ajustada por
subenumeracidén de los nifios y por 1rregu1ar1dades en ciertas eda=-
des (método de King-Karup).
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y la ecuacidén (III. 2) 1llega a ser:

Como r = 0, tenemos b=d.

El efectivo de la poblacidén permanece invariasble, asi como los nacimien-

tos y las defunciones, gue son iguales, ya que

N(t) = N(o) &"¥ = (o)

B(t) = b #(t) = b N(o)

D(t) = a N(t) = d N(o) = b N(o)
y b=4 '

El estado estacionaric es entonces el gue se obtiene si las funciones
p(x) vy e{x) son invariables y si r=o., Veremos mds adelante que esta situa-
cién tembién puede lograrse no en forma inmediata, como es el presente caso,

sino en forma asintdtica.

a . ' ' o .
6~ propiedad, La tasa de mortalidad puede expresarse en funcidn de

p(x) v de ».

La combinacidén de la férmula (III, 3) con d=b-r nos permite escribir:

1 e—K(—r) ;

o}
o}

d= T (111, 4)

o

Indicamos mds adelante (grdfico 3 ) las curvas de la tasa de mortalidad
d calculada segin la férmmla (III. 4) al dar a r diverscs valores comprendi-
dos entre 0,01 y 0.04 y basdndose para la mortalidad en las tablas modelo de

las Naciones Unidas,

Veremos mds adelante que la curva de d con respecto a r, si se fija la
ley de supervivencia p(x), pasa por un minimo cuando la tasa de natalidad es

igual 2l reciproco de la edad media,

a . . . -
1~ rpropiedad. La tasa de incremento r puede expresarse en funcidn de

p(x) y de b e independientemente“de la estructura por edad,
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Entre D(o) y N(o) existe la siguiente relacidn:

(o) = NL?{}“K("I')- r eg]

e
0

102 propiedad. La curva de las defunciones es exactamente igual a la

de los nacimientos, salvo gque se encuentra reducida por el coeficiente

l-r eg eK(’r).

En éfecto, al relacionar las férmulas (III. 6) y (III. 7) obtenemos
D(t) = B(t) [1 - eg eK(-r):[

11% propiedad, La tasa de mortalidad d puede expresarse en funciédn de
by de p(x).

Combinando la ecuacidén (III. 4) con la ecuacidén d = b-r se obtiene:

2 o
kl “X/kl - 2k2 log b el

k,

d=D =~ (III. 8)

a . - s .0
12° propiedad, EI1 nimero de nacimientos se multiplica por b e, en un
intervalo de tiempo llamado "intervalo medio entre dos generaciones", cuyo

valor se indica a continuacién,

Llamemos T la expresidén
1
T=-ZK(x) (111, 9)
La ecuacién (III. 3) se escribe entonces:
o} rT , :
bel=e ~ (III. 10)

T puede llamarse, por analogia con lo que suele hacerse para las pobla-
ciones estables, segin Veremos‘més:adelanté, "iﬁtervalo medio entre dos gene-
raciones'. Este coeficicnte mide el tiempo necesario para gue el ndmero de
nacimientos sea mulfiplicado por b eg.

En efecto, podemos escribir

be, = B(t-8)

siendo 9 un coeficiente cuyo valor vamos a determinar,
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La comparacidén con (III. 3) permite escribir finalmentes
Kt(r) = - K(-x) (I11. 12)

Desarrcllando las dos F.G.C. obtenemos:

2 3
°© . k! p I 1
log b e, = k1 T+ k2 o1 + k3 71 + e
log b e’ =k k£+k 52:
g eo—- 11"'22! 5 l R
donde ki es el cumulante de orden i de la funcidén c(x). Restando estas dos

ecuaciones se obtiene:

k! + k k! -k :
(ki-—kl) r-+—g——2~—~2—-r2+—§-—6—-2r3+..° =0 (III. 13)

Disponiendo de las funciomes c(x) y p(x) puede calcularse r resolvien-
do una ecuacidén de primer o de segundo grado. Luego, conociendo r puede cal-

cularse b mediante la férmula (IITI, 3),

Nétese cue puede escribirse en otra forma la relacidn que existe entre

los cumulantes de la funcidn c(x) y de la funcidn p(x).

Volvamos a la ecuacidn

o(x) = b e™* p(x)

Pasando a la F.G.M, de c(x) tenemos:

@ tx -rx
o) e e 7 p(x) dx
M’(t)=be0£_ o

e
0

siendo t una variable auxiliar.

Pasando a las F.G.C. tenemos:

| K'(t) = log b ey + K(t-r)

Desarrollamos las F.G.C.:
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—
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i
o lk—‘
N

o o

qq es la relacidn entre 1a proporcidn de individuos comprendidos entre
los limites de edad @y ¥y o, (con dl<q2), y la proporcidn de indivi-
duos comprendidos entre los limites de edad ﬁl ¥y 62 (con(;(l< 73 < [32),

¥
4, s la misms relacibn en la poblacidén estacionaria.
Debemes tener entonces:

fdz oo
g e(x) ax j()( p(x) dx

bl 1

o (5 TR
eo[&l ? o(x) ax fﬁi ° plx) ax

Vamos a demostrar gque podemos obtener esto en primera aproximacidn,

(III. 16)

Consideremos la funcidn »(x) entre los limites de edad ql yc{2 y 1lla~

0 . .
e la exyresidn
-, o .

A, 1

Y
(. = p{x) dx
A, -dy c*l *j‘x

o sea, la esperanza de vida entre la edad Oil v la edad 0{2,

Designemos por fi el momento de orden i de la funcidn '——EQ-L—B—
e

para x comprendido entre o{l de:

92

' i
Jdl x p(x) ax

g2
J;l p(x) dx
d

Utilicemos el operador de desplazamlento D= T o la funcién B(t), co-

mo ya lo hicimos anteriormente:



e
(e
N

4

y como en (III., 10) ya habiamos encontrado

deducimos

La cantidad fi - fl representa la diferencia entre la edad media del
grupo de mayor edad y la edad media del grupo de menor edad en la poblacidn
estacionaria. Vemos entonces que la condicidén para que se demuestre la rela-

cién (III. 16) es que fi ~ £, sea iguel al intervalo medio entre dos genera-
ciones T,

Obtenemos asi una medida aproximada de la tasa de natalidad si las eda-
des limites de los grunos de edad gque figuran en el numerador y en el denomi-
nador del indice son tales que la diferencia entre la edad media del grupo de
mayor edad y lo edad media del grupo de menor edad en la poblaecidn estaciona-

ria es igual 2l intervalo medio entre dos generaciones.

Pueden elegirse varias combinaciones de edadcxl —612 -/31 ~/32, siempre

gue se respete la condicién recién mencionada,

En la prdctica, para muchas poblaciones,si se adopta dl=o y'cb=4, debe~
rén tomares ./’51 = 15 sz = 49, y si se adopta cil=5 yo(2=9, deberdn tomarse
By =20y 4 =54,

En la tabla de la segunda perite aparecen los valores de 4, para
@l=o,<12=4,/31=15,/82=49 vy para O&=5,<12=9,/Gi=20 Y /3,=54+ Los cdlculos se
hicieron para esperanzas de vida al nacer comprendidas entre 30 y 70 afios,

con intervalos de 1 afio, de las tablas de mortalidad de las Naciones Unidas,

1%a, propiedad. La edad media de la poblacidn x puede expresarse en

funcién de p(x) y de r,

la edad media desempefia un papel importante. Sea X esta edad media,

Vanos a expresarla en funcidn de la tasa de incremento y de los curmlantes

de la funciédn

e
0]

El ndimero de individuos de edad x, durante el afio t es, como ya lo he-
mos visto anteriormente,

GLINTOEN L
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'y 1a F.G.C.

e
K(-r) = 10gj; e p(x) dx ~ log eg

La derivada con respecto a r de M(~r) es

) @

aM(-r) 1 f ~rx

S =" 5 %o X e p(x) dx
o

ce node Gue

d M(=r) _ 4 log M(~r) _a K(-r) o=
W(-r) dr ~ dr T dr -

y entonces

d r2 r3
X=—'(E("klr+k2'—2'i"'k3'g'{' -oo)

1+

que, luege de derivar con respectc a r, nos conduce a la férmula (111. 18),

En una poblacién estacionaria, haciendo r = 0, la ecuacién (III. 18) se

escribe:

16a, propiedad. La curva de la tasa de mortalidad en funcidn de la ta-

sa de incremento, cuando se fija la ley de supervivencia, pasa por un minimo

cuando x = 3
K(r) |
Volvemos, en efecto, a a la ecuaci’n (111, 4) a = ~3 e ~ 1 y deri~
e
vamos d con respecto a la variable r: °
aa _ eﬁK(—r) d X(~r) + 1
dr ) dr
e
o
0 sea:
@ _ [(M)@_g;.r_z ]
dr
Vemos gue esta derivacda se anula para r = 3 % e ies d

dr
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Derivando con respecto a r, obtenemos

X

g =X w X
x) dr

[e N k&

ya gue, segin hemos visto,

con lo cual

2ex) | () (5 - %) (TII. 20)

dr

-

Esta derivada se anula para x = X.

En cuanto a la derivada segunca, se escribe:

d2 c{x d clx) ,~ d x
() _ 290 (3 x) 4 o(x) &

A
or

it

o(x) | (x ; X)2 + QE%]

o(x) [(32 - x)° ¢

X

i

Como puede verse, esta derivada segunda se anula para x = X, La fun-
¢idn c(x) pasa entonces por un minimo o un mdximo para el valor de r gue hace
que X = X, Pero en este punto, la derivada segunda es negativa para valores
d x

de r positivos, ya gue e

por un mdximo en el puntc X - X ¥y no por un minimo cuando r > O.

2 .
Qi es negativo, La curva de c(x) pasa entonces

La funcién o(x) tiene también puntos de inflexidén para los valores de r

que anulan las derivadas segundas, o sea, cuando

- +
X = X =
X

En definitiva, si dibujamos las curvas de las proporciones de indivi-
duos de una edad X determinada, en poblaciones malthusianas que tienen una
nisma mortalidad y distintas tasas de incremento, esta familia de curvas des-
cribe en los mdximos las curvas de las proporciones de las cdades medias de
estas poblaciones (véase el gréfico 4)., El mismo gréfico podria dibujarse
para otro nivel de mortalidad., Estas observaciones podrian servir para algu-

nos problemas de estimacidn, En efecto, ya que para una pareja de valores de



ii,'c(ii) existe una sola poblacién malthusiana, la estimacidn de eg y de r
podria obtenerse ubicando en las distintas familias de curves, la que en su
méximo corresponde a los valores i.ci y c(ii) considerados, Este andlisis pue-
de hacerse siempre gue se disponga de una red de poblaciones malthusianas en

la cual se piensa que puede enconirarse la poblacidn estucdiada.

19a, propiedad. TPuede obtenerse la tasa de incremento mediante un pro-

cedimiento gréfico cuando se conocen p(x) y b.

Supongamos, para empezar, que la poblacidn gque se estudia no es necesa-
riamente malthusiana y cue disponemos para ella de p(x) y de b. Para esta po-
blacidn, la relacién (III, 2) no se cumple necesariamente, o sea, no es for-

zZoso que se obtenga 1 al efectuar el producto de b por la funcidn

28]
-TX . . ez
j; e p(x) dx. Llamemos ¥ este producto y estudiemos su variaciodn segin el

valor de r.

Derivamos \{J con respecto a la variable r:

(8o
ay -TX
--55=-—b_£ X e p(x) dx

Siendo todos los términos cue figuran dentro del signo integral positi~

d . . : " .
vos, -&35 es necesariamente negativo y ¥ es entonces una funcidn decreciente

de r.
Por otra parte, tenemos:
V=0 cumdor =+ o

i
Y =+ o cuando r = =~

i
o

o
k}) =b e, cuando

La curva de Y parte entonces de - o cuando T = + ©, decrece constan=-
. 0 .
temente, corta el eje de las ordenadas en el punto Y = b e, ¥ tiene por asin-

tota el eje de las abscisas (véese el gréfico 5).
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e
o(0-4) = =54
No-0

Como la estructurs por ednd se supone independiente del tiempo, tene-

- mos tombién

\ N3?4
oo = 55
N + N
Q= 5=
Y2 cue en estr relacidén conocemos c¢{(0-4, ¥ Ngéoa, podemos despejar
55 R
NO~4 ¥y encontromos:
55 _
NO—4 20 603

Los estructuras de 1950 y 1955 son idénticas, como puede comprobarse
comparondo los columnns 3 y 5; esto erc de esperar ya que, como lo hemos
dicho, por construccidn 1z estructure por cded inicial se ha elegido de tal
modo que combinada con lo mortalidsd al nivel eg = 46 aflos, se mantiene

constante.

Puede comprobarse en 1lss columnas 5 y 7 que, a2l repetirse la misma

operacidn, le estructﬁra de 1960 es idéntica a las de 1955 y 1950.

BEstamos entonces con presencia de una poblacidn malthusians por cons-

truccidn.
a; Tasa de_incremento

La poblacidn iniciesl de 1U0 UCO se elevd a 114 737 en 1955 y a 131 650
en 196.. El aumenio relativo de 195U a 1955 es igual al sumento relativo
de 1935 = 1960. Este incremento corresponde a un~ evolucidn exponencial con

unae tasse znusl de U.0275.

b} © Tasa de natalided

Calculamos la tosa de noatalided mediante la férmula (IIT. 3)

I I‘2 I‘3
kli-?-k2.27+k3.3—£-+ o0
e
b =
o}
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Cuadro 3

EJEMPLO ILUSTRaTIVO DE UNa POBLACION MALTHUSIANA. ESTRUCTURA POR EDAD
DE LA POBLACION DE COLOMBI& EN 1950, SEXO FEMENINO, SOMETIDA A UNA
HORTALIDAD CONSTANTE :

Grupos.de Distribu- Relacio- ILfectivos  Distribu- Efectivos  Distribu-

edad cidn por nes de en cidn por en ¢ibén por

Xy X+, 100 000  supervi- 1955 100 00U 1960 100 000

en 1950 vencia en 1955 en 1960

, V5Px ,
(1, (2) (3) (4) (5) (6, (1)

C - 17 956 0.9237 20 603 17 956 2% 649 17 956
5= 9 14 455 0.9772 16 586 14 455 19 031 14 455
10 - 14 12 311 0.,976% 14 125 12 311 16 208 12 311
15 - 19 10 476  0.9669 12 019 - 10 476 13 790 10 476
20 - 24 8 828  (.9604 10 129 8 828 - 11 621 8 828
25 - 29 T 389 0.9575 8 478 7 389 9 728 T 389
30 ~ 34 6 167  0.9548 7 075 6 167 8 118 6 167
35 - 39 5 132 0.9511 5 888 5 132 6 755 5 132
40 - 44 4 254  0.9436 4 881 4 254 5 600 4 254
45 ~ 49 3498 0.9302 4 014 3 498 4 606 3 498
50 - 54 2 836 0.9095 3 254 2 836 3 134 2 836
55 - 59 2 248  U.8758 2 579 2 248 2 960 2 248
60 - 64 1716  0.8226 1 969 1 716 2 259 1 716
65 - 69 1230  0.7438 1412 1 230 1 620 1 230
70 - 74 797 0.6353 N5 197 1 050 197
5 - 19 441 0.5035 506 441 581 441
80 - 84 - 194 0.3543 222 194 255 194
85 - 89 60  0.2078. 69 60 79 , 60
90 - 9. 11 0.1130 12 11 14 11
95 - 99 1 0.0000 1 B 1 1

Total 100 000 114 737 100 000 131 650 100 000
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a) Tasa de mortalidad

La tasa de mortalidad resulta de la diferencia
b-r=4d
Obtenemos d = 18.83 por mil, constante en el tiempo.

También podemos calcular 4 directamente a partir de las defunciones

ocurridas durante ¢l periodo 1950-1955.

 $i a la poblacién inicial de 100 000 le agregamos los nacimientos ocu-
rridos en el periodo 1950-1955, o sea, 24 705, y si le restamos la poblacidn
final, o sea, 114 737, obtenemos el nimero de defunciones ocurridas en el pe-

riodo, o sea, 9 967,

Tenemos la relacidn

J;S D(t) dt = d J;5 N(t) dt

y,despejendo d:

1.5 D(t) at J,5 D(t) dt
=vo\a~ro

j;5 N(t) dt  N(o) (e%- 1)

__0.0275 x 9 967
= 100 000 x 0.14737

= 18.60 o/00
Para el afio 1950 el nlmerc de defunciones es
(1 of- 1
a Jg N(¢) dt = 4 N(o) - 0.01860 x 100 000 x 1.02788 = 1 911

e) Edad media

Al aplicar la férmula (III. 18)

2 3
- r T r o+
X=kl "k2 l! +k3 2I ’—k4 31 “~ sew

con los valores de r y de los cumulantes anteriormente indicados, encontramos:
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Cuadro 4

EJEMPLO DE CALCULO DE UNa ESTRUCTURA POR EDAD TEORICA DE UNA
POBLACIUN MALTIUSIaNA WUE CORRESPUNLE 4 UNs Tioh DE INCREMENTO
r = 0.0275 ¥ UNa MORTALIDAD MODELO AL NIVEL e° = 46 4.09,

SEXU FEMENINO ©

Grupos de ‘ r(x+2.5) ~ Distribueidn
edad SLx‘ e TIX*2.5 (2) x (3) por
XyX+4 v 100 000

(1) (2, (3) (4 (5)
0= 4 417 001 0.933560 389 295 17 956
5=~ 9 385 190 U.813629 313 402 14 455

10 - 12 376 422 J.709105 266 923 12 311
15 - 19 367 510 0.618009 227 124 10 476
20 - 2 355 363 0.538616 191 404 8 828
25 - 29 341 295 0.469.22 160 210 7 389
30 - 34 326 803 0.409117 133 701 6 167
35 - 39 312 043 0.356559 111 262 5 132
40 - 44 296 773 0.310753 92 223 4254
45 = 49 280 043 0.270832 75 845 3 498
5. - 54 260 488  0.,236039 61 485 2 836
55 - 59 236 925 0.205716 48 739 - 2 248
60 - 64 207 493 0.179288 .37 201 1 716
65 - 69 170 690 0.156256 26 671 1 230
70 - 74 126 965  0.136162 17 290 797
75-79 80663  0.118667 9 574 441
80 - 84 40 615 0.103440 4 201 194
85 ~ 89 14 390 0.090151 1 297 60
90 - 94 2 990 0.078570 235 11
95 - 99 . 338 0.068476 - 23 1

Total S 2 168 106 100 000
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CUADRG 5

COLOMBIA ~ EJEMPLQ DE ESTIMACION DE LA TASA DE NATALIDAD Y DE LA TASA DE INCREMENTO A PARTIR

pe o{x) v oe p(X). DATOS AJUSTADOS POR ERRORES DE DECLARACION DE EDAD,
SEXO FEMENINO, 1950

-

. 2
GRUPOS DE ) L pi&}stﬁ 1oz Mu‘ =x+2‘ P
EDAD c(x,‘x+4, 5% L & 5Lx 4 e Z &Y .
(1) @2 (3 (4) (5) {6) (7 (8)
5- 9 14 033 385 190 0.03643 - 3.312362 745 - 24.842715 56.25
10 - 14 12 128 376 422 0.03221 - 3.435478 12,5 - 42.983475 156.25
15-19 10 126 367 510 0.02755 - 34591753 17.5 .~ 62.855678 306,25
20 - 24 B 711 355 363 0.02451 - 3.708674 22.5 ~ B83.445165 506425
25 - 29 7 401 341 295 0402168 - 3.833212 2745 ~ 105.413330 756.25
30 - 34 6 190 326 803  0.01894 - 3.966479 3245 - 128,910568 1 056425
35 - 39 5263 312 043  0,01686 - 4,082811 37.5 - 15315413 1 406,25
40 - 44 4 430 296 773 0.01492 ~ 4,205052 42.5 - 178.714710 1 806425
45 - A9 3 640 200 M43 0.01299 ~ 44343575 47.5 - 206,319813 2 256.25
SumA ~34.479396 24745 - 986.550867 8 306425
MEDIA ~ 3.831044 2745
E .
o SALAEL g A 2 R e
Eg = EZ& LY L X4 ¢
T = 0602558

lOge D= 3.831084 + 0.02558 (27.5) = - 3.831084 + 0,703450 = 3.127594

b=

Ce 04302
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h) Estimacidn de la omigidn censal de los nifios y correceidn de la

estructura por edad para las edades avanzadas

Si se aplica la ecuacidn de regresidn anterior, obtenida mediante
los datos relativos a los grupos de edades comprendidas entre 5 y 49 afios,
podemos completaf, por extrapolacidn, la estructura por edad de los grupos
nargincles: 0-4 afios y de 50-54 afios en adelante. Disponemos asi de un
método que pucde resultar cdmodo para estiﬁar la omisidn censal de los nifios

y pard correglr la estructura en las edades avanzadas.

Un ejemplo de célculo se da en el cuadro 6.

Vemos en é1 que la pro-

porcidn de nifios de O-4 afios es 17 143 por 100 000, en lugar de 16 316 por

100 000 cbservada en el censo.

17 143 - 16 316

La omisidn censal es

17145 " 48 %

Cuadro 6

COLOMBIA - EJEMPLO DE ESTIMaCION DE Lio OMISION CENSAL DE LOS WInOS DE O ~ 4
A.. 03 Y DE CORRECCION DE La ESTRUCTURA POR EDAD PARA LAS EDADES AVANZADAS,

SEXL FEMENINO, 1950

Grupos de ~r(x+2.5) o(x,x+4) o(x,x+4) c(x,x+4)
edad x+2.5 LOge b 5LX 5Lx calc&ladas en €l cerso
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

0~ 4 2.5 - 3,191544 0.04111 417 001 17 143 16 316
50 - 54  52.5 - 4.470544 0.01144 260 488 2 980 3 108
55 = 59 5745 - 4.598444 0.01007 236 925 2 386 1871
60 - 64 62.5 - 4.726344 . 0.00886 207 493 1 838 2 070
65 ~ 69 67.5 - 4.854244 0,00780 170 690 1 331 1121
70 - T4 T2.5 - 4.982144 0.00686 126 965 ’ 871 1012
7 - 19 T7.5 - 5.110044 0.00604 80 663 487 485
80 - 84 82.5 - 5.237944 0,00531 40 615 216 439
85 - 89 875 ~ 5.365844 0.00467 14 390 67 153
90 - 94 92.5 ~ 5.493744 0.00411 2 990 12 106
95 - 99 97.5 - 5.,621644 0.00362 338 1 72
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i) Cilculo de la tass de natelidad de Colombia, sexo femenino, conocien-

do la_estructura por grandes grupos de edad y“la'tabla‘de mortalidad

Utilicemos la férmula (III. 16):

o(x) dx p(x) dx
1 <% Oy

©1
2 o (PR (P
/%- co(x) dx “L@& p{x) dx

b=t

]
e
o

. . . : ) o
Consideraremus también aqui la tabla de mortalidad e5=46 alios, sexo
feiienino.

Para lus limites de los grupos de edad adoptaremos:

a;=0 dy=4 P =15 B,-19 y
oy =5 O =9 /31=2o ﬂ2=54

Los valures de 4, que reproducimos a continuacidn, se indican en la
tabla de la segunda perte y la estructura por edad considerada es la del

cuadro 2, sexuv femenino.
Primer cdlculo: Limites de edad

=0 o,=4 =15 S -9

~l
J.) c(x) ax = 0.17477

L9
J15 c{x) dx = 0.45761

9 = U.3819

o L"
jo p{x) dx = 0.417001

59
J;S p(x; dx = 0,2279830

9 1 4 /
g, = 0.1829 —= = 2,0880 b == === 45,39 o/co
‘ 9 e 9o
Q



Capitulo IV

OTROS MODELOS DE POBLACIONES MaLTHUSTANAS POR CONSTRUCCION

En el modelu anterior definiros la poblaciln malthusiszna al suponer,
siguiondo a Lotka que las funciones c{x) y p(x) son invariables. Todas
las propiedades que hemvs cnumerado se deducen légicamente de estas hipd-
tesis. Veremos que otrus supuestos permiten llegar exactamente al mismo

modelo de poblacidn.

1. Poblaciones con csiructurs pof eded v tasa de incremento invariables

Supondremos esta vez, contrarizmente a lo gque se considerd en el mo-
N . . . . .': . .
delc anterior, gue las tasas de supervivencia no son por hipotesis indepen-

dientes cel tiempo, perv gque a la vez ¢(x) y r son constantes.

Llamarenios P{x,t, la probabilidad de que un individuo que tenia la
edad x-1 c¢n el tieapo t-1, sobreviva al tiempo t. Si N(x,t) es el mimero

de individuos de edad x al instante t, P(x,t) se define de la manera si-

. N(x,t
P(xst) = §lol toD)

3i la estructura por edad es independiente del tiempo y si el efecti-

guiente:

vo glubal de la poblacién siguec uns ley exponencizl, el efectivo de cada

edad tembién aumenta necesariamente en forma exponencial, con la misma $a-

<

sa d¢ increucnto que ¢l global. Siendo r esa tasa, tenemous

K(x,t + 8) = N(x,t) %

donde s es una constante.
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2. DPoblaciones cun estructura por edad y tasa bruta de
mnortalidad constantes

Estc casu ¢s cn realided muy sencillu. En efecto, si c(x) es inde-
pendiente de t, la tasa de natalidad es cunstante, ya que c(0) = b, Y si
b y @ son constantes, r = b - 4 también lo es. Xste modelo se convierte
entonces en ol anterior, construido cun la hipdtesis de ¢(x) y r constan-
tes, el cual & su vez es equivalente al modelo malthusizno. Todas las

relaciones y propiedades encontradas tembién son validas en este caso.

3. Poblacioncs cun tasas de supervivencia constontes y necimientcs
en aumento exponencial

Llanemus N(x,t) el efectivo de edad x en ¢l tiempo t. Podemos dedu-

cir de las hipdtesiss

§(x,t) = B(t-x) p(x) = B(t; e p{x)

siends r la tasa Je increamento de los nacimientos.

La poblacidn total se cbtiecne al integrar con respecto a x:

§(t) = B(t) j;m e ax
O seas
b m— 1
jo ¢ p(x) ax

Encontramos asi la f3rmula (III. 2) de las malthusianas.
Bn el tiempo t+l1 el nimeruv de individuos de edad x es
- y of o =~r(x-1)
N(x,t+1) = B(t+1-x) p(x) = B(t, e p(x)
de mulo que

N(x,t+1) = e* N(x,t;

Como el efectivo de cada edad aumenta cun la misma tasa de incremento,

la estructura por edad permanece constante y el modelo se convierte en la

poblacidn malthusizna de Lotka, ya que p(x) y c¢(x) son invariables.



Capitulo V

POBLACIONES WO MALTHUSIANAS

Tndicamos a continuacidén algunos modelos que no corresponden & las po-
blaciones malthusianas de Lotka, aun cuando también se consideran invariables

dos funciones.

1, Poblaciones con estructura por edad y tasa de natalidad constantes

a) La poblacidén no es necesariamente malthusiang

81 la estructura por edad es independiente del tiempo, también la tasa
de natalidad permanece constante con el tiempo, ya que ¢(0) = b, Entonces,
en este modelo daria lo mismo suponer que la estructura por edad sola es in-

dependiente del tiempo,

Vemos que el hecho de que la estructura por edad permanezca fija no
permite estimar la tasa de natalidad, ya que en la prdctica la proporcién

de individuos gque tieénen la edad cero es desconocida.

De todos modos, el solo conocimiento de los c¢(x) no es suficiente para
determinar los demds elementos, r{t), d(t), p(x,t), y las relaciones que exis-
ten entre ellos. Si no se agrega otra hipdtesis sobre la constancia en el

tiempo de p(x,t) o de r(t), por ejemplo, la poblacién queda indeterminada.

b) Ejemplo numérico

Con un ejemplo numérico puede mostrarse que si la estructura por edad
permanece sin alteraciones en el tiempo, las tasas de supervivencia no son
necesariamente constantes, Tal es asi que en el cuadro 7 representamos (co—
lumna 2) la estructura por edad de una poblacidn (sexo femenino) construida,
segin las relaciones encontradas en el modelo 1, con una tabla modelo de mor-
talidad correspondiente a una esperanza de vida al nacer de 46 afios y una

tasa de incremento de 0,0275. En la columa 3 de ese cuadro se representa
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CUADRC 7

EJEMPLU ILUSTRATIVU DE POBLACIUN CUN ESTRUCTURA PCR EDAD Y TASA DE NATALIDAD CUNSTANTE

RELACIONES

RELACIONES L L

GRUPOS DE E‘OBLAC]GN POBLACléN POBLACIGN DE SUPERV_R_ 5 XER DE SUPERVl 5 X
EDAD EN EL TIEMPO EN EN VENCIA €N EN EL 1 VENCIA €N EN EL 2°
oo aos o mamew e b e

(1) (2) ) (4) (52/ (6 (7 (8)
0~ 4 17 956 19 752 22 715 0.88549 409 250 0092572 408 550
5« G 14 455 15 900 18 285 0.53603 352 367 0.97943 378 203
10 - 14 12 311 13 542 15 573 0.93607 339 455 0.97865 370 423
15 - 19 10 476 11 524 13 253 0.92698 317 791 0.96910 362 514
20 - 24 6 828 9 711 11 168 0492070 294 586 0.95231 351 312
25 - 29 7 389 8 128 9 345 0.91812 271 225 0.95989 338 071
30 - 34 6 167 6 704 7 902 0,91535 249 017 0.95695 - 324 511
35 ~ 39 5132 5 645 6 492 0.91173 227 938 0.95323 310 %1
40 - 44 4 254 4 679 5 381 0,904 56 207 818 0.94571 296 017
45 - 49 3 498 3 048 4 425 0.89193 187 984 0.93243 279 946
50 - 54 2 836 3 120 3 588 0.87200 167 669 0.G1153 261 030
55 = 59 2 248 2 473 2 844 083941 146 207 0.87747 237 937
60 ~ 64 1716 1 807 2 179 0478846 122 718 0.82458 208 783
£5 - 69 1230 1 353 1 556 0.71301 96 766 0474575 172 158
70 « 74 797 877 1 009 0.60853 68 995 0.63625 128 387
75 = 79 441 485 558 0448299 41 986 0450515 81 686
80 = 84 194 213 245 0.34021 20 279 0.35641 41 264
85 =~ 89 60 66 76 0.20000 6 899 0.21212 14 723
90 - 94 11 12 1% 0.09091 1 200 0608333 3 123
95 - 99 1 1 1 0.00000 125 0.00000 260
TOTAL 100 000 110 coe 126 500 3 546 525 4 8569 439

. 2 : 0 p
a/ Esta poblacién corresponde z un modelo malthusiano con e, = 46 aos y
y r = 0.0275, sexo femenino.

r N5
. z O~4
b/ Al aplicar la férmula P, = = se obtuvo (P =
5 b N(0)(e”% ~ 1) >
r Néoﬂ
¢/ Al aplicer la férmula 5Pb = et e e —— 56 Obtuvo 5Pb = 0,8171

b N(5) (&7 - 1)



Capitulo VI

POBLACIONES ASINTOTICAMENTE MALTHUSIANAS

En el capitulo anterior se llegd al concepto de poblacidén malthusiana
en forma inmediata, o0 sea, las hipbtesis elegidas fueron tales que, siendo
las funciones consideradas inveriables, la poblacidn malthusiana estd ya

construida.

Vamos a ver otros tipos de poblacidn que permiten llegar exactamente
al mismo concepto pero en forma asintética, solamente después de que las
funciones consideradas en las hipStesis hayan permanecido constentes durante

un cierto intervalo de tiempo.

1. Poblaciones con tasas de supervivencia v tasa de incremento
conocidas e invariables

Partamos de la ecuacidn siguiente, siendo P la tesa de incremento:
B(t) dt = D(t) dt + PN(t) dt.

. Esta ecuacién expresa que el mimero de nacimientos que ocurren en el
intervalo de tiempo t,t+dt es igual al ndmero de defunciones més el incre-
mento de poblacidén dentro del mismo intervalo, siendo P 1a tasa de “incre-

mento, La poblacién en el instante t, como hemos visto, se expresa por

5(8) = | B(tex) p(x) ax,

En cuento al numero de defunciones D(t), se obtiene multiplicando el

efectivo de una edad x por la tasa instantdnea de mortalidad z la misma edad,
d pix
o sea, o(x) ax
o]

D(t) = =, B(t-x) p(x) SEREL
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Esta ecuacidn admite ya la raiz real r, = f y una serie de raices

comple jas que se encuentran al resolver la ecuacidn

7 .y x
- - J) T ) a0 (2. 7

Estas rafces complejas, con la condicidn que veremos més adelante, in-
troducen oscilaciones en el nimero de los nacimicntos que van amortigudndo-

se alrededor del término aperiddico.

B(t) = QPeP‘b
La ecuacién (VI, 4) admite, en efecto, ademds de la raiz real, un ni-

mero infinito de raices complejas de la forma

P . 2 \/ 1'
=10 <+ 1V eon L =N -
n n n

Escribiendo estas raices en forma trigonométrica tenemos:

Pnt unt
- e = e  (cos vt + 1 sen vnt)

La ecuacidn (VI. 2) llega entonces a escribirse:

u 't u 't

F t Ll n n
; t
+ P£¥P Qn e. cos vn + ; PE;P Qh e ‘senvvnt

B(t) = QUp ©

Como B(t) es necesariamente real y, en la prdctica, segin se verd en
la aplicacién numérica, u es negativo, el lfmite de B(t) cuando t tiende a
infinito es ‘ : '

Pt

B(t) = Qpe (VI- 6)'

Asi vemos que las raices complejas introducen oscilaciones en la evow -
lucidén de los nacimientos que van amortigudndose con el tiempo solamente si
las partes reales de las rafces complejas son negativas. Con esta condi-
cidn, el término aperiddico va dominando con el tiempo en le evolucidn del

- nimero de los nacimientos que llege a ser exclusivamente exponencial.

. Cuondo las fluetuaciones originales por las raices complejas estdn
enteramente amortiguadas, el término aperiddico se mantiene solo y enton-

ces se logra la situacidén malthusiana, En efecto, llegamos a este momento
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Puesto que P es la raiz real de la ecuacién (VI. 4) y que, una vez que
la poblacién ha llegado a la situacién limite, esta tasa indica el creci-

miento tento del efectivo global como de la cifra de los nacimientos, tene-

mos
N(t) = §(0) o' ¥ = [ B(t-x) p(x) ax
=qp ot & TF p(x) ax
De ahi
"N(0) = Qp -l-o- K- )
e
¢)
O sea: .
q, = MO -k(-P) (VI. 7)
[ o e '
e
Q

El nimero de los nacimientos en un momento t en que se alcanza la si-
tuacién malthusiena, con respecto al instante cero a partir del cual las

funciones p(x) y P son. constantes, es dado entonces por

B(.‘t)‘ - Q.i) eP‘b = _I_\T_(_?O)l eP't-K("P)
o .
0

En cuanto a las cifras de las defunciones, tomando en cuenta la ecua-

cidn ( ) se escriben:
D(t) = a n(t) = LA Pt | K(-F) .?eﬂ
: e Sl -
o

Vemos una propiedad interesante de este modelo: el efectivo global,
el nimero de nacimientos y el nlmero de defunciones, debidos a la raiz de
la ecuacién fundemental (VI. 4), son independientes de le estructura por
edad inicial, La poblacidén puede entonces construirse enteramente en cual-
gquier momento en que llegd a la situacidén malthusiana, a partir del conoci~

miento de las dos funciones consideradas en las hipbtesis, o sea, p(x) yF .
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2: Poblaciones con tasas de supervivencia y tasa de natalidad
conocidas e invariables

Partinos esta vez de la ecuacidn bdsica

B(t) = b N(t) = b j:f B(t-x) p(x) ax (Vi. 8)

en la que suponemos p(x) ¥y b conocidos e independientes del tiempo.

51 suponemos, cono en el modelo anterior, que B(t) puede expresarse

por una suma de exponenciales de la forma

rlt r2t
B(t) = Qe +Q, e + ooeey (Vi. 2)

debemos buscar las solucioncs de la ecuacidn

i -r X
{
n
b, e p(x) dx = 1 (VI. 9)
Esta ecuacidén admite, como la (VI. 4), una sola raiz real r =P y una
infinidad de raices complejas que introducen oscilaciones en el mimero de
los movimientos, siempre que la parte real de las raices complejas sea nega-
tiva, como en el caso de la anterior. Las oscilaciones van amortigudndose

2 .
hasta que el término B(t) = Q? e v se mantenga solo.

Cuando las amortiguaciones han desaparecido estamos en presencia de
una poblacidén con p(x) constante y B(t) aumentando en forma exponencial, y

el modelo se convierte en una poblacidén malthusiana,

Entonces se aplican todas las propledades de estas dltimas poblacio-
nes. Con la fdérmula (III. 2) se obtendrd la tasa intrinseca de incremento;
con la (IITI. 3), la tasa intrinseca de mortalidad, y con la (III. 1), la
estructura por edad intrinseca, Todas estas caragteristicas se obtendrén
a partir de las funciones p{x) ¥y b, que se supusieron conocidas e invaria-

bles,

a) Cdlculo de la constante Qf,asociada a la raiz real

Busquemos las constantes Q iniciando el cdlculo por Qpy 0 sea, la
constante asociada a la raiz real de la ecuacidn (VI. 9). Veremos luego las

constantes asociadas a las raices complejas. Cuando se conoce QP’ todas



Q0 f: at (1:3 e p(x) ax) = N(0) j:) e-Ft at (j:? co(x) E%%§§l ax) -

obtenenos

- _px 0 co(x) ox

%P~fz xe p(x) ax = N(0) Jo 0 © g(x) dx
siendo

&) = [, o7 2(e) aa.

Si 1lamamos G(x) la funcidén definica por

T e e) a2 ela)
G(X) T o i
J; xe_Px p(x) dx j: g(x) dx

obtenemos finalmente .

ro ¢ (%)

0
Q= b 1(0) | 6(x) ax (VI. 11)
‘r © Qm(Xj ‘
siendo ¢ _(x) la estructura por edad inicial y qm(x) la estructura por edad
limite malthusiana.

Si la poblacidén inicial es malthusiana, la poblacidén es entonces mal-

thusiana por construccidn, Tenemos

e (x) = c(®) v |, 6(x) ax -1

Entonces QP se convierte en

@vp =D N(O)’

lo que teniamos en las poblaciones malthusianas por construccidn,
Vemos entonces una caracteristica interesante de este modelo, que no

habiamos encontradoe en el antérior, como es la siguiente: en tamafio, la po-

blacidn va a depender, cuando llegue a su equilibrio tangencial, de la



siendo

A(x) = h(x) H(x) + k(x) K(x)

]

i

B(x) = k(x) H(x) - h(x) K(x)

La componente debida a las raices complejas conjugadas es

B(5) = b N(0) ol WHiV)* fm [A(x) iB(x) | ax +

+ v §(0) e(u—iv)t Jz? Zﬁé%%-{A(x)+iB(x)] dx

O se&:

_ c (x)
= eut cos ® A(x) . =2
H(0) = 20 w0) & [ooe e [T s

B(x) . Oo(x)
12(x) + Ko(x)  ColX) = }

o
+ sen vt o

La parte entre paréntesis cuadrados desaparece cuando t tiende a infi-

nito si u es negativo, como se comprueba con un ejemplo numérico en el anexo,

3, Poblaciones con tasas de supervivencia v tasa bruta de
mortalidad conocidas e invariables

El interés de este modelo reside en que considera funciones relativas

solamente a2 la mortalidad.

La ecuacidn bdsica que nos sirve de punto de partida es la siguiente:

D(t) = d |7 B(t-x) p(x) a&x = - [ B(t-x) p(x) ax (V1. 13)

Jo p(x dx

Esta ecuacidn expresa que el nimero de defunciones D(t) puede obtener-
se de dos maneras, segin se multipliquen el efectivo global por la tasa
bruta de mortalidad, o los efectivos de cada edad por las tasas instantdneas
de mortaiidad en esas edades, El modelo supone que en esta ecuacidn d y

p(x) son conocidas e invariables,
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Si entonces p(x) y d son los Gnicos elementos que se suponen conocidos
¢ invariables, también se puede llegar al concepto de poblacidén malthusiane,
pero tenemos esta vez una sclucidn dual en el limites. Entonces se deberia
disponer de un Cato mds para saber cudl de los dos valores Pl y P2 se adap~
ta a la poblacién, Si estas dos raices estdn bastente separadas y si tene~
mos algin conocimiento, por burdo que sea, de la estructura por edad, o del
nivel de la natalidad, se podria descartar una de las dos raices., También p
puede suceder, si r < -~ EK%::I -~ d, que la poblacidn no tenga ningin limite

dr

¥ que entonces no llegue nunce a ser malthusiana.

Para obtener los valores Pl y 92 que corresponden a los p(x) y d, de

los cucles disponemos, puede procederse de la manera siguiente:

Le ecuacidn ( ) se escribe en la forma
2
klr kzr
1: - 2! t LI Y

(asr) eg = e

Se traza la recta gue representa la parte izquierda de la ecuacidn
tomando como variable r, y se buscan los puntos de contacto con la parte

derecha de la ecuacidn, si existen,

Para ilustrar este modelo, cen el grdfico hemos indicado la curva de
la tasa de mortalidad d que corresponde a poblaciones malthusianas construi-
das, a partir de las tablas modelo de mortalidad de las Naciones Unidas, con
una esperanza de vida al nacer de 46 afios (sexo femenino) y distintas tasas
de incrementoc. Como pucde verse, para d = 0.0190 existen dos tasas posi-
bles de incrementos P 1 = 0.0155 y P o = 0.0305., La curve pasa por un mini
mo para F = % - d, 0 sea, b = = En la prdctica, no es dificil eliminar una
de las dos soluciones. ZEn efecto, si la poblacidn es subdesarrollada, con
alta natalidad y mortolidad moderada, la tasa de incremento sobrepasa 0,02 y
p2 es mids verosimil que Pl' Si la tasa de mortalidad d fuera exactamente
igual al minimo de la curva, o sea, 0.01871, se tendria una sola solucién
F = 0,02%2, Si d fuera inferior a 0,01871 no se tendria ninguna poblacidn

malthusiana que correspondiera a las condiciones del modelo,

Una vez que se tiene la tesa intrinseca de incremento, la tasa intrin-
seca de natalidad y la estructura por edad intrinseca se obtienen respecti-

vamente, con las férmulas (III. 3) y (ITI, 1).



Capitulo VII

POBLACIONES ESTABLES

Estas poblaciones se definen cldsicamente como la situacidén limite a
la cual se llega en la hipdtesis de que las tasas por €ad de fecundidad y de
mortalidad se mantengan invariables, Corresponden al esquems que Lotka lla-

ma "poblaciones con estructura por edad estables",

¥

1. Evolucidén del efectivo global y del numero de nacimientos y
de defunciones

La ecuacidn bédsica gue sirve en este modelo es

B(+) = Jo B(t-x)9 (x) p(x) ax

dondecp(x) representa la tasa de fecundidad femenina para la edad x.

Supongamos, como en los modelos anteriores, que B(t) puede expresarse

por una serie de exponenciales:

B(t) = +Q, e + (viz. 1)

Ql e

de modo que la ecuacién ( ) se escribe:

r t - X '
B(%) = Qe ;L?)e 1!p(x) p(x) dx +

{m = LP(X) p(x) ax + ... (Vir, 2 )

r. % th

- Identificando término a término los coeficientes e =~ , € ©, ... en

‘ ' + Q2 e

los miembros de la derecha de estas dos ecuaciones, llegamos a buscar la

solucidn de
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expresa esas oscilaciones, que van amortigudndose alrededor del término ape-
riddico Qp egt. Después de este momento, los nacimientos siguen una ley ex-
ponencizl y estamos entonces en presencia de una poblacidén con ley de morta-
. lidad invariable y nacimientos que varian en forma exponencial, o sea, de una
poblacidn malthusisana, Todas las propiedades de estas poblaciones se aplican

cuando las oscilaciones han desaparecido.
La tasa de incremento P tiene las propiedades siguientes:

-~ Es independiente de la estructurz por edad del momento inicial, o de
cuzlcuier otro momenito, ya que depende solamente de las funciones

p(x) y p(x) entre lus edades 15 y 50 afios, segin veremos.

~ lide 1a velocidad de aumento del efectivo de la poblacidén y del nime-
ro de necimientos y de defunciones, desde el momento en que se alcan-
ze el equilibrio estable. Es entonces un valor asintdtico, similar
en su significacidn a la tasa intrinseca de incremento definida en

los modelos malthusianos,

Todas las férmulzs (III. 1) a (III. 20) de las poblaciones malthusianas
se aplican a las estables. Pero, ademds, por el hecho de que conocemos lea
funeidén ¢ (x), existen otras férmulas que hacen intervenir O(x)., Veamos estas
nusvas férmulas, especificas del modelo que estudismos y que derivan dnicamen-
te del hecho de que las informaciones de que disponemos son relativamente de-
talladas. Las designaremos con los nimeros 19 a 25, agrezéndolas a los 18

ya mencionados pera las malthusisnas,

19a. propiedad. FEl nlGmero de los nacimientos se multiplica por la tasa

neta de reproduccidn en un intervalo de tiempo llamado "intervelo medio entre

dos generaciones',

Designemos por K' y R las tasas brutas y netaes de reproduccidn que se

definen de la manera siguiente:

R = [ 9(x) ax

R =_Lf-é(x) p(x) dx
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Como los nacimientos siguen una trayectoria exponencial, con una tasa

de incremento 9, la realcidn anterior se escribe

_B(1) _ _B) et Pe
" B(t-8) 3(0) eP(t-G) -

R

La comparacidn de la ecuacién (18) y de esta iltima relacidn nos per-

, _ _B(%
8 =T R = §T¥§5%7 (ViI. 8)

mite escribir:

La tasa neta de reproduccidn en el tiempo % es igual a la relacién en-~
tre los nacimientos ocurridos en el tiempo t y los nacimientos que hubieran
ocurrido T" afios atrds, en el supuesto.de que la fecundidad y la mortalidad

hubieran permanecido constantes.,

Veﬁos'asi q&e la éxpresién T; llamada clésicamente "intervalo medio
entre dos generaciones', se confunde con el intervalo de tiempo que se nece-
sita para que el nimero de los nacimientos se multiplique por el coeficiente
R, en el caso de que permanezcan constantes las tasas de fecundidad por edad

¥y los probabilidades de supervivenciza.
Siendo T dependiente de los cumulsntes de la funcidn

P (x; plx
R
el valor que toma varia segin los niveles de §(x) y de p(x) durante el perio-
do fértil de las mujeres. Pero, en la prédctica, T varia en general muy poco:
entre los limites 27 y 30 afios, como lo comprobaremos mis adelante. Su va-
lor es muy parecido al de la edad media de las madres al nacimiento de sus
hijos.

Hegzmos unz observacidn de interdés. La ecuacidn (22) nos indica que
la tasa nets de reproduccidn mide la variacidén de los nacimientos -~ y tam-
bién del efectivo de la poblacidn, ya que evoluciona 21 mismo ritmo que los
nacimicntos - durante el intervalo de tiempo T, al suponer que las funciones
$(x) y p(x, permanecen constantes. JEn cuanto a la tasa intrinseca de incre-

mento, mide también el aumento o la disminucidn de los nacimientos o de la
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Reemplazando esta expresidn de w(x, p(x; en la ecuacidn

Jom™ e (x) »p(x) ax = 1

e integrando, se llega a la solucidn

Pt = ﬂﬁ'l' - 1]

gue es la solucidn de Wicksell.

La solucidén P de Lotka y la solucién P' de Wicksell no difieren mucho

en la practica.

En efecto, la flrmula

j 2 b
n 1" i
kg -\/k1 - 2ky log R
P = 'kn
2
se escribe
oog ] T
={|;‘l—-\[l—/310gRj

Para comparar estas dos soluciones desarrollamos P y ' en serie; ob-

tenemos:

3

P = % log R + 82 log2 R + —ig log
2p 2p

R+ LI

, s .
Pt = 1 log R + —ig log2 R + === log3

- R+ oue
] 2p \ 62>

La diferencia { - ' es de¢ tercer orden y se escribe

)

) 3
P-p = = 2 10g” R
3 53

Si tomamos en el denominador la parte principal de P, o sea,

o4

P= 7 log R, la diferencia relativa se escribe

e log2 R
o ST
¥ 36
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shora bien, M'"(t), funcién generadora de los momentos (F.G.M.) de la

funcidn

¢ (x) p(x)
R

li

-6

se escribe, tomando para la variable auxiliar 1t

il

M (=P) = ‘( ~Fx &( x) p{x) dx %

y la funcidn generadora de los cumulantes (F.G.C.):
[ -Px | N "
K'(-f) = log ‘ e " P(x) p(x) dx ~ log R = - log R
El denominador de im puede escribirse entonces

N(t) b R W"(-P)
¥y el numerador

g u(-f)
-N(t) b R TP

de modo que

- au(-f)  axr" (-
m  M"(-P)d ~ ~ ary

M
|

y, al derivar K"(-F):

2 ‘ |
. (-P)°
s AP (VII. 10)

“(E-1)r

LR

]

[
"Dli—l

La expresidn de im es exactamente igual a la de x de las poblaciones

malthusianas o estables, salvo que en la primera aparecen los cumulantes
K", de la funcidn

p(x) ¥ (x)

R

y en la segunda, los cumulantes k; de la funcidn Pifl

€
0

La diferencia X - T es, en primera aproximacidn:



.
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una aproximacidn mfs tosca, pero a veces suficiente, haciendo

0]
e

log (b ) = 0,

ya que los términos sucesivos cue figuran en el exponente son alternativa-

mente negativos y positivos, conduce a la siguiente relacidn entre la tasa

de natalidad, la esperanza de vida al nacer y la tasa neta de reproduccidn:

“

b = (viI, 13)

@ :
ol

Les férmulas (VIT. 11), (VII. 12) y (VII. 13) permiten pasar de una

tasa de natalidad a una tasa neta de reproduccidn, o viceversa.

La férmula (III. 3, nos habia indicado que pucde obtenerse la tasa de
natalidad de una poblacidén malthusiana conociendo solamente la tasa de in-
crewento y las tasas de supervivencia. Vemos ashora que el cdlculo de la
tasa neta de reproduccidén de una poblacidn estable exige disponer, ademds,
de algunos datos acerca de la distribueidn de los nacimientos segun la edad
de las madres, salvo si se utiliza la férmula abreviada (VII. 13). En con-

secuencia, dos poblaciones estables que ticnen la misma tabla de vida v la

pisma tasa de natalidad no tendrédn por lo tanto necesariamente igual tasa

neta de reproduccidn. Suceders asi solamente si tienen igual distribucidn

de los nocimientos segin ls edad de las madres., -

Los demds indices intrinsecos se deducirdn también fécilmente a par-
tir de les funciones §(x) p(x) incluidas en las hipdtesis. La tasa intrin-
sece. de mortalidad se obtendrid por diferehcia entre la tasa intrinseca de
natalidnd y la tasa intrinscca de incremento. La estructura por edad intrin-

seco. se obtendrd medisnte la férmula (IIT. 1).

23a, propiedad. Pucde obtenerse la tasa intrinseca de incremento a

partir de las funciones (x) y p(x) mediante un procedimiento gréfico.

Seguimos el mismo razonemiento que en la 18a. propiedad de las pobla-

ciones nalthusianas.

Supongamos que la poblacidn en estudio y pars la cual se dispone de
las funciones ¢ (x) y p(x), no sea necesariamente estable. Para esta pobla-

cidn, la integral



1

P> 0 si R >1
. P=0 " osi R =1
P L0 si R <1

Grafico 6

. _ . : ¥o=1=. e-nX\P(X) p(x) dx

o ‘ i , 2 [e]

r 0 r ‘ T

24a. propiedad. Existe una relacidn aproximada sencilla entre la tasa

brute y la tasa neta de reproduccidn.

Veamos una relacidn interesante entre la tasa bruta y la tasa neta de
reproduccifn. Esta relacidn se ha aplicado muy a menudo en la construccidn

de les poblaciones modelo que figuran en la segunda parte de este trabajo.

Recordemos las férmulas de las tasas brutas y netas de reproduccidn:
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Bn la ecuacidn de R, podemos igualar § con X5 Y& que x_ es un valor

cualquiera entre 15 y 50 afios. Haciendo esta substitucidn encontraremos:

R = R' p(&) (VII. 15)

Venios que con 1z aproximacidén hecha (p(x) lineal durante el periodo
fértil,, le tasa neta de reproduccilm es el producto de la tasa bruta de re-
produceidn por la probabilidad de supervivenoia a una eded prdéxima a la edad

media de les madres.

Advirtamos que esta relacidn es vidlida en cualquier tipo de poblacidn,
sea estable o no, ya que por definiciln las tasas de reproduccidn nc son in-
fluidas por las estructuras por edad y dependen uUnicamente de las condicio-
nes del momento en cuanto a fecundidad y mortalidad. No importa, entonces,

que las tasas de fecundidad y mortalidad hayan cambiado en el pasado,

Al final de este capitulo veremos algunas aplicaciones de la firmula

(ViI. 15,.

25a. propiedad. Puede cobtenerse una estimacidn de la tasa neta de re~

produccidn mediante el cunocimiento de la estructura por edad de las mujeres

¥ de la poblacidn estacionaria.

La demostracidn es similar a la que se hizo para la l4a. propiedad de

. las pobleciones malthusianas. Se obticne, usando el indice de Thompson, una

estimaciin de la tasa neta de reproducciin de la manera siguiente:

R = —= (VIIq 16)
4z

Como en l=s poblacicnes malthusianas ya se obtuvo la relacidn

q
N
e_ q2

¥ puesto que, segin le relacidm (VII. 13), en una poblacidn estable tenemos

en privers apruximacidn

el indice de Thompson queda entonces verificado.



EJEMPLO DE CALCULO DE TiSA BxUT4 Y NETA DE REPRODUCCION EN
COLOMBIL:, 1950

Grupos de '
edad Nﬁgeru de Nﬁ@e;o dQ b/ ‘P(Xf25§) 5Lx ‘P(x+2.5? L,

X,x+% mujeres o/  nacimientos (Por mil) (Por mil
15 -~ 19 561 721 64 433 114.7 367 510 421.5%
20 ~ 24 483 227 163 236 337,8 255 363 1 200.42
25 ~ 29 410 557 134 578 327.8 341 295 1 118,77
30 - 34 343 379 90 172 262,6 326 803 858,18
35 '« 39 291 955 57 282 196,2 312 043 612,23
40 - 44 245 746 18 650 759 296 173 225.25
45 - 49 201 922 3 533 17.5 280 043 49.01

Tetal ' 1 332.5 . 4 485.39

a/ Datos censales ajustados.
p/ Nacimientos corregidos por el subregistro.

x=45

=4
R = [0 ¢ (x) dx 2 290k (x+2.5) = (0.4878)(5)(1 332.5) = 3 250

X=

o, . xX=45 \
R= [, ¢(x) p(x) ax 2 15 ko (x+2.5) ;L = (0.4878)(4 485.39) = 2 188

b) Cdlculo de la tasa intrinseca de incremento, de la edad media de las

madres_v_del intervalo medio entre dos generaciones

En el cuadro 9 se indica un ejemplo de cdlculo de P s im y T para Co-
lombia, sexo femenino, en 1950. Encontramos en la primera aproximacidn
(:')
F.

it

0.0275. La segunda y la tercera aproximacidn indican respectivamente
0.0276 y © = 0.0280,

it



»

i

log R =Pk} E-z—k" 22 K\ P+ log R =0
8 =V Xy = 3 %  « T3 - K P L08R =
' '1112 ] '
i -1
. kl ~- \‘! kl - 2k2 10geR
P = k"
2

_ 28.5177 - 81305921 e ?60879_5 -
= 190937 = 0,0276

%a, aproximacidén de P

2 3
P " P 1"
it Sp— S—
1ogeR—Pkl- 5 ky + 6k3
PB 1t )
En Z k3 se adopta el velor de la segunda aproximacion de P y se re-

suelve una ecuacién de segundo grado en F:

k 3
2p2 i P73
2t —klt +10geR—’ 2kl =0
Se obtiene:
P = 0,0280
¥ =k =k P k”-‘f—z 228
B - 5 = 27.2283
-k -k L4k & - 27.86%
I Rl B 3 g = 21.863

Se comprueba asi numéricamente que para una tasa intrinseca de incre-

mento positiva tenemos

H

xm< T < kl
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Bstos custro valores fueron llevados &l grifico 7. La curva gue los
reune corta la horizontcl de ordenade 1 ¢n un punto que corresponde a una ta-
sa intrinscce de incremento levemente superior a 0.0280, Le solucidn anali-

tica habis dado 0.0275.

Cuadro 10

CUADRO DESTINADOC A TREPARAR LA RESOLUCION GRAFICA PARA LA =STIMACION
O L4 ToS. INTRINSEC. DE INCREMENTO, COLOMBIA, 1950

Grupos de e—r(x+2.5)
edad @bwa5%%{ -

X, X+4 r=0,020 1r=0.025 r=0,030 1 =0.035
(1) (2) (3) (4) (5) (6)
15 - 19 421.53% 0.70469 0.64565 0.59156 0.54199
20 -~ 24 1 200,42 0.63763 0.56977 0.50916 0.45498
25 - 29 1 118,77 - 0.57695 0.50823 0.43924 0.3%8194
30 - 34 858,18 0.52205 0.44375 0.37719 0.%2061
35 ~ 39 612,2% 0,47237 0.39160 0.32465 0.26915
40 - 44 225,25 0.42742 0.34559 0.27943 0.22594
45 - 49 49,01 0,38674 0.30498 0.24051 0.18966

1 600 e—r(x+2.5)Q (x+2.5) 5Lx
L (8) (9) (10)

15 - 19 256,98 272.16 249,%6 228,47
20 - 24 765,42 683,96 611,21 546,17
25 - 29 645,47 562455 490.29 427,30
30 - 34 448,01 380,82 323,70 275414
35 - 39 289,20 289.75 198.76 164,78
40 - 44 96.28 T7.84 62,94 50.89
45 - 49 18,95 14.95 11.79 9.30
Total 2 560,31 2 232,03 1 948,05 1 702,05

Total x 0.4878 1 248.92 1 088.78 950.25 830,26
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e) Célculo de la tasa intrinseca de natalidad

Baséndonos en los mismos datos, obtenemos para la tasa intrinseca de

natalidad:

la, aproximacicén

b = =TT = 0.04757
e, 46
2a, aproximaciédn
Pk, -k7) . :
b = B e L l, = 0,04757 eo'1281 = 0,04757 + 1.1366667 = 0.05407
%a. aproximacidn )
11 P i ‘
Pkq=k,) = 5= (k,-k,)
b= 1710 2 2220 6,05407 ¢ 0.857272 = 0.04635
o
Ja. aproximacidn
P( ll) 02 ( . H) 93 ( H)
k. =k - = (k,=k - (k,-k
bee Y 2 V22006 VB34 04635 + 1,012072 = 0,04691

Como las aproximaciones sucesivas son alternadas, la segunda nos ale-
ja siempre bastante del resultado final. Cuando la tasa de incremento no
es muy elevada (inferior a 2 por ciento), la primera aproximacidén. es muy

suficiente.

£) Cédlculo de la tasa neta de reproduccidén mediante el fndice de Thompson

Hemos visto que puede obtenerse una estimacidn de la tasa nete de re~

produccidén con la férmula

Ya henos obtenido la tasa de natalidad al suponer que la poblacidn

de Colombia puede asimilsrse a una malthusicna con la férmula

q
b=

o©
57 |8

¢}
o}
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Tasas de fecundidad, por mil

Edad * Punto de paf%fﬁé Durante la proyecciodn
. ... (Tasas de Colombia) . (Tasas .de Francia)
15 ~ 19 114.7 20.9

20 - 24 337.8 15401

25 - 29 327.8 173.9

30 ~ 34 262.6 107.9

35 - 39 1196.2 61,1

40 - 4 75.9 17.0

45 - 19 17.5 1.7

Cuadro 11

EVOLUCION DEL EFECTIVO DE MUJERES, DEL NUMERO DE NACIMIENTOS FEMENINOS

DE NATALIDAD DURLXTE LA PROYECCION

Y DE LA TASA
Ffectivo Nimerc de Tasa glo
Tiémpo =~ de  nacimientos bal de
mujeres  femeninos natalidad

0 100 00G 1913 19.13
5 102 699 2 195 21.37
10 106 717 2 518 23,60
15 111 578 2 888 25.88
20 117 187 3 207 27.37
25 122 158 2 908 23,81
30 125 063 2 501 20,00
35 126 326 . 2 %70 .. 18.76
40 126 869 2 421 19.08
45 127 144 2 545 20,02
50 127 006 2 537 19.98
55 125 980 2 404 19.08
60 123 927 2 268 18.3%0
65 121 173 2 203 18,18
70 118 229 2 20% 18.63
75 115 477 2 199 19.04

Efectivo Idmero de Tasa glo-

‘Tiempo de nacimientos  bal de
muajeres  femeninos natalidad
80 113 036 2 155 19,06
85 110 791 2 083 18.80
90 108 563% 2 019 18,60
95 106 241 1 976 18,60
100 103 879 1949 18.76..
105 101 604 1 916 18.85
110 99 458 1 874 18.84
115 97- 393 1 827 18.76
120 95 352 1 783% 18,70
125 93 309 1 746 18.71
130 91 290 1713 18,76
135 89 331 1 678 18.78
140 87 436 1 642 18.78
145 85 591 1 605 18.77
150 83 115 1570 18.74
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Cuadro 14

'COMPARACION DE LA ESTRUCTURA POR'DAD Exf EL TIEMPO ¢ = 80 Y EN 5L
TIEMPC t = 140 DE 14 PROYECCION CON EL ESTADC LIMITE LSTABLE

Grupos  Estructura Estructura Diferencias con Estructura Diferencias con

de 1imite en el tiem la estructura en el tiem la estructura

edad esteble - po t = 80 . estable po t = 140 estable
0 - 4 7 910 8 031 -~ 121 7 917 - 7
5=~ 9 T 465 . T 500 - 35 T 469 - 4
10 - 14 7 454 7 336 + 118 T 445 9
15 - 19 T 435 7 26! + 167 T 417 + 18
20 - 24 T 345 T 343 + 2 T 335 + 10
25 ~ 29 7 208 7 458 -~ 250 7 222 - 14
30 - 34 7 051 T 344 - 293 7 081 - %0
35 ~ 39 6 879 6 853 + 26 6 896 - 17
40 - 44 6 685 6 289 + 396 6 661 v 24
45 ~ 49 6 444 6 032 + 412 6 397 + 47
50 - 54 6 124 6231 -~ 107 6 110 + 1
55 ~ 59 5 691 6407 - 16 5741 - 50
60 ~ 64 5 093 5 593 - 500 5 166 - 73
65 ~ 69 4 280 4 082 + 198 4 296 - 16
70 ~ 74 3 253 2 647 + 606 3198 + 55
75 = 79 2 111 1466+ 645 2 062 +° 49

80 ~ 84 1 086 1 546 - 460 1085 + 1

85 - 89 393 478 - 85 406 C - 13
90 ~-94 . 83 87 - 4 87 . -4
95 -99 . . 10 ~ 9 + 1 - 9 _ + 1

Sumg, - | -

dbsoluts i 5142 . 456
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En cuanto a la estructura por cdad, se modifica paulatinamente en el

sentido de un envejecimiento constante debido al descenso de la fecundidad,
cono puede apreciarse en el cuadro 12, conde figuran las proporcioncs por
grandes grupos de edad a intervalos de 20 afios de la proyeccidn y en el gré-
fico 7, donde figura la evolucidén cde la estructura por grupos gquinquenales,
Vemos, aqui también, que después de unos 80 o 100 afios las nodificaciones
en las estructuras son muy poco marcadas. Henos tratado de precisar mds el
monento en que la estructura proyectada y la estructura limite final se con-
funden enteramente, Para esto se aplicd el test de Kolmogorov-Smirnov, que
suele usarse para estimar el grado de coneordancia entre una distribucidn de.
valores observados con alguna distribucién tedrica. El1 test consiste en con-
parar las distribuciones de frecuencias acumuladas, deterninar el punto en
gue la diferencia entre las dos distribuciones es maycr y, finalmente, calcu-

lor la probabilidad de tal divergencia,

En el presente estudio se calculd la frecuencia acumulada por grupos
gquinguenales de edad de la estructura limite estable y de las estructuras de
la poblacidn proycctada entre el tiempo 6 = 80 y el tiempo t = 150. Se bus-
caron los grupos de edad para los cuacles las desviaciones son mdximas y se
calcularon las probebilidades de observar estas desviaciones, Los resuita—

dos aparecen en el cuadro 13,

Vemos que las diferencias méximas se observan en los grupos de edad
comprendidos entre 55-59 y T70-74 afios, Esas diferencias van disminuyendo
constanterente a lo largo de la proyeccidn euntre t = 80 y t = 145. Las pro-
babilidades de gue tales diferencias se deban al azar van disminuyendo, siendo

inferiores a 0,01 a partir del tiempo 6 = 120.

Entoncaes la estructurc se confunde con la estructura limite estable
Cespués de 120 a 140 aflos Ce la proyeccibn. La suma de las diferencias ab-
solutas entre las proporciones de los grupos gquinguenales de edad es de 5,142
por ciento en t = 80 y lisminuye a 0.456 por ciento en t = 140, como puede

apreciarse en el cuadro 14,

Hemos visto, sin embargo, que desde el tiempo t = 80 las tasas (e na-
talicdad, de mortalidad y de incremento son prdcticamente constontes y se con-
funden con las tasas intrinsecas, a pesar e que en ese moncnio la suma de
las diferencias absolutas con la estructura limite estable, en los grupos

guinguenales, pasa de 5 por cicnto,



Capitulo VIII

COMP.RACION DE POBLACIONES QUE DIFIEREN EN
FECUNDIDaD Y EN MORTALIDaD -

én este capitulo consideraremos poblaciones estables que difieren en
algunos aspectos (fecundidad, mortalidad, o fecundidad y mortalidad), con
el propdsito de utilizar eventualmente las relaciones encontradas en la
construccién de las poblaciones numéricas modelo y ver si también nos pue~

den servir en algunos problemas deAestimacién.l/

1. Comparacidn de dos poblaciones estables gque difieren
solamente en fecundidad

Supongamos, en primer término, que dos poblaciones estables que corres-
ponden al modelo 11 anteriormente estudiado y que llamamos I y II, tienen
las mismas probabilidades de supervivencia a cada edad p(x), pero diferentes

tasas especificas de fecundidad ¢ (x).

Si se observan series de tasas de fecundidad por edades \p(x) relati-
vas a diferentes paises en diferentes épocas, se llega a la conclusién que
en general dos poblaciones de las cuales el comportamiento de las parejas es
‘muy distinto en cuanto a la descendencia, tienen valores: de @ (x) que a par-
tir de los 20-24 afios son ‘tanto mds marcados cuanto mis elevadas son las eda-
des de las madreés que se gonsideren. Esta observacidn, de cardcter muy gene-
ral y por supuésto muy aproximada, permite formular de la manera siguiente
las diferencias en fecundidad que puéden existir entre las dos poblaciones
llamadas I y II: , : :
V() = 1 9(x) e (VIII. 1)

donde u es un parametro.

l/ Muchas de las relaciones que se exponen en esta parte han side descritas
en el articulo de 4.J. Coale intitulado "The effects of changes on
mortality and fertility on age composition", The Milbank Memorial Fund
guarterly, enero, 1956, pags. 79-114.
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c) Existe una relacidn sencilla entre las tasas brutas de reproduccidn

y las tasas intrinsecas de incremento de las dos poblaciones que comparamos.

En efecto, las tasas brutas de reproduccidn IR' y IIR‘ se escriben:
© © APx
LI =
™ fo p#(x) & L e” " pp (x) ax

f = :

? = f: rb(x) ax

1 ‘P(X)

zhora bien, llamamos II”Q el momento de orden i de la funclon ~-§T~,
II

P

al desarrollar e™* on serie de Taylor encontramos:

J

vl & S

Y

i .
1 +§ !) II‘);'.][ (VITI. 3)

En la préctica, puede elegirse la poblacidén de referencia II de tal
manera que AF= u sea pequefio y, en consecuencia, podemos conformarnos con

la aproximacién

IRI = II Rt .l +AP \)”"‘ | | _ (VIII- 4)

Esta relacién permite_calcular répidamente y con pocos datos la tasa

bruta de reproduccidn de ura poblacidn para la cual se conoce la tasa in~

trinseca de incremento, o inversamente, calcular la tasa intrinseca de

incremento a pertir de la tasa bruta de reproduccidén. Basta tomar, para

la poblacidén de referencia, por ejemplo la II, una poblacidén estable de igual
mortalidad y para la cual conocemos la distribucién de las edades de las
madres al nacimiento de sus hijos. Esta poblacidén podria ser imaginaria,
calculada en forma enteramente tedrica, como las que presentamos mis ade-

lante en 1las apllca01ones numéricas.

Notamos que en las férmulas (VIII. 3) y (VIII. 4) puede reemplazarse
la tasa bruta de reproduccidén R! por la neta Ry II por 9 i ya que las

dos poblaciones que comparamos tienen igual mortalidad.
d) Relacién entre la tasa de natalidad y la proporcidén de nifios.

Sumamos de la edad O a la edad xj las dos partes de la ecuacidn -
(VIII. 2): ‘
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3i. en la serie que figura eh la segunda parte no seguimqs més alld del
término que contiene AP, vemos la posibilidad de calcular la tasa de natalidad
b a partir del solo oonocimiento de la tasa de incremento I?. 'Basta para
esto tomar para la poblacidén de referencis II una poblacidén modelo construi-~
da a partir de componentes que no parezcan alejarse demasiado de los de la .
poblacién I. Veremos un ejemplo de tal cdlculo en las aplicaciones numéri-
cas al final de este capitulo.

2, Comparacidén de dos poblaciones malthusianas o estables gue
difieren solamente en mortalidad

Gsta comparacidn nos servird para definir en el capitulo siguiente

las poblaciones cuasi-estables,

Bs difficil describir en una férmuls tnica las diferencias en mortali-

~ dad que pueden observarse entre dos poblaciones, para todas las edades.

Supongamos en primer término que dos poblaciones estables, que llama-
remos I y II, tienen iguales tasas de natalidad o de fecundidad por edades

§(x), pero diferentes tasas de mortalidad por edades,

Puede, por ejemplo, suponerse que el logaritmo de la relacidn entre
las probabilidades de supervivencia a cada edad, de las dos poblaciones, es

una funcidn lineal de la edad:

p(x)
log ;}EKET = -yX (VIiiz. 7)

donde v es un pardmetro.

fZsta hipdtesis puede, en general, aceptarse entre 10 y 60 afios cuando
los niveles de mortalidad de las poblaciones I y II no difieren mucho, como
puede ficilmente comprobarse con las tablas modelo de mortalidad. 4 titulo
ilustrativo hemos indicado en el gridfico 10, en cocrdenadas semilogaritmi-

cas, las relaciones

p(x)
11P(x)

"~ log

tomando para la poblacidén I la mortalidad modelo eg = 40 afios y para la po-
blacidén II, eg = 36 afios y eg = 44 afios (sexo femenino). Vemos que entre

los 10 y los 60 afios las curvas se acercan mucho a lineas rectas.
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Gréfico 9

RELACIONES ENTRE LAS ESTRUCTURAS POR EDAD DE LA POBLACION ESTABLE, SEXO MASCULINO,
CORRESPONDIENTE A eg = 46 Y r = 0,0275 Y DE UNA SERIE DE POBLACIONES ESTABLES DE
IGUAL MORTALIDAD Y DIFERENTES TASAS DE INCREMENTO INSCRITAS EN LAS RECTLS
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Las curvas de las tasas instantdneas de mortalidad son paralelas.
Se demuestra que, en tal hipltesis:

i°. Las tasas de incremento difieren en la misma medida que las tasas

instantdneas de mortalidad:
- P = ; - = -
AP_ I { IIP II'M(X) IP‘(X) v

Efectivamente, la ecuacidén (16) se escribe, para las dos poblaciones:

oo —IPX
| ) =
J e WV (x) Ip(x) dx = 1
o - Px o (P - v)x
} II \ II
oy © P(x) IIp(x) dx = ~L e b(x) Ip(x) dx = 1

¥, restando estas dos expresiones:

L e T e {ﬁl (x) Ip(x dx = 0
pu]

fo | =fx ( 17 v)x
{

o !
Como p(x) y «(x) son siempre positivas, tenemos necesariamnete:

S S TR
AF~ 17 = 17 v

2°, las estructuras por edad de las dos poblaciones son idénticas:

Ic(x) = IIc(x)

Efectivamente, las estructuras por edad se escribens:

-_Px
I
o(x) = e = p(x)
I (o9} - PX
e 1 p(x) dx
0 I
sl
-17% ~(I( + V)x v
e p(x) e e p(x)
o(x) = - - L - o(x)
IT 0 ~pFX 0 —(IP + V)X vx N\
J, © IIp(x) dx J; e e Ip(x) dx

Las diferencias en mortalidad no tienen consecuencias sobre las es-~

tructuras por edad.
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Cuadro 17

COMPAEACION D& LAS ESTRUCTURAS POR EDAD Dis DOS POBLACIONES
ESTABLES DE IGUAL FECUNDIDAD Y DIFERENTE MORTALIDAD

Grupos de Estructura de , Estructura de Reiacién entre
-edad la poblacién I¥ 1la poblacidn IIE/ las estructuras
0 - 4 15 834 16 423 0.964
5= 9 13 076 13 796 0.948
10 - 14 11 547 11 890 0.971
15 - 19 10 201 | 10 243 . 0.99
20 - 24 8911 8 770 1,006
25 ~ 29 TT5 7 480 . 1.033
30 - 34 6 677 6 375 ‘ 1.047
35 = 39 5 743 - 5422 1.059
40 - 44 4 896 4 588 1.067
45 = 49 4 111 3 847 1,069
50 - 54 3 381 3 176 1.065
55 = 59 2 693 2 561 1.052
60 - 64 2 047 1 993 1.027
65 y més 3 158 3 436 0.919
Total 100 000 100 000

g/ Poblacidn estable construida con una mortalidad modelo e = 42 afios

y las tasas de fecundidad por edades indicadas en el tex%o. Tene~

mos, ademds, en esta poblacidn: Ib = 0.0414 y IP = 0.02,

Poblacién estable construida con una mortalidad modelo e = 56 afios
y las tasas de fecundidad por edades indicadas en el tex%o. Tene-
mos, ademis: IIb = 0.0397 y IIP = 0.0275.

~

NS

3°, Las tasas de natalidad de las dos poblaciones son iguales:
b =
1° TP
Efectivamente, al hacer la relacidn entre las estructuras por edad de
las dos poblaciones obtenemoss
Ic(x) _ ° e—(IP— IIP + V)X
1re(0) P
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Esto demuestra claramente que una diferencia entre las mortalidades

infantiles equivale a una diferencia de signo contrario entre las tasas de

fecundidad. Si en un pais la mortalidad infantil revela un descenso y si

éste es el {nico cambio que ocurre en esta poblacién, la baja_de la morta-

1idad infantil llega a ser exactamente igual a un aumento de la fecundidad,

Esta observacidn es de gran importancia practica ya que en casi todos
los paises 1lamédos subdesarrollados se observa una baja importante de la
mortalidad infartil: Este movimiento actﬁa, entonces, sobre la estructura
por edad y sobre la tasa de incremento en el mismo sentido que un aumento
de la natalidad, o compensa, como lo veremos cuando tratemos de las pobla-
ciones en "leve transicidn", en mayor o menor medida, un posible descenso
de la fecundidad. Es muy probable que en Chile, por ejemplo, el descenso
de la mortalidad infantil oculte en gran parte el efecto del descenso de la
fecundidad sobre la estructura por edad, descenso que parece haber empezado
hace unos veinte afios. Esto explica por qué, en este pafs, a pesar del des-
censo de la fecundidad, la base de la pirdmide por edad no se estrechd al

pasar del censo de 1940 al de 1952 y al de 1960,

Hemos visto con la férmula (ViII.8) que podemos ir més alld y estable-
cer una relacidn cuantitativa entre ambos movimientos: descenso de la mor-
talidad infantil y aumente en la fecundidad. Supongamos, por ejemplo, gque
en un pais la mortalidad infantil pasa de un 150 por mil a un 100 por mil
¥y que no ocurren otros cambios en la situacidén demogrdfica de éste pais
durante largo tiempo. Obtenemos entonces o = 1,0588, Aplicando la rela-
cidn ( ) encontramos que el descenso de la mortalidad infantil es equi~
valente a un aumento de un 5.9 por ciento de las distintas tasas de fecundi-

dad por edad y luego, de las tasas brutas y netas de reproduccidn.

También puede ponerse en evidencia una relacidn entre el descenso de

mortalidad y el aumento que corresponderia en la tasa de incremento.

Supongamos que las dos poblaciones que comparamos tienen igual inter-
valo medio entre dos generaciones T. Aplicando la relacidn ( ) a ambos

obtenemos:
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3. 'Comparacién de dos poblaciones cue difieren a la vez en
fecundidad v en mortalidad

Esta comparacidén nos servird para definir las poblaciones "en transi-

cién” en el capitulo que sigue.

51 dos poblacioncs difieren a la vez en fecundidad y en mortalidad,
segin las hiodtesis previstas para las ecuaciones (VIII. 1) y (VIII. 7) se
demuestran las siguientes relaciones, aplicando los mismos razonamientos se-

guidos en los parrafos anteriores,
1) 1La diferencia entre las tasas de incremento es:
AP=y - v

2) Las tasas netas de reproduccidén difieren en la forma siguiente:

RIS PR Y €Yo | (VIII. 10)
I I | T il II i : '
At IIdP(X) IIP(X)
siendo ..¥, el momento de orden i de la funcidn —3 en la pobla~

IT i s :
cién II. | 11

@n primera aproximacidn se tiene

{ R ‘
&= IIR{ 1+4QpvY, 1 (VIII. 11)
3) Las relaciones entre las estructuras por edad nos llevan a:

c(x) P

e
c(x) °

= (VIII. 12)

O sea, las relaciones entre las proporciones de individuos de cada edad son

independientes de las diferencias en cuanto a mortalidad y estdn influidas

8b6lo por las diferencias de fecundidad.

4) FEn primera aproximacidén, tenemos la relacibén siguiente entre la

tasa de natelidad y la proporcidén de nifios hasta la edad xj:

I Xj
S Ic(x) dx Ib
0 = (VIII. 13)

X, IIb
JO J IIc(x) dx
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Cuadro 18

CALCULO DE LA TASA DE INCREMENTO Y DE LA TASA DE NATALIDAD DE COLOMBIA,
SEXO FEMENINO, A PARTIR DE LA ESTRUCTURA POR EDAD

Grupos de

Estructura de

Estructura de

Relacidén entre

edad Colombia en una poblacidén las dos estruc  1.1939 eO'OO75X
1950 estable a/ turas -

(1) (2) (3) (4) (5)
0.~ 4 17 826 15 347 '1.162 1.172
- 9 14 377 12 829 1.121 1.129

10 - 14 12 267 11 343 1.080 1.086
15 < 19 10 458 10 020 1.044 1.047
20 - 24 8 829 8 766 1,007 1,008
25 - 29 7 404 7 618 0.972 0,972
30 - 34 6 109 6 601 0.938 0,934
35 - 39 5 160 5 702 0.905 0.899
40 - 44 4 286 4 909 0.873 0,869
45 - 49 3 531 4 190 0.843 0.836
50 - 54 2 868 3 528 0.813 0.806
55 - 59 2277 2 903 0.784 0.774
60 - 64 1 742 2 299 0.758 04749
65 - 69 1 251 1 712 0.731 0,720
70 ~ 74 812 1152 0.705 04693
75 - 79 415 662 0.681 0.667
80 - 84 198 303 0653 0.644
85 - 89 61 96 0,635 0,620
90 - 99 12 20 0.600 04583
Total 100 000

100 000

a/

Las caracteristicas de esta poblacién'estable figuran en el texto.
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El valor obtenido direcctamente a partir de las tasas de fecundidad en
las aplicaciones del modelo II habia sido IR = 3,25, o sea, poco distinto.

Podemos calcular la tasa neta de repfoduccidn reemplaéando eﬁ la fér-
mula ( } las tasas brutas por las netas y el momento 1 V"' de la
funcién

t A

t
1t
por el momento v de la funcidn
IV( ) P(X)
IR
Obtenemos IfJ"l = 27.0756 y, para la tasa neta de reproduccién,

IR = 2,31 =~ 0,0025 x 27.076 = 2.24
El valor obtenido directamente a partir de las tasas de fecundidad y
de las tasas de supervivencia en las aplicaciones del modelo II es 2.19, tam-

bién bastante cercano.

Notamos que este cdlculo supone que se conoca el nivel de la mortali-
dad de Colombia, puesto que hemos elegido la poblacién II ontre poblaciones
estables tedricas que tuvieran igual mortalidad que la de Colombia, o sea,

)
e, = 46 afios.

Si no se conociera el nivel de le mortalidad deberfa utilizarse la
férmula ( ) en lugar de la ( ). Recordamos que el uso de.esta
férmula muy aproximada es vdlido solamente en la medida eh'que la poblacién
de referencia II no tiene una mortalidad muy diferente de la poblacién I.
Para su aplicacién se deberia tener entonces una idea aproximada del nivel
de la mortalidad de la poblacidn estudiada.
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en la cual adoptaremos para la poblacién I la de Colombia, sexo masculino, en
1951, y para la poblacidén I1I, la de una estable con las caracteristicas si~
gulentes: eg = 44 afios, y II??= 0,0325., La proporcidén de nifios de O a 4
afios en esta poblacién tedrica es 0.19833% y la tasa de natalidad, 0,05270.

Supongamos que se conoce la tasa de natalidad de Colombia al nivel

b = 0.0463. La aplicacién de la férmula ( ) nos conduce at
0.0470
| po(x) ax - 6'.'6%7 0.19833 = 0.1769

<0

El censo de Colombia de 1951 srrojé una cifra de 5 579 259 hombres, de
los cuales 951 333 tenfan de O a 4 afios. El nidmero esperado de nifios de
0 a 4 afios es:
5 579 259 x 0.1769 = 986 971

La omisién censal se estima entonces en

986 971 - 951 333 = 35 638
lo que representa un 3,6 por ciento de la cifra esperada.

Notamos que esta omisién se refiere especificamente al grupo de O a 4
afios. No se conprende en esa cifra la omisién independiente de ls edad, ©
sea, la omisién censal de grupos enteros de poblacidn que puede haber ocu-~

rrido.



