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INTÍIODUCCIÜN

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideraremos una poLlación cerrada, es decir, una población ciiyo efec

tivo varía únicamente con los nacimientos y las defunciones, excluydndose la 

inmigración y la emigración. Cada individuo sale de la población sólo por 
defunción y e l efectivo sólo crece por nacimientos de niños cuyos padres 

pertenecen a esa misma población.

En las páginas gue siguen habrá siUe tener siempre presente la hipóte

sis recién enxmciada, muy cómoda, pero a veces alejada de la realidad.

Tomemos la j)oblación en dos instantes t y t+ht. Tendremos que consi

derar los efectivos N (t) y N(t+At) y los n-úmeros;

- n  ̂ = efectivo de individuos que pertenecen a la población en e l ins

tante, t y que ya.no le pertenecen en e l instante t+At,

~ ̂ 2 ~ úe individuos qae pertenecen á la población en e l ins
tante t +At y que no le pertenecían en e l instante t,

- n 2̂ = efectivo "permanente", es decir, número de individuos que per
tenecen a la población a la vez en los instantes t y t+At.

- n 2̂ = efectivo de individuos que nacieron entre t y t+At y que fa lle 
cieron antes de t+At.

La evolución del efectivo de la población se caracteriza por las ecua
ciones siguientes:

, N (t) = n^2 + n  ̂ .

N(t+At)= n^2 + 2̂ 

Z N ( t )  = N ( t + A t )  -  N ( t )  =  n2 -  n̂ _
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¿ continuación consideraremos algimos modelos teóricos de poblaciones 

construidos a l suponer independiente del tiempo tina o dos de las seis fun

ciones anteriores. En esta forma se ha tratado de ver;

- que" otras funciones son ta,mbién independientes del tiempo, y

- cuáles son las relaciones fundamentales qüe existen entre los dis
tintos componentes,

A lo largo de este trabajo adoptaremos, en la medida de lo posible, la 
terminología empleada por A. Lotka,



Capítulo I I

' POBJuiCIONES CON LEY DE MORTALID.áD POR EDAD CONSTANTE ■

Supongamos ahora .ciue e l único dato de la población conocido e invaria

ble con e l 'tiempo es la,’ ley de supervivencia p(x).

1. Cixrva de los nacimientos

Demostraremos primero la proposición siguiente en. su .forma general:

Si e l efectivo de la población N (t) signae una trayectoria determinada 

y si los p (x ,t) permanecen constantes con e l tiempo, los nacimientos 'siguen 

en primera aproximación la misma trayectoria que la población total, con la 

diferencia que se encuentra reducida por la esperanza de vida al nacer y des

plazada en la representa-ción gráfica -hacia la izquierda en primer cumu
lante con respecto al origen de la función

el  cual depende únicamente de la mortalidad.

Veremos luego e l caso particular en que N (t) sigue -una función exponen

cia l, lo que nos llevará a lo que se llama más adelante las poblaciones 
"asintóticamente malthusianas".

Designemos por e° la esxjeranza de vida a l nacer que se define por:

r ^
= Jo P(x) dx ( I I .  1)

Esta expresión representa e l número medio de años vividos por un grupo 
de individuos sometidos, del nacimiento hasta la extinción del grupo, a las 

mismas tasas de mortalidad por edad.
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El momento de orden i  se olotiene derivando la F.G.M. i  veces y luego, 
haciendo t = O ,’ Si M(t) se desarrolla en potencias de t, e l momento de orden 

i  es también igual a l coeficiente de

xl

en e l desarrollo.

De la misma manera, e l cumulante de orden i  se obtiene derivando i  ve

ces la F.G.C. y luego, haciendo t =0. El ĉ xmulante de orden i  es también e l 

coeficiente de

i l

a l desarrollar en serie e l logaritmo de la F.G.M. Los curaulsjites se definen 

entonces en términos de momentos y es evidente que e l cumulante de orden i  

existe en la medida en que existen momentos de orden i  y de órdenes menores. 

Formalmente, los cumulantes se obtienen a l-iden tificar los coeficientes de t 
en la igualdad?

k2t^ k t^  ̂ ĵ^t  ̂ >;,t^
kl-fc + + “ 3P  + . . . .= =  log (1 + (>̂ t + + . , . , )

Esta identificación nos lleva a las siguientes relaciones?

k, =1 1

2̂ "̂ 2 1 2̂ 1̂

^ 4  4 ~ ^ ^ ' ^ l ' ' 2  ■ ^ 1 * '  4 " ^ 1 ^ 3 ' ^  ^  2 ^ 2
etc. . . .

y, en forma más general, los momentos y cumulantes siguen entre sí la rela
ción de recurrencia siguiente:

i-1 , i - l•i. - k. = S C."^ J, k. . 
l i l i  ■ j 1-1
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Si aplicamos e l mismo operador a la f-unción N (t)

k,D
N(t+k^) = e N (t) 

la ecuación anterior se escrile

_K(_D)_v D k,D
B (t) = - \ e   ̂ e 1 N (t)

Desarrollando e
-K(-D)~k^D

en potencias de D obtenemos;
■ Ir ' V  •• ■ •

2 ^2 3  - , - D + •^ D
B(t) = N(t+k^)6 •

%

k k,-5k.
B (t) = —  N(t+k^) (1 - ^  D̂  + ^  D̂  - - 4 ^  D̂  i ....... )

B (t) =
kp k. "• 3kp j - y

I í ( t+k3 _ )  -  ~  N " (t+ lc3_ ) + ^  r ' *  ( t + k ^ )  ^ ^ I Í ^ X t + k ^ ) Í

IVdonde ®r''(t), N'" ( t )  y N ( t )  son las derivadas segundas, terceras y cuartas 

de N (t) con respecto a la variable t.

En primera aproximación tenemos;

B (t) = I(t+k^),
eo

lo que nos proponíamos demostrar.

Supongamos ahora que N (t) es •uno. función exponencial y se escribe por 
la fórmula

N (t) = N(0) r t

Encontramos para e l número c"e nacimientos

B ( t )  . h o i p ' - ‘ i

e°
o

r ( t + k j  r , k Íí. - 5k,1 _ „ 2  2 ^  3 _ ^4 4 +
11 21 ^ ^  51 ^  41 ^
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2. Cxirva do las defunciones

Podemos partir de la ecuación

P (t ) dt B (t) dt - N '( t )

Ya hemos encontrado para B (t) la expresión

B (t) N (t)
eo

~K (~T) 'Desarrollemos e '  ̂ en serie y ordenemos en potencias de Ds

o-K(-B)  ̂ T  ^  ^  ~  ^2 p2  ̂ ~  " ' . Á  -n5 y . . . . .
“  ̂ 11  ̂ 21

Reemplazando en B (t) tenemoss

51
D-" +

B (t) - -4 R (t) 1 + ̂  M '(t) +
¿  - kp 
¿----- =. MI

21 » " ( t )  +
k,-3k,kp+k^
_ 2 ---- ±_£---± MUI / +'|

51
N’" ( t )  + . . . . .

De modo que D(t) llega a escrihirse

r  k ,  -  e° k^ - k „  k  -3 k ,k p + k ^D ( t )  =  - Í N ( t )  1  +  - 5̂ - ^ I Í ' ( t )  +  - - - ^ ~ N " ( t )  - f  t i - - ^ í í ' "  ( t )  + - -e  L  *o

r tSuijoniendo que lí(t ) sigue un camino exponencial l ( t )  = U(0) e , lle-r 
gamos a la ecuación

r* 2 3
B(t) = —^  1̂ 1 + if(k^-G°) + |r(kj-k2) + |j-(k -̂3k3_k2 + k^) + . . . . ,

®0 ;

Si designamos por G la expresión

G = oe u0

1 + ™  (k -e°) + “7 (k^-k ) + . . . . .11 ^1  o 1 2 '

obtenemos

D(t) = G e'r t
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ki =

^ 5 -

55.159 
4 5 6 . 2 9  

3  6 5 0 . 6
=-177 509

r tSi la población tota l sigue una ley exponencial N (t) = N(o) e con 

tl(o) = 100 000 y r = 0.0275» obteneaos

H = 1 ^2 2 .1̂ 3 3 4 +1 1  2 1  ^  5 1  4 ' .
H = SÍ2I

1 O
e

o

100 000 4 6
b  2

2 174». eii primera aproximación

Hg = Hi - Hi —  r = 1  799» en segunda aproximación 

^5 5-jp r = 1 826, en tercera aproximación

4 4H. = H, - H-, -7̂  r = 1 835» en cuarta aproximación 
4 5 t 4'

y para los nacimientos;

0
10

20

30
40
50

B(t) = H
?( t+k̂  )

1"̂  aproximación 2̂  ̂ aproximación 3̂  ̂ aproximación 4̂  aproximación

E(t)=H.e
:(t+k^)

1"

5 413 
7 127 
9 383

1 2  3 5 2  
16 262 
2 1  4 O 8

4| 400

r (t+ k ,)
B(t)=H2e

4
5 097 
7 764
10 221 

13 457
17 715

B(t)=H^e
’ (t+kJ

B(t)=H^e
r(t+k^)

4 547
5 986 

7 881

10 375 
1 3  6 5 8  
17 981

4 569
6  0 1 5
7 919 

1 0  4 2 6  
1 3  7 2 6  
18 070

Vemos que la primera aproximación d ifiere bastante de las demás y que, 
en e l caso de una población 'similar a la elegida aquí, es incorrecto decir 

que la curva de los nacimientos es igual a la población total reducida por 
la esperanza de vida a l nacer. El factor de reducción H es algo más complejo.
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B (t )  N (q )
H se encuen-En e fecto , vemos en e l  g rá fico  tiue la s  curvas de 

tran a la  izquierda de la  curva de i í ( t )  y a una d istan c ia  constante

c) Tasa de natalidad

La fórmula 1 = e da cara la  tasa de nata lidad ;El(.0 j

1^ aproximación 2̂ " aproximación 3^ aproximación 4^ aproximación
rk . rk .

1 ^
H ,e

Por mil

w(o)

54.13

b =
H2 e

K o T

44.80

rk.
H, e

3
W T

45.47

rk^

N(0)'

45.69

d) Tasa de m ortalidad

Se obtiene por la  fórmula ( l l ,  4 )

d (t ) G
w r

1^ aproximación

G
d =

1
Ñ (0 )

Por mil 21.74

2 aproximación 3 aproximación

d =
f ( oT

14.07

■ N(oy

19.37

,a
4 aproximación'

G,
d =

W 7

13.97



Capítulo I I I

rOBLICIONES M/iLTHUSIAMS POR COHSTRUCCIOI

Lotka ha definido las poblaciones malthusianas como aquellas en las 
cuales la ley de mortalidad por edad y la estructura por edad son indepen
dientes del tiempo. El empleo del vocablo "malthusiana" crea cierta ambi

güedad, ya que se acostumbra a darle un sentido más bien sociológico que ma,- 

temático. En general, califícase así a las parejas que se esfuerzan por re
gular su descendencia? o, desde un punto de vista doctrinario, a un compor

tamiento general restrictivo , ya sea en e l plano demogi-áfico, en e l económi
co u otro. Por esta razón, e l Diccionario Demográfico publicado por las Na

ciones Unidas (párrafo 7C2) prefiere la expresión "población exponencial", 
pero no se presta para nuestro tema, ya que e l modelo concebido por Lotka 

es más complejo que aquel en que e l efectivo de la población sólo aumenta 
en forma exponencial. Aun cuando e l efectivo, los nacimientos y las defun

ciones aumentasen según leyes exponenciales, e l modelo sería todavía más 
sencillo que e l de Lotka,

Conservaremos la expresión imaginada por este autor a pesar de las im
perfecciones que presenta, pero agregándole e l complemento "por construcción", 

para así distinguir estas poblaciones de otras que llamaremos "asintóticamente 
malthusianas", por ser idénticas a las primeras, pero en forma solamente 

asintótica, después de haber evolucionado diirante cierto intervalo de tiempo. 
Esta distinción no la había previsto Lotka,

Introduciremos sucesivamente las dos suposiciones de que las funciones 
p(x) y c(x) permanecen invariables con e l tiempo, y veremos las consecuen
cias de tales hipótesis en un conjimto de propiedades.



2. Hipótesis de una estructura por edad independiente del tiempo

Hemos visto ya la relación siguiente entre e l efectivo durante e l tiem
po t y los nacimientos ocurridos en los tiempos anteriores;

-  19 -

N(t = r B(t - x) p(x) dx.

En cuanto al número de individuos de edad comprendida entre x^ y Xg, 

llega a ser:

XW(xi - Xg,t) = B (t-x) p(x) dx.

Si llamamos c(x t) dx la proporción de los individuos de edad compren

dida entre x y x+dx en la cantidad total, tenemos

c (x ,t ) dx = P(x) dx

y como todos los individuos tienen forzosamente una edad comprendida entre 
o y , resultas

c (x ,t ) dx= 1.

Al nacimiento tenemos c (o ,t) = p(°)> y como p(o) == 1, resulta

o (o ,t) = “  l ( 't )*  Dentro de puna curva de distribución ’por edad, la orde
nada en e l origen es la tasa de natalidad (véase e l gráfico j ) .

Gráfico 3

c(x.
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Tenemos, en efecto;

N (t) = N(o)

B (t) = b  N (t) = b  N(o). = B ( o )

D(t) = d  N(t) == d  lí(o) = D ( o )

Más adelante veremos las relaciones que existen entre los coeficientes 

B(o), D(o) y N(o).

3̂  propiedad. La estructura por edad y la tasa de supervivencia son 
invariables. En e l razonamiento que hemos seguido, esto es cierto por hipó

tesis. Existe además la relación siguiente entre la estructvira por edad y 
los demás comx)onentes:

c(x) = b p(x)

En efecto, c(x) se escribe, como lo hemos visto yas

( I I I .  1)

y, tomando en cuenta la. segunda propiedad;

/ \ bN(o) e c(x) = ------ —̂
^r(t-x) 

lí(o ) er t = b e-rx p(x).

Esta ecuación permite e l cálculo de la estructura por edad a xoartir 

solamente de la función de supervivencia y de la tasa de incremento, ya que 
la tasa de natalidad es una constante.

En e l cuadno 1 hemos dado, a títu lo puramente ilustrativo, las d is tr i
buciones por eda.d teóricas y registradas de Inglaterra en e l período 18J1- 

1800 (calculadas "pô : A. Lotka), Alemania en e l período 1891-1900 (calculada.s 
por L. Bortkiewicz) y Suecia en e l año I9IO (calculadas por H. Cramer); y en 

e l cuadro 2, las de Colombia alrededor del año 1951 (calculadas por nosotrosp 
véase e l detalle del cálculo en e l cuadro 2).

Ccmo puede observarse, la concordancia entre las distribuciones teóri

cas y observadas es bastante satisfactoria para cada población. No hemos in
dicado aquí los 'procedimientos de cálculo, lo que se hace en las aplicacio

nes numéricas que siguen al fin a l de este capítulo.
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Cuadro 2

COMPARACION ENTRE LA ESTRUCTURA POR ELiU DE LA POBL/iCION DE COLOMBIA 
Y LA ESTRUCTURA POR EDAD DE UIÍA PODL’ CION TEORICA QUE TE2ÍGA IGUAL 
NATALIDAD E IGUAL T..BLA DE VIDA QUE L.\S DE COLOMBIA. ALREDEDOR 

DE 1951 (POBLACIONES REDUCIDAS EN 100 000)

Grupos de 
edad

Hombre s Muñeres
Población al
9-5-1951 V

Jr’oblación
teórica

Población al
9-5-1951

Población
teórica

0 - 4 17 634 18 578 17 477 17 956
5 - 9 14 139 14 514 14 033 14 455
10 - 14 12 174 12 365 12 128 12 311
15 - 19 10 235 10 546 10 126 10 476
20 - 24 8 814 8 902 8 711 8 828

25 -  29 7 496 7 460 7 401 7 389
30 -  34 6 273 6 237 6 190 6 167

35 - 39 5 338 5 193 5 263 5 132
40 -  44 4 475 4 289 4 430 4 254
45 - 49 3 639 ■3 494 3 640 5 498
50 - 54 2 902 2 788 2 952 2 836

55 - 59 2 291 2 160 2 586 2 248
60 -  64 1 673 1 601 1 800 1 716
65 - 69 1 206 1 109 1 348 1 230
70 - 74 768 691 097 797
75 - 79 464 367 . 570 441
80 - 84 260 154 339 194
85 - 89 134 44 175 60
90 - 94 56- 7 94 11
95 y más 24 1 40 1

Total 100 000 100 000 100 000 100 000

y

^  Las poblaciones malthusianas teóricas corresponden a esperanzas de 
vida a l nacer de 44 años pera hombres y 46 años para mujeres, con 
tasas de incremento de 0.0275 para los hombres y las mujeres. 
Población de Colombia censada e l 9 ó.e mayo de 1951 a justada, por 
subenumeración de los niños y por irregularidades en ciertas eda
des- (método de King-Karup).
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y la  ecuación ( I I I ,  2) llega a sers

Td 1
r=o f “  p(x) dx e

Como r = 0, tenemos 1=1.

El efectivo de la -población permanece invariable, así como los nacimien

tos y las defunciones, que son iguales, ya que

K (t) = N(o) e^  ̂ = K(o)

B (t) = b i^(t) = b W(o)

D ( t )  = d  N ( t )  = d  N(o) = b N ( o )  

y b=d

El estado estacionario es entonces e l que se obtiene si las funciones 
p(x) y c(x) son inveriables y si r=o. Veremos más adelante que esta situa

ción también -puede lograrse no en forma inmediata, como es e l presente caso, 
sino en forma asintótica.

6̂  propiedad. La tasa de mortalidad puede expresarse en fimción de 

p(x) y de r.

La combinación de la fórmula ( l l l ,  3) con d=b-r nos permite escribir;

, 1 -K (-r)d = —  e  ̂ - To
G o

( I I I .  4)

Indicamos más adelante (gráfico 3 ) las curvas de la tasa de mortalidad 

d calculada según la fórmula ( l l l , .  4) s-b dar a r  diversos valores comprendi

dos entre 0,01 y O.O4 y basándose para la mortalidad en las tablas modelo de 
las naciones Unidas,

Veremos más adelante que la  curva de d con respecto a r , si se f i ja  la 
ley de supervivencia p (x ), ]Dasa por un mínimo cuando la tasa de natalidad es 
igual al recíproco de la edad media,

7  ̂ propiedad. La tasa de incremento r puede expresarse en función de 

p(x) y de b e independientemente de la estructura por edad.
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E n t r e  D ( o )  y  N ( o )  e x i s t e  l a  s i g u i e n t e  r e l a c i ó n ;

D { o )  -  r  e ° ]

£1 •10 proniedad. La c\irva de las defunciones es exactamente igual a la

de los nacimientos, salvo que se encuentra reducida por e l coeficiente
T o K (-r)1-r e^ e ' .

En éfecto, al relacionad las fórmulas ( l l l .  6) y ( I I I ,  7) obtenemos 

D(t) = B(t) 1^1 - r e°

3í11 propiedad. La tasa de mortalidad d puede expresarse en función de 

b y de p(x).

Combinando la ecuación ( l l l .  4) con In ecuación d =■ b-r se obtiene:

d = b ( I I I .  8)

3i  ̂ O12 propiedad. El número de nacimientos se multiplica por b e^ en un 
intervalo de tiempo llamado "intervalo medio entre dos generaciones", cuyo 
valor se indica a continuación.

Llamemos T la expresión

T = - ^ K (-r)

La ecuación ( l l l ,  j )  se escribe entonces:

, o rT b e  = e o

( I I I ,  9)

( I I I .  10)

T puede llamarse, por analogía con lo que suele hacerse i^ara las pobla
ciones estables, según veremos más, adelante, "intervalo medio entre dos gene

raciones". Este coeficiente mide e l tiempo necesario para que e l número de 

nacimientos sea multiplicado por L e°.

En efecto, podemos escribir

h g° - _M íl_

siendo 9 un coeficiente ctiyb valor vamos a determinar.
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La coEi'paración con ( l l l .  5) permite escribir finalmente!

K'(r) = - K(-r)
Desarrollando las dos F.G.C. obtenemos;

2 5r , I rlog b e^ = r + ^  —  +

( I I I ,  32)

■log b e^ = kj_ r - k^ ^  + k^ yjr5 -
”i” • O •

donde k| es el cumulante de orden i de la función c(x). Restando estas dos 
ecuaciones se obtienes

k' + k„ „ k' - k
(k| - k^) r + ----2----  ̂ + ---- g—  ̂ ' - 0 ( I I I .  15)

Disponiendo de las funciones c(x) y p(x) xjuede calcularse r resolvien
do una ecuación de primer o de segundo grado. Luego, conociendo r puede cal
cularse b mediante la fórmula (lll, 5).

Nótese ciue puede escribirse en otra forma la relación que existe entre 
los cumulantes de la función c(x) y de la fiunción p(x).

Yolvamos a la ecuación

c(x) = b e"^^ p(x)
Pasando a la, P.G.M, de c(x) tenemos;

K '{t )  -  b e° r  S ^ ¿ — SÍAj^
 ̂ '  O J o  oe

siendo t una variable auxiliar.
Pasando a las P.G.C, tenemos;

X'(t) = log b + K(t-r)
Desarrollamos las P.G.C.

2 3  2 3
k [t + k¿ Ij- + k  ̂ |j- + ... = log b e° + k^(t-r) + kg + k^ + * • •
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1 =
o

donde
es la relación entre IS' proporción de individuos comprendidos entre 

los límites de edadoí^ y dl2 (con <̂ i<Ck2) ’  ̂ proporción de indivi
duos comprendid.os entre los límites de edad X?! y /? 2 /32̂  í
y

^2 es la misma relación en la población estacionaria.
Debemos tener entonces;

b =

f ^ 2
c(x) dx

^1 /

r ot 

<̂ 1
r /̂ 2 r  /i
/J, c(x) dx U

(III. 16)
[x) dx

Vamos a demostrar que podemos obtener esto en primera aproximación. 
Consideremos la función p(x) entre los límites de edadcX^ y CÍ2 Y Ha-

C Tmemos , ^ e , la ez::resion

o

O sea, la esperanza de vida entre la edadCi^ y la edadolg« 

Designemos por el momento de orden i de la función

para x comprendido entreoí.̂  y d.2‘

r^2 .

h

p(x) dx

o-. ; 2
p(x) dx

Utilicemos el opero,dor de ó-esplazamiento D = -^ en la función B(t), co
mo ya lo hicimos anteriormente;
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7 como en (ill, 10) ya habíamos encontrado

•u 3l e  = e , o ’
deducimos

T' f -, -  f .

La cantidad representa la diferencia entre la eda,d media del
grupo de mayor edad y la edad media del grupo de menor edad en la poLlación 
estacionaria. Vemos entonces que la condición para que se demuestre la rela
ción (lll. 16) es que f^ - f^ sea igual al intervalo medio entre dos genera
ciones T,

Obtenemos así una medida aproximada de la tasa de natalidad si las eda
des límites de los grupos de edad que figuran en el numerador y en el denomi
nador del índice son tales que la diferencia entre la eda,d media del grupo de 
mayor edad y la edad media del grupo de menor edad en la población estaciona
ria es igual al intervo.lo medio entre dos generaciones.

Pueden elegirse varias combinaciones de edaddy^ ”^2 ~ ^1 "^2’ siempre
que se respete la condición recién mencionada.

En la práctica, po.ra muchas poblaciones^ si se adopta 7 CÍ2=4> debe
rán tomar se ,/3̂ = 15 y/32 = 49» y si se adopta cî =5 y 0(2=9) deberán tomarse 

= 20 y = 54-
En la tabla de la segunda parte a/parecen los valores de q^ para 

á^=0, <̂ 2“4? /̂ p=15s /2g=49 y para °(¡_=5) /̂ J=20 7 Los cálculos se
hicieron para, esperanzaos de vida al nacer comprendidas entre 50 7 70 años, 
con intervalos de 1 año, de las tablas de mortalidad de las Naciones Unidas,

15a, propiedad. La edad media de la población x puede expresarse en 
función de p(x) y de r.

La edad media desempeña un papel importante. Sea x esta edad media, 
a expreE 

de la f-uncíón
Vamos a expresaixla en función de la tasa de incremento y de los cumulantes

Jiíslo *.

El número de individuos de edad x, durante el año t es, como ya lo he
mos visto anteriormente,

sIBilSTECA "Wmm  q « U R A "
j w tiú 'i rh .j L A  M N O A f '/ ih R lü A N O  
1 n  .í-' n  p M  n  T4 p  a  Pi a
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y la F.G.C.

K(-r) = log ] p(x) dx - log e

La derivada con respecto a r de M(-r) es

d M(-r) 1 r  ~rx r  ̂ ^— ~— ' = - —  i x e  p (x )d x  d r n Jo ^

de nodo que

y entonces

d M( ■-r) _ d log M(~r) _ d K( -r) _ -
M(-r ) do? ~ dr ~ dr

2 5
X = - 4- ( -  ^ r  + . §7 - k, fp  - . . . )dr " ‘"r " ""2 21 "5 5'

que, luego de derivar con respecto a r, nos conduce a la fórmula (lll. 18),
En una población estacionaria, haciendo r = 0, la ecuación (lll. 18) se

escribe:

\=0 -  >̂1 ”  '̂ 1

l6a, -propiedad. La curva de la tasa de mortalidad en función de la ta
sa de incremento, cuando se fija la ley de supervivencia, pasa por un mínimo
cuando x = 7 , b

Volvemos, en efecto, a la ecuación (lll. 4 )  d = ~  ,, r y deri-
e

vamos d con respecto a la variable rs

dd
diT

£ Í ^  lM=£l  + 1o dr

o sea:
dd
dr

/, N d K(-r)(d+r) ----V—  ̂ + 1 ̂ dr

Vemos que esta derivada se anula para r = d K(-r) 
dr

- d
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Derivando con respecto a r, obtenemos

d c(x)
;(xj ”dr X  »- X

ya que, según hemos visto,

X  =  - l e Ls I

con lo cual

d c(x) 
dr

clr

c(x) (x  - x)

X .

( I I I .  20)

Esta derivada se anula para x 

En cuanto a la derivada segunda, se escribe:

^  ( i  - x) .  o (P  á j
clr

= c(x)

c(x)

/ -  \ 2  d  X( x - x )

(x - x ) ‘ ■ í ]
Cono puede verse, esta derivada segyinda se anula para x = x. La fun

ción c(x) pasa entonces por un mínimo o un máximo para e l valor de r que hace 

que X  =  X ,  Pero en este punto, la derivada segunda es negativa pa,ra valores
de r  positivos, ya que ^  negativo. La ciirva de c(x) pasa entonces

por un máximo en e l punte x - 5 y no por un mínimo cuando r > 0,

La función c(x) tiene también puntos de inflexión para los valores de r 

que anulan las derivadas segundas, o sea, cuando

X = X i  ( f  '’ x

En defin itiva, si dibujamos las curveas de las proporciones de indivi
duos de una edad x  ̂ determinada, en poblaciones malthusianas que tienen una 

misma mortalidad y distintas tasas de incremento, esta familio. de curvas des

cribe en los máximos las cirrvas de las proporciones de las edades medias de

estas poblaciones (véase e l gráfico 4)# El mismo gráfico podría dibujarse 
para otro n ivel de mortalidad. Estas observaciones podrían servir i âra algu

nos problemas de estimación. En efecto, ya que j)ara una pareja de valores de
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x^, o(x^) existe tina sola población malthusiana, la estiiaación de y de r 

podría obtenerse ubicando en las distintas familias de curvas, la que en su 

máximo corresponde a los valores x̂  ̂ y c(x^) considerados. Este análisis pue
de hacerse siempre que se disponga de una red de poblaciones malthusianas en 

la cual se piensa que puede encontrarse la  población estudiada.

19a, propiedad. Puede obtenerse la tasa de incremento mediante un pro

cedimiento gráfico cuando se conocen p(x) y b.

Supongamos, para empezar, que la. población que se estudia no es necesa

riamente malthusiana y que disponeraos para e lla  de p(x) y de b. Para esta po

blación, la relación ( l l l ,  2) no se cumple necesariamente, o sea, no es for
zoso que se obtenga 1 al efectuar e l producto de b por la función

í
no

-rx p(x) dx. Llamemos ^ este producto y estudiemos su variación según e l
valor de r,

Perivamos ^  con respecto a la variable r:

éJL
d r - b í 00

X  e
-rx p(x) dx

Siendo todos los términos cue figuran dentro del signo integral positi-
d 4̂ Ivos, —̂  es necesariamente negativo y r  es entonces -una función decreciente

de r.

Por otra parte, tenemos: 

'p = o cuando r  »  + o?

*[* = + 03 cuando l' os

= b e^ cuando r = o

La curva de ^ parte entonces de - oo cuando r = + , decrece constan

temente, corta e l eje de las ordenadas en e l punto = b e° y tiene por asín
tota el eje de las abscisas (véase e l gráfico 5),
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Gráfico 5
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5(0-4)
N50
0=á_
50
0- 0)

Como la estructura por edad se supone independiente del tiempo, tene

mos también

0( 0-4}
N55
p-4.,.......

N ? . + 5-üJ"0-4

'0-4

ce
Ya cuG en esta relación conocemos c(0-4; y , podemos despejar

5-w
y encontramos;

«  20 6030-4

Las estructuras de 195  ̂ y 1955 son idéntica.s, como puede comprobarse 

comparando las columnas 5 y 5i esto era de esperar ya que, como lo hemos 

dicho, por construcción la estructurra por edad in ic ia l se ha elegido de tal 

modo que combinad.a con la mortalidad .al nivel e° = 46 anos, se mantiene 

constante.

Puede comprobarse en las columnas 5 y 7 que, al repetirse la misma 

operación, la estructuTra de I960 es idéntica a las de 1955 y 195 .̂

Estamos entonces on presencia de una población malthusianar por cons
trucción.

aj Tasa de incrargento

La población inicia.! de 100 oOO se elevó a I I4 737 en 1955 y a 131 65O 

en 196..'. El aumento relativo de 195o a 1955 es igual a l aumento relativo 

de 1955 i 960. Este incremento corresponde a ma evolución exponencial con

una, fe sa. .anual de 0.0275*

b ) Tasa de natalid.ad

Calculamos la t<asa de natalidad mediante la fórmula ( l l l ,  3)
2

b = e

3, r , r , r  - 
^1 II  ■ ^2 2]  ̂ ^5 3Í
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Cuadro 3

EJHvïPLO ILUbTRíiTIVÜ DS UNü POBLáCIOI MÀLÏHUSIAM. ESTRUCTUi-iá POR EDAD
DE LA POBLACION ]JE COLOMBIA EN 1950, 8EX0 FStvEENINO 

íIOETaLIDí.D CONOTüN'IE
, SOMETIDA A UNA

Grupos de 
edad 
x,x+4

Distribu
ción por
100 000 
en 1950

Relacio
nes de 
super-'/i- 
vencia

. . -5̂ x

Efectivos
en
1955

Distribu
ción por 
100 00o 
en 1955

Efectivos
en

i 960
Distribu- 
ción por 
100 000 
en i 960

(IJ (2) (3) (4) (5) (6; (7 )

C' - ’ 17 956 0.9237 20 603 17 956 23 640 17 956
5 - 9 14 455 0.9772 16 586 14 455 19 031 14 455

10 - 14 12 311 0.9765 14 125 12 311 16 208 12 511
1 5 -1 9 10 476 0.9669 12 019 ■ 10 476 13 790 10 476
20 - 24 8 828 0.9604 10 129 8 828 • 11 621 8 828

25 - 29 7 589 0.9575 8 478 7 389 9 728 7 389
50 - 34 6 16? 0.9548 7 075 6 167 8 118 6 I 67
55 - 59 5 132 0.9511 5 888 5 132 6 755 5 132
40 - 44 4 254 0.9456 4 881 ' 4 254 5 600 4 254
45 - 49 5 498 0.9502 4 014 3 498 4 606 5 498

50 - 54 2 856 Ü.9095 3 254 2 836 3 734 2 836

55 - 59 2 248 ü.8758 2 579 2 248 2 96O 2 248
6o - 64 1 716 0.8226 1 969 1 716 2 259 1 716
65 - 69 1 230 0.7458 1 412 1 230 1 620 1 230
70 - 74 797 Û.6353 915 797 1 050 797

75 - 79 441 0.5035 506 441 581 441
80 - 84 194 0.3543 222 194 255 194
85 - 89 60 0.2078 ^ 69 60 79 60

90 - 9-; 11 0.1130 12 11 14 11

95 - 99 1 O.OOÜO 1 1 1 1

Total 100 000 114 737 100 000 151 650 100 000
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d) Tasa de mortalidad

La tasa de mortalidad resulta de la diferencia

■fa _ r = d

Obtenemos d = 18.85 por mil, constante en e l tiempo.

También podemos ca-lcular d directamente a partir de las defxmciones 

ocurridas durante e l período 1950̂ 1955•

Si a la población in ic ia l de 100 000 le  agregamos los nacimientos ocu

rridos en el período 1950-1955» o sea, 24 ?05, y s i le restamos la población 
fin a l, o sea, I I 4 737» obtenemos e l número de defunciones ocurridas en e l pe

ríodo, o sea, 9 967»

Tenemos la relación

JJ' D (t) dt = d N (t) dt

y,despejando di

d =

í 5 r 5
J 35(t) dt r J D(t) dt

L  n (t ) dt N(o) (e ^ a  1)

.  ._o^2is_x.a..2a _  _ j

100 000 X 0.14737 ^

Para el año 1950 e l número de defunciones es 

,1 r ^
d Jq W(t) dt = d N(o) ■- = 0.01860 x 100 000 x 1.02788 = 1 911

e) Edad media

11 aplicar la fórmula ( I I I .  18)

2 3
X = - k2 + k^ 2,- - k^ - ...

con los valores de r y de los cumulantes anteriormente indicados, encontramosí
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Cuadro 4
íiJEMPLO DE GíiLCULO DE IMü ESTRÜCTDiüi POR EDAD TEORICA DE UNA 

POBLACION miTSaoUM 0,UE CORRESPONDE á UNA TASA DE INCRMfflTO 
r = 0.0275 Y üNi. mortalidad MODELO AL NIVEL e° *= 46 A.̂ íOS,

SEXu FMvIÉNlNO °

Grupos de 
edad x , x + 4 5 X

^-r(x+2.5) (2 ) X (3)
Distribución

por
100 000

(1) (2) (3) ( 4 y (5)

0 - 4 417 001 0.933560 389 295 17 956

5 - 9 385 190 0.8I3629 313 402 14 455
10 - i,..; 576 422 0.709105 266 925 12 311
15-19 36? 510 O.6I 8OO9 227 124 10 476
20 - 24. 355 363 0.538616 191 404 8 828

25 - 29 341 295 0.469422 160 210 7 589
30 - 34 526 8O3 0.409117 153 701 6 167
35 - 39 312 043 0.356559 111 262 5 132
40 - 44 296 773 0.510753 92 225 4 254
45 - 49 280 045 O.27O832 75 845 3 498
5- - 54 260 488 0.236039 61 485 2 836
55 - 59 236 925 0.205716 48 759 ■ 2 248
60 - 64 207 493 0.179288 57 201 1 716
65 - 69 170 690 0.156256 26 671 1 230
70 - 74 126 965 0.136182 17 290 797
75 - 79 80 663 0.118687 9 574 441
80 - 84 40 615 0.103440 . 4 201 194
85 - 89 14 390 0.090151 1 297 60
90 - 94 ,2 990 0.078570 255 11
95 - 99 338 0.068476 ■ 23 ■ 1

Total 2 168 106 100 000



Cuadro 5

C O LO M B IA  -  E J E M P L O  D E ES T IM A C IO N  D E  L A  TA S A  D E  N A T A L ID A D  Y  D E  L A  T A S A  DE INCREM EN TO A P / « T 1 R  
D E  c ( x )  Y  d e  p ( x )>  d a t o s  A JU S T A D O S  POR ERRORES D E D E C LA R A C IO N  D E  E D A D ,

S EX O  F E M E N I N O , I 950

-  51 -

Grupos de
EDAD g(x ,x+4) 5^X

c(x,x+4)

5 X 5 X
J=x+2.5 >2

V

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

5 - 9 14 033 3B$ I90 0.03643 - 3.312362 7.5 - 24.842715 56.25

10 - 14 12 128 376 422 0.03221 > 3.455470 12.5 - 42.943475 156.25

15 - 19 10 126 367 510 0.02755 - 3.591753 17.5 62.655670 306.25

20 - 24 8 711 355 363 0.02451 - 3.700674 22.5 - 03.445165 506.25

25 - 29 7 401 341 295 0.02160 - 3.033212 27.5 - 105,413330 756.25

30 - 34 6 190 326 803 0.0I894 - 3.966479 32.5 - 128.910560 1 056.25

35 - 39 5 263 312 043 0,01686 - 4.082811 37.5 - 153.105413 1 406.25

40 - 44 4 430 296 773 0.01492 - 4.205052 42,5 - 170.714710 1 6O6.25

45 - 49 3 640 280 043 0.01299 - 4.343575 47.5 - 206.319013 2 256.25

SUMA .34.479396 247.5 - 906.550067 8 306.25

Meo 1A - 3.831044 27.5

- r  =
qo6 .  S5086? 4- 0 4 8 .1 8 3 3 9 0  -  3 8 .3 6 ? A 7 7

8 3 0 6 ,2 5  -  6 0 0 6 ,2 5  “  1  50Q -O O
= - 0,08558

r  =  0.02550

l o g ^  b  =  3 .8 3 1 C 4 4  +  0,02558  { 27 - 5 ) =  -  3 .8 3 1 C 4 4  +. 0.703450  =  3.1275 9 4

b  =  0 ,0 4 3 8 2



h) Estimación de la omisión censal de los niños y corrección de la 

estruct^a:*a por edad para las edades avanzadas

Si se aplica la ecuación de regresión anterior, obtenida mediante 

los datos relativos a los grupos de edades comprendidas entre 5 y 49 años, 

podemos completar, por extrapolación, la estructura por edad de los grupos 

marginales! 0-4 años y de 50-54 años en adelante. Disponemos así de un 

método que puede resultar cómodo para estimar la  omisión censal de los niños 

y para corregir la estructura en las edades avanzadas.

Dn ejemplo de cálculo se da en el cuadro 6. Vemos en é l que la pro

porción de niños de 0-4 años es 17 143 por 100 000, en lugar de 16 516 por 

100 000 observada en el censo. La omisión censal es

- 55 -

17 145 - 16 516 
17 143 4.82 fo

Cuadro 6

COLOí/íBIá - EJEf'.ÍPL0 DE ESTEviaCION DE M  QvIIóION CENSAL DE LOS NIüOS DE 0 - 4 
A..0S Y DE COPdiECCIOH DE LA ESTRDCTURá POR EDAD PARü LAS EDADES AVANZADAS,

• SEXO PSii-iENINO, 1950
Grupos de 

edad x+2.5 Log c(x,x+4)

5 X
5 X

c(x,x+4)
calculadas

c(x,X+4) 
en el censo

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)

0 - 4 2.5 - 5.191544 0.04111 417 001 17 143 16 316
50 - 54 52.5 - 4.470544 0.01144 260 488 2 980 5 108

55 - 59 57.5 - 4.598444 0.01007 236 925 2 586 1 871
60 - 64 62.5 - 4.726544' 0-. 00886 207 495 1 858 2 070
65 - 69 67.5 - 4.854244 O.OO78O 170 690 1 331 1 121

70 - 74 72.5 - 4.902144 0.00686 126 965 871 1 012

75 - 79 77.5 - 5.110044 0.00604 80 663 487 485
80 - 84 82.5 - 5.237944 0.00531 40 615 216 439
85 - 89 87.5 - 5.365844 0.00467 14 590 67 155
90 - 94 92.5 - 5.493744 0.00411 2 990 12 106

95 - 99 97.5 - 5.621644 0.00362 538 1 72



i )  Cálculo de la tasa de natalidad de Coloabia, sexo femenino, conocien-

-  55 -

fórmula ( l í l . 16);

r c *2
, c (x ) dx1=4

 ̂ c4

1 « I  1 ^

e- 2̂ ~ e'"
r- A
( ' ^ r ^Ü 0 c (x ) dx

> 1

p(x) dx

ConsidQraremus también aquí la tabla de mortalidad 6^*46 años, sexo 

femenino.

Para los líraites de los grupos de edad adoptaremos?

= 0 0̂2 = 4 = 15 /̂ 2 "  49 y

o(^ = 5 ^̂2 " ■''̂1 = A  “ 54

Los val'^ros de q2 que reproducimos a continuación, se indican en la 

tabla de la segunda parte y la estructura por edad considerada es la del 

cuadro 2, sexo femenino.

Primer cálculo; Limites de edad

Ci^ = O CÍ2 = 4 / \  = 15 49

rh
J  ̂ c (x ) dx = 0,17477

^49

c{x) dx = 0.45761 

q̂  = 0.3819

,.-4
i
Jo

r49

p(x> dx = Ü.4I 7OOI

p(x; dx = 0.2279830 

'llqg = 0.1829 - i  = 2.0880 1 ' l̂
b = = 4 5 . 3 9  0 / 0 0

e 2̂o



Capitula IV

OTROS MODELOS DE PÛBLAGIONEb MüLTHUSIÆNLS POxR CONSTRUCCION

En e l modela an terio r definimos la  población oalthusiena e.l suponer, 

siguiendo a Lotka que la s  f\onciones c (x ) y p (x )  son in v a riab le s . Todas 

la s  propiedades que hemos enumerado se deducen lógicamente de estas h ipó

te s is . Veremos que otros supuestos permiten l le g a r  exactamente a l  mismo 

modelo de población.

1. Poblaciones con estructura por edad y tasa de incremento in variab le s

Supondremos esta vez, contrariamente a lo  que se considero en e l  mo

delo a.nteriar, que la s  tasas de supervivencia no son 'por h ipó tesis  indepen

dientes ¿el tiempo, pero que a la  vez c (x )  y r  son constantes.

Llamaremos ? (x , t )  la  p robabilidad  de que un individuo que ten ía la  

edad x-1 on e l tiempo t -1 , sobreviva a l tiempo t . Si N (x , t )  es e l  número 

de individuos de edad x a l  instante t, P (x , t )  se define de la  manera s i 

guiente s

Ñ{i-1, t - l )

Si la  estructura por edad es independiente del tiempo y s i  e l e fe c t i 

vo g loba l de la  población sigue una. ley  exponencial, e l  e fec tivo  de cada 

edad también aumenta necesariaraente en forraa exponencial, con la  misma ta 

sa de increuonto que e l  g lo b a l. Siendo r  esa tasa , tenemos

N(x ,t -í- s) = N (x ,t ) sr

donde s es una constante.



2. Poblaciones con estructura por edad y tasa bruta de 
mortalidad constantes

Esto caso Gs en re8.1ida,d. muy se n c illo . En e fecto , s i  c (x )  es inde

pendiente de t ,  la  ta,sa de nata lidad  es constante, ya que c (0 ) = b . Y s i  

b y d Son constantes, r  = b -  d ta,mbién lo  es. Este modelo se convierte  

entonces en a l an te rio r , construido con la  h ipó tesis  de c (x )  y r  constan

te s , e l cup,l a su vez es equivalente a l  modelo malthusiano. Todas la s  

re lac iones y propiedades encontradas también son vá lid as  en este caso.
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3 . Poblacionos con tasas de supervivencia, constantes y nacimientos
en aumento exponencial

Llamemos K (x ,t )  e l e fectivo  de eda,d x en e l  tiempo t . Podemos dedu

c ir  de la s  h ipótesiss

B (x ,t )  = B ( t -x )  p (x j = B (t ;  e p (x )  

siendo r  la  tasa de incremento de lo s  nacimientos.

La población to ta l se obtiene a l  in tegrar con respecto a xs

l\‘( t )  = P (t
r'T)

\ f -T X  ,
y i e dxje

o sea?

b = rœ
I p(x) dxJO ^

Encontramos a s í  la  fórmula ( l l l .  2 ) de la s  m althusianas.

Sn e l tierapo t+1 e l número de individuos de edad x es

N (x , t + l )  = B (t + l -x )  p (x ) = B(t^, e p (x )

de modo que

B (x ,t + l )  = K (x ,t>

Como e l  e fectivo  de cada edad aumenta con la  misma tasa de incremento, 

la  estructiora por edad permanece constante y e l modelo se convierte en la  

población malthusñana de Lotka, ya que p (x )  y c (x )  son in v a r ia b le s .



Capítulo V

POBUCIOIffiS l'TO MLTHUSIANiS

Indicamos a continuación algunos modelos que no corresponden a la s  po

blaciones malthusianas de Lotka¡, aun cuando también se consideran in variab le s  

dos funciones.

Poblaciones con estruct\u?a por  edad y tasa de nata lid ad  constantes

S-) La población no es necesariamente malthusiana

S i la  estructura por edad es independiente del tiempo, también la  tasa  

de nata lidad  permanece constante con e l  tiempo, ya que c(o) = b. Entonces, 

en este modelo daría  lo  mismo suponer que la  estructtjra por edad so la  es in 

dependiente de l tiempo.

Vemos que e l  hecho de que la  estructtira por edad permanezca f i j a  no 

permite estimar la  tasa de nata lidad j ya que en la  p ráctica  la  proporción  

de individuos que tiénen la  edad cero es desconocida.

De todos modos, e l  solo conocimiento de lo s  c (x ) no es su fic ien te  para  

determinar lo s  demás elementos, r ( t ) ,  d ( t ) ,  p (x , t ) ,  y la s  re lac ion es  que e x is 

ten entre e l lo s .  S i no se agrega otra  h ipó tesis  sobre la  constancia en e l  

tiempo de p (x , t )  o de r ( t ) ,  por ejemplo, la  población queda indeterminada,

b ) E jemplo mAmérico

Con un ejemplo numérico puede mostrarse que si la estructura por edad 
permanece sin alteraciones en e l tiempo, las tasas de supervivencia no son 

necesariamente constantes. Tal es así que en e l cuadro 7 representamos (co

lumna 2) la estructura por edad de vuaa población (sexo femenino) construida, 

según las relaciones encontradas en e l modelo 1, con una tabla modelo de mor
talidad correspondiente a una esperanza de vida a l nacer de 4é años y una 

tasa de incremento de 0,0275» En la columna 5 de ese cuadro se representa
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CUADRO 7

EJEMPLO ILUSTRATIVO DE POBLACION CON ESTRUCTURA PCR EDAD Y TASA DE NATALIDAD CONSTANTE

GRUPOS DE 
EDAD

POeLAClÍN 
EN EL TIEMPO

P /
t = 0--

POBLACIÓN
EN

t = 5

población

EN

t = 10

relaciones

DE SUPERVt 
VENCIA eÑ 
EL 1^8 QUIN 

QÜENIO

5  X  
,ER

EN EL 1
QUINQUE - 
NIO

RELACIONES 
DE SUPEftVl 
VENCÍA eÑ 
EL 2” QUIN 
QUENIO

5  X  
EN EL 2° 
QUINQUE

NIO c/

(1 ) (2 ) (3) (4) í5):^ (6) (7) (8 )

0 - 4 1 7 936 19 752 2 2 7 1 3 0 .0 0 3 4 9 4 0 9 2 3 0 0 .9 2 3 7 2 408 3 3 0

5 - 9 14 4 3 3 1 3 9 0 0 18 2 0 3 0 .9 3 6 0 3 3 6 2 3 0 7 0 .9 7 9 4 3 3 7 0 2 03

lo - 14 12 3 1 1 1 3 542 1 5 573 0 .9 3 6 0 7 339 4 9 3 0 . 9 7 8 6 3 3 7 0  423

1 5 - 19 10 4 7 6 1 1 324 1 3 2 3 3 0 .9 2 6 9 8 3 1 7 7 9 1 0 .9 6 9 1 0 3 6 2 3 1 4

20 - 24 C 028 9 7 1 1 1 1 160 0 .9 2 0 7 0 2 94 30 6 0 .9 6 2 3 1 3 5 1 3 1 2

2 5 - 29 7 32 9 8 120 9 3 4 5 0 .9 1 8 1 2 2 7 1 2 2 3 0.95989 3 3 8 0 7 1

3 0 - 34 6 1 6 7 6 704 7 0 02 0 . 9 1 5 3 5 2 4 9 0 1 7 0 .9 5 6 9 5 324 3 1 1

3 5 - 3 9 5 132 3 6 4 3 6 4 9 2 D. 9 1 1 7 3 2 2 7 9 3 3 0 .9 5 3 2 3 3 1 0 3 4 1

40 - 44 4 254 4 6 7 9 5 3 0 1 0 .9 0 4 3 6 2 0 7 818 0 . 9 4 3 7 1 2 96 0 1 7

4 3 - 4 9 3 49 8 3 048 4 423 0 .8 9 1 9 3 1 8 7 984 0 .9 3 2 4 3 279 946

3 0 - 34 2 036 3 120 3 586 0 . 3 7 2 0 0 1 6 7 669 0 , 9 1 1 5 3 2 6 1 0 3 0

55 - 59 2 240 2 4 7 3 2 844 0 .8 3 9 4 1 146 2 0 7 0 . 0 7 7 4 7 2 3 7 937

6 0 - 64 1 7 1 6 1 0 0 7 2 1 7 0 0 .7 8 0 4 6 122 7 I8 0.82458 208 7 0 3

6 3 - 69 1 2 3 0 1 353 1 356 0 . 7 1 3 0 1 9 5 7 6 6 0 . 7 4 5 7 5 1 7 2 1 3 8

?o - 7 4 797 0 7 7 1 009 0 .6 0 0 3 3 6o 995 0 ,6 3 6 2 5 128 3 8 7

75 " 79 441 4 0 3 338 0.40299 41 986 0 . 5 0 3 1 3 81 6e6

0 0 - 04 194 2 1 3 245 0 .3 4 0 2 1 2 0 2 7 9 0 .3 5 6 0 1 41 264

0 3 - 09 5o 66 7 6 0.20000 6 099 0.21212 14 7 2 3

90 - 94 11 12 14 0 .0 9 0 9 1 1 200 0 . 0 0 3 3 3 3 123

95 - 99 1 1 1 0.00000 1 2 5 0.00000 260

TOTAL loo 000 lio coo 126 3 0 0 3 54& 5 2 5 4 3 6 9 4 3 9

a./ Esta población corresponde o. ■un modelo malthusiano con g = 4 6  a'..os y 
y r  = 0 . 0275» sexo femenino.

r  Nq

A l a p lic a r  la  fórmula = ------------------ -------------5 b i, -  1)
se obtuvo

5

r  N
c/ A l a p lic a r  la  fórmula = -•

10
0-J

b N(5) 1)
se obtuvo = O.8I 7I



Capítulo VI

POBLACIONES ASINTOTICAIÍENTE ÍÍALTHÜSIAMS

En e l capítulo anterior se llegd al concepto de población malthusiana 

en forma inmediata, o sea, las hipótesis elegidas fueron tales que, siendo 

las funciones consideradas invariables, la población malthusiana está ya 

construida.

Vamos a ver otros tipos de población que permiten llegar exactamente 

a l mismo concepto pero en forma asintótica, solamente después de que las 

funciones consideradas en las hipótesis hayan permanecido constantes durante 

un cierto intervalo de tiempo.

1. Poblaciones con tasas de supervivencia y tasa de incremento
conocidas e inveniables

Partamos de la ecuación siguiente, siendo P la tasa de incremento;

B (t) dt = D(t) dt + p N (t) dt.

Esta ecuación expresa que e l número de nacimientos que ocircren en e l 
intervalo de tiempo t,t+dt es igual a l núinero de defunciones más e l incre
mento de población dentro del mismo intervalo, siendo P la  tasa de incre
mento. La población en e l instante t, como hemos visto , se expresa por

N (t) r B(t-x) p(x) dx.

En cuento a l número de defunciones.D(t), se obtiene multiplicando e l 

leefectivo de una edad x por la tasa instantánea de mortalidad a la misma edad, 
 ̂ -

0̂3

D(t) .  -  j ;  E (t-x) p(x)
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Esta ecuación admite ya la  ra íz real r = P y una serie de raícesn
compie,1as que se encuentran al resolver la ecuación

(-00

Jo
-r X

e ^ p(x) dx == 0 (VI. 7)

Estas raíces complejas, con la condición que veremos más adelante, in» 

troducen oscilaciones en e l número de los nacimientos que van amortiguándo

se alrededor del término aperiódico.

B (t) =

La ecuación (VI, 4) admite, en efecto, además de la ra íz real, un nú

mero in fin ito  de raíces complejas de la forma

P = u + iv  con i  * a/ -1 n n n

Escribiendo estas raíces en forma trigonométrica tenemoss 

p  t  u t
e = e (eos V  t  -H 1  sen v t ) ̂ n n '

La ecuación (VI, 2) llega entonces a escribirse;

u. t u _ t
B (t) = Q,rt e^^ + C  Q. e ^ eos v t + i  C  f t e ^  sen v t '  ̂ P P^P ^  n ^  n

Gomó B (t) es necesariamente real y, en la práctica, según se verá en 
Licacic 

in fin ito  es
la aplicación numérica, u  ̂ es negativo, e l límite de B (t) cuando t tiende a

B (t) = Qp ePt (VI. 6)

Así vemos que las raíces complejas introducen oscilaciones en la evo
lución de los nacimientos que van amortiguándose con e l tiempo solamente si 

las.partes reales de las raíces complejas son negativas. Con esta condi

ción, e l término aperiódico va dominando con e l tiempo en la evolución del 
número- de los nacimientos que llega a ser exclusivamente exponencial.

Cuando las fluctuaciones originales por las raíces complejas están 

enteramente amortiguadas, e l término aperiódico se mantiene solo y enton
ces se logra la situación malthusiana. En efecto, llegamos a este momento



Puesto que P es la  ra Í2 rea l de la ecuación (V I. 4) y (jue, una Tez que 

la  población ha llegado a la  situación límite, esta tasa indica e l creci

miento tanto del efectiTO global como de la  c ifra  de los nacimientos, tene

mos
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N (t) = N(0) e =' B (t-x) p(x) dx

De ahí

„ Pt -Px ( \ ,= Qp e e p(̂ x; dx

N(0) = Qp ~  e^^"  ̂^o eo

o sea:

N(Ol -K (-P )
Hp - Q  e (VI. 7)

El número de los nacimientos en un momento t en que se alcanza la s i

tuación malthusiana, con respecto al instante cero a partir del cual las 

funciones p(x) y P son.constantes, es dado entonces por

B (t) .  e f*  .  S M  / t-K (-P )

En cuanto a las cifras de las defunciones, tomando en cuenta la ecua

ción ( ) se escriben;

B(t) .  a H (t) .  e''* -P

Vemos una propiedad interesante de este modelo: e l efectivo global,

e l número de nacimientos y e l número de defunciones, debidos a la ra íz de 

la ecuación fundamental (VI. 4)? son independientes de la estructura por 
edad in ic ia l. La población puede entonces construirse enteramente en cual

quier momento en que llegó a la situación malthusiana, a partir del conoci
miento de las dos f;mciones consideradas en las hipótesis, o sea, p(x) yP .



2i Poblaciones con tasas de supervivencia y tasa de natalidad
conocidas e invariables

Partimos esta vez de la ecuación básica

reo
B(t) = b N (t) = b B (t-x) p(x) dx (VI. 8)

en la que suponemos p(x) y b conocidos e independientes del tiempo.

Si suponemos, como en e l modelo anterior, que B(t) puede expresarse 
por una svima de exponenciales de la forma
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rpt r „ t
B( t) = e + 0,2 ® + ». «,

debemos buscar las soluciones de la  ecuación

(VI. 2)

f c o  - r  X
b í e ^ p(x) dx = 1

J O  '
(VI. 9)

Esta ecuación adiTiite, como la (VI. 4) > nna sola raíz real r = P y una 
infinidad de raíces complejas que introducen oscilaciones en e l número de 

los movimientos, siempre que la parte real de las raíces complejas sea nega

tiva, como en el caso de la anterior. Las oscilaciones van amortiguándose 

hasta que e l término B(t) = Q,p e se mantenga solo.

Cuando las amortiguaciones han desaparecido estamos en presencia de 
una población con p(x) constante y B (t) aumentando en forma exponencial, y 

el modelo se. convierte en una población malthusiana.

Entonces se aplican todas las propiedades de estas últimas poblacio

nes. Con la fórmula ( I I I .  2) se obtendrá la tasa intrínseca de incremento^ 

con la ( I I I .  3), la tasa intrínseca de mortalidad, y con la ( l l l .  l ) , la 

estructura por edad intrínseca. Todas estas características se obtendrán 
a partir de las funciones p(x) y b, que se supusieron conocidas e invaria

bles.

aj Cálculo de la constante Qp asociada a la raíz real

Busquemos las constantes Q iniciando e l cálculo por Q,p, o sea, la 

constante asociada a la raíz real de la ecuación (VI. 9). Veremos luego las 
constantes asociadas a las raíces complejas. Cuando se conoce Qp, todas
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Q, r  at (i; e-- p(.) a.) = »(0 ) /: e-f’* et (j; =„(.) ^  a.)
' P  J  

ob tenem os

s ie n d o

®-p/̂  Jo " ¿ y

g ( x )  =  p ( z )  d z .

S i  lla n a in o s  G (x )  l a  fx m c ió n  d e f in i i  da p o r

G (x )  =

f-n _Pz 
Xj  e ' "  p ( z )  d z g ( x )

”  -PX / >, T
x e  p (,x ; dx

J  0
r  g ( x )  dx

ob ten em os f in a lm e n te

fco c ( x )

 ̂ io ^  ^ ( V I .  11 )

s ie n d o  c ^ ( x )  l a  e s t r u c tx ir a  p o r  edad  i n i c i a l  y  c ^ ( x )  l a  e s t r u c t u r a  p o r  ed ad  

l í m i t e  m a lth u s ia n a .

S i  l a  p o b la c ió n  i n i c i a l  es in a lth u s io .n a , l a  p o b la c ió n  e s  e n to n c e s  m a l

th u s ia n a  p o r  c o n s t r u c c ió n .  Tenemos

r e o

, ( x )  =  c^^(x) y  j  G (x )  dx  = 1

E n to n c e s  Qp se c o n v i e r t e  en

G „p=b lí(0 ),

l o  que ten ía m o s  en  l a s  p o b la c io n e s  m a lth u s ia n a s  p o r  c o n s t r u c c ió n .

Vem os e n to n c e s  una c a r a c t e r í s t i c a  in t e r e s a n t e  de e s t e  m o d e lo , que no 

h ab íam os e n c o n tra d o  en  e l  a n t é r i o r ,  como e s  l a  s ig u ie n t e s  en  tam año, l a  p o 

b la c ió n  v a  a  d ep e n d e r , cuando l l e g u e  a  su e q u i l i b r i o  t a n g e n c ia l ,  de l a
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siendo

A ( x ) = h(x) H ( x ) + k(x) K(x)

B (x) = k(x) H(x ) -  h(x) K(x )

La componente deLida a las raíces complejas conjugadas es

B (t) = 1 N(0) e(u+iv)t
Jo  c ^ (x ) [ a ( x) - í B (x ) ]  dx

o sea;

+ b H¡(0) [ a ( x )+ í B(x) ]  dx

B(t) = 2b N(0) ut eos vt
«/  ̂ C (x)A(x) 0  ̂ ' .I'" ............ •  —

Jo „2/ s „2/ X c (X)H (x) + K (x ) aJ- '

reo
J o

+ sen Tt j
CO c (x ) 

— . ■ Q_ -
o \ t̂ 2/ \ o (x )H (x ) + K (x ) cô  '

J l y l dx

La parte entre paréntesis cuadrados desaparece cuando t tiende a in f i

nito si u es negativo, como se comprueba con un ejemplo nuriérico en e l anexo,

3. Poblaciones con tasas de supervivencia y tasa bruta de 
mortalidad conocidas e invariables

El interés de este modelo reside en que considera funciones relativas 

solamente a la mortalidad.

La ecuación básica que nos sirve de punto de partida es la siguientes

D(i) “  ̂ Jo B(t-x) p(x) doc = - B (t-x) p(x) áx (VI, 13)

Esta ecuación expresa que e l numero de defunciones D(t) ]puede obtener

se de dos maneras, según se multipliquen e l efectivo global por la tasa 
bruta de mortalidad, o los efectivos de cada edad por las tasas instantáneas 

de mortalidad en esas edades. El modelo Supone que en esta ecuación d y 
p(x) son conocidas e invariables.
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Si entonces p(x) y d son los únicos elementos q.ue se suponen conocidos 
e invariables, tcjubién se puede llegar a l concepto de población malthusiana, 

pero tenemos esta vez ■una solución dual en e l lím ites. Entonces se debería 

disponer de un dato más para saber cuál de los dos valores y Pg adap

ta a la población. Si estas dos raíces están bastante separadas y si tene

mos algún conocimiento, por burdo que sea, de la estructura por edad, o del 

n ivel de la natalidad, se podría descartar una de las dos raíces. También p
- d, que la población no tenga ningún lím itepuede suceder, si r < -

M-r],
dr

y que entonces no llegue nunca a ser malthusiana.

Para obtener los valores ¡7 ^2 corresponden a los p(x) y d, de 

los cuales disponemos, puede precederse de la manera siguiente:

La ecuación ( ) se escribe en la forma

(d+r) e° = e 11

Se traza la recta que representa la parte izquierda de la ec'uación 

tomando como variable r , y se buscan los puntos de contacto con la parte 
derecha de la ecuación, si existen.

Para ilustrar este modelo, en e l gráfico hemos indicado la curva de 

la tasa de mortalidaxl d que corresponde a poblaciones maltliusianas construi
das, a partir de las tablas modelo de mortalidad de las Ka,ciones Unidas, con 
una esperanza de vida al nacer de 46 años (sexo femenino) y distintas tasas 

de incremento. Como puede verse, para d = O.OI9O existen ¿los tasas posi

bles de incremento: p = 0.0155 ^  ̂2 ~ ^*^505» La curva pasa por un míni
mo para  ̂ ¿  -  d, o sec,, b = i .  En la práctica, no es d i f íc i l  eliminar una

de las dos soluciones. En efecto, si la población es subdesarrollada, con 
alta natalidad y mortalidad moderada, la tasa de incremento sobrepasa 0.02 y 

^2 es más verosímil que Pp. Si la tasa de mortalidad d fuera exactamente 

igual a l mínimo de la curva, o sea, 0,01871, se tendría una sola solución 

P = 0,0232, Si d fuera in ferior a 0,01671 no se tendría ninguna población 
malthusiana que correspondiera a las condiciones del modelo.

Una vez que se tiene la tasa intrínseca de incremento, la tasa intrín
seca de natalidad y la estructura por edad intrínseca se obtienen respecti
vamente, con las fórmulas ( l l l .  3) y ( IH .  l ) .



Capi tulo Y II 

POBLACIONES ESTABLES

Estas poblaciones se definen clásicamente como la situación límite a 

la  cual se llega  en la hipótesis de que las tasas por dad de fecundidad y de 

mortalidad se mantengan invariables. Corresponden a l esquema que Lotka lla 

ma "poblaciones con estructura por edad estables",

1. Evolución del efectivo global y del número de nacimientos y
de defunciones

La ecuación básica que sirve en este modelo es

J' C O
 ̂ B ( t - x ) f (x )  p(x) dx

donde <̂ 0(x) representa la tasa de fecundidad femenina para la edad x.

Supongamos, como en los modelos anteriores, que B(t) puede expresarse 

por una serie de exponenciales?

r , t  r „ t
B (t) +• • •

de modo que la  ecuación ( ) se escribe;

(V II. 1)

r, t ^  -r,x
B (t) = Q̂ e Q f(x) p(x) dx.+

rgt reo -rgX
^̂2 ® Jo ® p(x) dx + . . .  (vil, 2 )

Identificando término a término los coeficientes e
r p  r p

en
los .miembros de la derecha de estas dos ecuaciones, llegamos a buscar la 
solución de



expresa esas oscilaciones, que van amortiguándose alrededor del término ape- 

riódico Qjs e . Después de este momento, los nacimientos siguen una ley ex

ponencial y estamos entonces en presencia de una población con ley de morta

lidad invariable y nacimientos que varían en forma exponencial, o sea, de una 

población malthusiana. Todas las propiedades de estas poblaciones se aplican 

cuando las oscilaciones han desaparecido.

La tasa de incremento P tiene las propiedades siguientes;

- Es independiente de la estructura por edad del momento in ic ia l, o de 

cualouier otro momento, ya que depende solamente de las funciones 

f ( x )  y p (x) entre las edades 15 y 50 años, según veremos.

- Mide la velocidad de aumento del efectivo de la población y del núme

ro do nacimientos y de defunciones, desde el momento en que se alcan

za el equilibrio estable. Es entonces un valor asintótico, similar 

en su significación a la tasa intrínseca de incremento definida en 

los modelos malthusianos.

Todas las fórmulas ( l l l ,  l )  a ( l l l .  20) de las poblaciones malthusianas 

se aplican a las estables. Pero, además, por e l hecho de que conocemos la 

fiuición f ( x ) ,  existen otras fórmulas que hacen intervenir iO(x), Veamos estas 

nuevas fórmulas, específicas del modelo que estudiamos y que derivan únicamen

te del hecho de que las informaciones de que disponemos son relativamente de

talladas. Las designaremos con los números 19 a 25, agregándolas a los 18 
ya mencionados para las malthusiana,s,

19a. propiedad. El número de los nacimientos se mviltiplica por la tasa 

neta de reproducción en un intervalo de tiempo llamado "intervalo medio entre 
dos generaciones".

Designemos por E' y R las ta-sas brutes y netas de reproducción que se 
definen de la manera siguiente:
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R' - í:  « X ) dx

00

^ = Jo p(^) ¿X
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Como los nacimientos siguen una trayectoria exponencial, con una tasa 

de incremento P , la  realción anterior se escrifee

R = - B Í lL  
^ B(t-d)

J M .
Pt

P(t-0) = ePe
B(0) e

La comparación de la ecuación (18) y de esta última relación nos per

mite escribirs

d = T” BÜ)
B (t-T") (V II, 8)

La tasa neta de reproducción en el tiempo t es igual a la relación en
tre los nacimientos ocurridos en e l tiempo t y los nacimientos que hubieran 

ocurrido T" años atrás, en el supuesto.de que la fecundidad y la  mortalidad 

hubieran permanecido constantes.

Vemos así que la expresión T, llamada clásicamente "intervalo medio 

entre dos generaciones", se confunde con el intervalo de tiempo que se nece

sita  para que el número de los nacimientos se multiplique por e l coeficiente 

R, eh el caso de que permanezcan constantes las tasas de fecundida,d por edad 

y las probabilidades de supervivencia.

Siendo !  dependiente de los cumul.antes de la. función

R

e l valor que toma varía según los niveles de í*(x) y de p(x) durante e l perío

do fé r t i l  de las mujeres. Pero, en la práctica, T varía en general muy pocot 

entre los límites 2J y 0̂ años, como lo  comprobaremos más adelante. Su va

lor es muy parecido al de la edad media de las m¿idres al nacimiento de sus 

h ijos.

Hagamos una observación de interés. La ecuación (22) nos indica que 

la tasa neta de reproducción mide la variación de los nacimientos - y tam

bién del efectivo de la población, ya que evoluciona al mismo ritmo que los 

nacimientos - durante e l intervalo de tiempo T, a l suponer que las funciones 

f (x ]  y p(x; permanecen constantes. En cuanto a la  tasa intrínseca de incre

mento, mide también el aumento o la disminución de los nacimientos o de la



Reemplazando esta expresión devi>(x; p(x; en la ecuación

J e~'^ip(x) p(x) dx = 1 

e integrando, se llega a la solución
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1
■R - 1P' - í [ i

que es la  solución de Wicksell.

La solución P de Lotka y la solución P' de Wicksell no difieren mucho 

en la práctica.

En efecto, la fórmula

P

I 2
k  ̂ - 2k” log R

se escribe

P = t I 1 - - I  log R

Para comparar estas dos soluciones desarrollamos f  y P ' en serie| ob

tenemos I

i.
~ r> log E + i

2 log^ log^ R + • •.
2¡i 21̂-̂

_ i
0 log R + i

o log^ R + log^ R + . • •
(

La -  P'' es dé tercer orden y se iescribe

P- P' = 1 È 
3^3

log^ R

Si tomamos en el denominador la  parte principal de P, o ses
ir = T log R, la diferencia relativa  se escribe

P -P ' _ lo g  R
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ihora bien, función generadora de los momentos (F.G«Mp) de la

función

-P (x) v(x)
R

se escribe, tomando para la variable auxiliar t = -Pj

M"(-P) = I  / e "^ ^ f'(x ) p(x) = g 

y la  función generadora de los cumula.ntes (P.G.C.):

K " (- f) = log j e ^^'p(x) p(x) dx - log H = - log R

El denominador de x puede escribirse entoncesm ^

y el numera,dor

K (t) b R M"(-P)

- » ( t )  b R

de modo que

X  =  -m
d M"(-P) _ d K"(-P)

'(-F)d df-

y, al derivar K"(-P);

m ^
I r  r

( i - l ) !  ^ i (V II. 10)

La expresión de x^ es exactamente igual a la  de x de las poblaciones

malthusianas o estables, salvo que en la primera aparecen los cumulantes 

K"^ de la función

p(x) "P (x )
R

y en la segunda, los cumulantes de la función
eo

La diferencia x^ - T es, en primera aproximación;
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una aproximación más tosca, pero a veces suficiente, haciendo

l O g  (b - ~ )  = 0;

ya, que los términos sucesivos que figuran en el exponente son alternativas- 

mente negativos y positivos, conduce a la siguiente relación entre la tasa 

de natalidad, la esperanza de vida al nacer y la tasa neta de reproduccións

b = R (vil. 15)

Las fórmulas (V II. l l ) ,  (V II. 12) y (V II. I 5) permiten pasar de una 

tasa de natalidad a una, tasa neta de reproducción, o viceversa.

La fórmula ( l l l ,  5; nos había indicado que puede obtenerse la tasa de 

natalidad de una población malthusiana conociendo solamente la tasa de in

cremento y las tas<as de supervivencia. Vemos ahora que el cálculo de la 

tasa neta de reproducción de una población estable exige disponer, además, 

de a,lguno8 datos acerca de la distribución de los nacimientos según la  edad 

de las madres, sa,lvo si se u tiliza  la fórmula abreviada (V II. 13). En con

secuencia» dos poblaciones estables que tienen la  misma tabla de vida y la 

misma tasa de natalidad no tendrán, por lo  tanto necesariamente igual tasa 

neta de reproducción. Sucederá así solamente s i tienen, igual distribución 

de los nacimientos según la edad de l as madres.

Los demás índices intrínsecos se deducirán también fácilmente a par
t ir  de las funciones >p (x ) p (x) incluidas en lo,s hipótesis. La tasa intrín

seca de mortalidad se obtendrá por diferencia entre la tasa intrínseca de 

natalidad y la tasa intrínseca de incremento. La, estructura por edad intrín

seca, se obtendrá mediante la fórmula ( I I I ,  l ) .

23a. propiedad. Puede obtenerse la tasa intrínseca de incremento a 
partir de las funciones'|> (x ) y p(x) mediante un procedimiento gráfico.

Seguimos el mismo razonamiento que en la  18a. propiedad de las pobla

ciones malthusianas.

Supongamos que la  población en estudio y para la  cua,l se dispone de 

las funciones 9 (x ) y p (x ), no sea necesariamente estable. Para esta pobla

ción, la integral
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p > 0 si R > 1

p = 0 si R = 1

p < 0 si R < 1

Gráfico 6

\ R >  1

Vf = 1 = ^  e~ ^  >!> (x) P (x) dx

/ ;

\  R = 1
\ .

X

R <1

* V' ,!•' X,

I /  X.
; /

R = 1’■x-if- ■f = 1

■X.,

r 0 r r

a. propiedad. Existe una relación aproximada sencilla entre la  tasa 
bruta y la. tasa neta de reproducción.

Veamos una relación interesante entre la  tasa bruta y la tasa neta de 

reproducción. Esta relación se ha aplicado muy a menudo en la construcción 

de las poblaciones modelo que figuran en la segunda parte de este trabajo.

Recordemos las fórmulas de las tasas brutas y netas de reproducción?
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iin la ecuación de R, podemos igualar <? con x , ya que x es un valorO O
cualquiera entre 15 y 5'9 años. Haciendo esta substitución encontraremos s

R = R' p(¿) (V II. 15)

Vemos qUe con la aproximación hecha (p (x ) lineal durante el período 

fórtilyj, la tasa neta de reproducción es e l producto de la ta,sa bruta de re

producción por la probabilidad de supervivencia a una edad próxima a la edad 

media de las madres.

Advirtamos que esta relación es válida en cualquier tipo de población, 

sea, estable o no, ya que por definición las tasas de reproducción no son in

fluidas por las estructuras por edad y dependen únicamente de las condicio

nes del momento en cuanto a fecundidad y mortalidad. No importa,, entonces, 

que las tasas de fecundidad y morta,lidad ha.yan cambiado en el pasado,

Al fina l de este capítulo veremos algunas aplicaciones de la fórmula 

(V II. 15 y.

25a. propiedad. Puede obtenerse ima estimación de la  tasa neta de re

producción mediante e l conocimiento de la  estructura por edad de las mujeres 

y de la población estacionaria.

La demostración es similar a la que se hizo para la 14a. propiedad de 

las poblaciones malthusianas, Sa obtiene, usa,ndo el índice de Thompson, \ma 

estima^ción de la  tasa neta de reproducción de la  manera siguientes

R = —- (V II. 16)

Como en las poblaciones malthusianas ya se obtuvo la relación

b = 1 ' l̂

y puesto que, según la relación (V II. 13)» en una población estable tenemos 

en primera aproximación

R = b eo

e l índice de Thompson queda, entonces verificado.
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Cuadr̂  ̂ 8

SJMPLO DE CALCULO DE BiíD-La Y NEIA DE REPRODUCCION EN
coLomih, 1950

Grupos de 
edad 

x,x+t
Número de 
mujeres ay

Número de / 
nacimientos-^

■P(x+2.5) 
(Por mil) 5^x f (x + 2.5)

(Por milj ■

15 - 19 561 721 64 433 114.7 367 510 421.55
20-24 483 227 163 236 337.8 255 363 1 200.42
25 - 29 410 557 134 578 327.8 341 295 1 118.77

30 - 34 343 379 90 172 262.6 326 8O3 858,18

35 - 39 291 955 57 282 196,2 512 043 612.23
40 - 44 245 746 18 650 75.9 296 775 225.25
45 - 49 201 922 3 533 17.5 280 043 49.01
Total 1 332.5 4 485.39

a/ Datos censales ajustados.
^  Nacimientos corregidos por e l subregistro.

R'
x^5

^ (x ) dx = k.^(x+2.5) = (0.4878)(5)(1 332.5) = 3 250

R = -'o í.(x ) p(x) dx = k f  (x+2.5) = (0.4878)(4 485.39) = 2 188

Cálculo de la tasa intr ínseca de incremento, de la edad media de las 

madres y del intervalo medio entre dos generaciones

En e l cuadro 9 se indica un ejemplo de cálculo de P , x^ y T para Co

lombia, sexo femenino, en 1950. Encontramos en la primera aproximación
P' = 0.0275. La segunda y la. tercera aproximación indican respectivamente
P = 0.0276 y P = 0.0280.
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2a. aproximación de P

, n il
l o g /  = ̂ ‘ ki - -2 5̂ 2 - k'̂ P+ lo g /  = 0

m2

p =
ki -  \ J  -  2k,2 lo g /

r

_ 28.9177 - 813.9921 - 76.8799 _ .4 9 . 0 9 5 7  "
3a. aproximación de P

2 5
l o g / = P k ' '  - ^ k g + ^ g k ^

py ^
En '-g k^  se adopta e l va.lor de la segunda aproximación de P y se re

suelve una ecuación de segundo grado en P ;

Se obtiene.“

-|P ̂  - k![p + log/ - ¿  = 0

P = 0.0280

= k  ̂ - k2Í' + k  ̂ •— = 27.2283

T = k'̂  -  k" I  -f- k^ = 27.8630

Se comprueba así numéricamente que para una tasa intrínseca de incre

mento positiva tenemos

x„< T < kT m 1



Estos cuatro valores fueron lleva.dos al gráfico J, La curva que los 
reúne corta la horizontal de ordenada 1 en ■un punto que corresponde a una ta
sa intrínseca de incremento levemente superior a 0.0280. La solución analí
tica hahía dado 0 ,0 2 7 5«
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Cuadro 10
CüiDRO LESIIKÜDO 1 PREP.ARIR LA RESOLUCION GRAFICA PARA LA ESTIMCION

ii:A Li TiS.:: INTRINSECI DE :mCREIVlENTO, 1COLONIA, 1950

Grupos de 
edad 

x,x+4
(1)

^̂ (x+2.5)5L^

(2)

Q-r(x+2.5)

r = 0.020

(3)

r = 0.025 
(4)

r = 0.030 
(5)

r = 0.035 
(6)

15 - 19 421.53 0.70469 0.64565 0.59156 0.54199
20 - 24 1 200.42 0.63763 0.56977 0.50916 0.45498
25 - 29 1 118,77 0.57695 0.50823 0,43824 0.38194
30 - 34 858.18 0.52205 0.44375 0.37719 0,32061
35 - 39 612,23 0.47237 0.39160 0.32465 0.26915
40 - 44 225.25 0.42742 0.34559 0.27943 0.22594
45 - 49 49.01 0.38674 0.30498 0.24051 0.18966

1 000 ( x+2.5) 5 X

(7) (8) (9) (10)

15 - 19 296,98 272.16 249.36 228.47
20 - 24 765.42 683,96 611.21 546.17
25 - 29 645.47 562,55 490.29 427.30
30 - 34 446.01 380.82 323.70 275.14
35 - 39 289,20 289.75 198.76 164.78
40 - 44 96.28 77.84 62.94 50,89
45 - 49 18.95 14.95 11.79 9.30
Total 2 560.31 2 232.03 1 948.05 1 702.05

total X 0.4878 1 248.92 1 088.78 9 5 0 .2 5 830.26



e) Cálculo de la tasa intrínseca de natalidad
Basándonos en los mismos datos, obtenemos para la tasa intrínseca de 

natalidad".
la. aproximación

■jj  ̂ 0.04757
% 46

2a. aproximación

R 0 1281B = ~  e . = 0.04757 e * = 0.04757 • 1.1366667 = 0.05407
®o

- 101- -

5a. aproximación

b = ~  e
eo

0.05407 • 0.857272 = 0,04655

4a. aproximación
,.2 p5

b = e
P(k^-k^) - Y  “ i “

= 0.04635 • 1.012072 = 0.04691
Como las a,proximaciones sucesivas son alternadas, la segunda nos ale

ja siempre bastante del resultado final. Cuando la tasa de incremento no 
es miiy elevada (inferior a. 2- por ciento), la primera aproximación es muy 
suficiente. , ,
f ) Cálculo de la tasa neta de reproducción mediante e l índice de Thompson

Hemos visto que puede obtenerse una estimación de la ta,sa neta, de re
producción con la fórmula

R =

Ya hemos obtenido la tasa de natalidad al suponer que la población 
de Colombia puede asimilsa?se a una malthusiana con la fórmula

b =
e° 2̂ o
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Tasas de feciindidad, por mil

Edad Punto de partida Durante la proyección 
..........  (Tasas de ColoraDia) . (Tasas-de Francia)

15 - .19 114.7 20.9
20 - 24 537.8 154.1
25 - 29 327.8 173.9
30 - 34 262.6 107.9
35 - 39 •196.2 61.1

40 - ■:4 75.9 17.0
45 - 49 17.5 1.7

Cuadro 11

EVOLUCION DEL EFECTIVO DE MUJERES, DEL NUMERO DE NACIMIENTOS FEI/íENrNOS
Y DE LA TASA DE NATALIDAD DURANTE LA PROYECCION

Tiempo
Efectivo 
■ de 
mujeres

Número de 
nacónientos 
femeninos

Tasa glo 
bal de 
natalidad

Tiempo
Efectivo

de
mujeres

Número de
nacimientos
femeninos

Tasa glo
bal de 

naialidad

0 100 000 1 913 19.15 80 113 036 2 155 19.06
5 102 699 2 195 21.37 85 110 791 2 083 18.80

10 106 717 2 5I8 23.60 90 108 563 2 019 18.60
15 111 578 2 886 25.88 95 106 241 1 976 10.60
20 117 187 3 207 27.37 100 105 879 1 949 18.76,
25 122 158 2 9O8 23.81 105 101 604 1 916 18.85
30 125 065 2 501 . 20,00 lio 99 458 1 874 18.84

55 126 326 2 370 ..18,76 115 97 393 1 827 18.76

40 126 869 2 421 19.08 120 95 552 1 785 18.70
45 127 144 2 545 20 „02 125 93 309 1 746 18,71
50 127 006 2 537 19.98 130 91 290 1 713 18.76

55 125 980 2 404 19.08 155 89 331 1 678 18.78
60 123 927 2 268 18.30 140 87 436 1 642 18.78
65 121 173 2 205 18.18 145 85 591 1 605 18.77
70 118 229 2 203 18.63 150 83 775 1 570 18.74
75 115 477 2 199 19.04
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Cuadro 14

COMPARiCIOíí DE LA ESTHÜCTUM POR":'DAD EE EL TIElíPO t = 80 Y EP EL 
TIEDTO t = 140 DE lA PROYECCION CON EL ESTADO LIMITE ESTABiE

Grupos
de

edad
Estructura

límite
estable

Estructura 
en el tien 
po t = 80

Diferencias con 
la estructura 
, estable

Estructura 
en el tieni 
po t = I4Ò

Diferencias con 
la estructura 
estable

0 - 4 7 910 8 031 - 121 7 917 - 7
5 - 9 7 465 7 500 - 55 7 469 - 4
10 - 14 7 454 7 336 + 118 7 445 + 9
15 - 19 7 435 7 26' + I67 7 417 + 18
20 - 24 7 345 7 343 + 2 7 335 + 10
25 - 25 7 208 7 453 - 250 7 222 - 14
50 - 34 7 051 7 344 - 293 7 081 - 30
35 - 59 6 879 6 853 26 6 896 - 17
40 - 44 6 685 6 289 + 396 6 661 + 24
45 - 49 6 444 6 032 + 412 6 397 + 47
50 - 54 6 124 - 6 231 . - 107 6 lio + I4
55 - 59 5 691 6 407 - 716 5 741 - 50
60 - 64 5 093 5 595 - 500 5 166 - 73
65 - 69 4 280 4 082 +• 198 4 296 - 16
70 - 74 3 253 2 647 606 3 198 + 55
75 - 79 2 111 1 466 + 645 • 2 062 + ' 49
80 - 84 1 086 1 546 460 1 085 + ■ 1
85 - 89 393 478 - 85 406 - 13
90 - 94 : 83 87 - 4 87 4
95̂ - 99 : 10 9 + 1 9 + 1
Suma . 

Absoluta 5 142 456
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En cuanto a la estructiira por edad, se aodifica paulatizmnente en e l 

sentido de un envejecimiento constante debido al descenso de la fecundidad, 

cono puede apreciarse en e l cuadro 12, donde figuran las proporciones por 

grandes grupos de edad a intervalos de 20 años de la proyección y en e l grá

fico 7> donde figura la evolución de la estruct\ira por grupos quinquenales, 

Venos, aquí también, que después de unos 80 o 100 años las modificaciones 
en las estructuras son muy poco marcadas. Henos tratado de precisar más el 

noraento en que la estructura proyectada y la estructura lím ite final se con

funden enteramente. Para esto se aplicó e l test de Kolmogorov-Snirnov, que 

suele usarse para estimar e l grado de consordancia entre una distribución de, 

valores observados con alguna distribución teórica. El test consiste en com

parar las distribuciones de frecuencias acumuladas, determinar e l punto en 

que la diferencia entre las dos distribuciones es mayor y, finalmente, calcu

lar la probabilidad de ta l divergencia.

En e l presente estudio se calculó la frecuencia acumula,da por grupos 

quinquenales de edad de la estructura lím ite estable y de las estructuras de 
la población proyectada entre e l tiempo 6 == 80 y e l tiempo t = I 50. Se bus

caron los grupos de edad para los cuales las desviaciones son máximas y se 

calcularon las probabilidades de observ^ar estas desviaciones. Los resulta

dos aparecen en e l cuadro I 5.

Vemos que las diferencias máximas se observan en los grupos de edad 

comprendidos entre 55“59 y 70-74 años. Esas diferencias van dismintiyendo 

constantemente a lo largo de la proyección entre t = 80 y t = 145* Las pro

babilidades de que tales diferencias se deban a l azar van disminuyendo, siendo 

inferiores a 0,01 a 'partir del tiempo 6 = 120.

Entonces la estructirra se conftmde con la estructura lím ite estable 

después de 120 a I40 años de la proyección. La suma de las diferencias ab
solutas entre las proporciones de los gru'pos quinquenales de edad es d-e 5«142 
por ciento en t = 80 y disminuye a 0,456 por ciento en t = I40, como puede 

apreciarse en e l cuadro I4,

Hemos visto, sin embargo, que desde e l tiempo t = 80 las tasas d.e na
talidad, de mortalitLad y d.e incremento son prácticamente constantes y se con

funden con las tasa.s intrínsecas, a pesar d.e que en ese momento la  suma de 
las diferencias absoltitas con la estructura lím ite estable, en los grupos 
quinquenales, pasa de 5 ciento.



Capítulo Y III

CGMP̂ *Rí.CIÜií DE POBÎ iCIOKEE QUE DIPIEREH EN 
FECUNDIDAD Y EN ÍvíONTILIDaD

En este capítulo consideraicemos poblaciones estables que difieren en 

algunos aspectos (fecundidad, mortalidad, o fecundidad y mortalidad), con 

e l propósito de u tiliza r eventualmente las relaciones encontradas en la 

construcción de las poblaciones numéricas modelo y ver s i también nos pue

den servir en algunos problemas de estimación,^

1. Comparación de dos_poblaciones estables oue difieren 
solamente en feciandidad

Supongamos, en primer término, que dos poblaciones estables que corres

ponden al modelo 11 anteriormente estudiado y que llamamos I  y I I ,  tienen 

las mismas probabilidades de supervivencia a cada edad p (x ), pero diferentes 

tasas específicas de fecundidad (x ) .

Si se observan series de tasas de fecundidad por edades ip (x ) re la t i

vas a diferentes países en diferentes épocas, se llega  a la conclusión que 

en general dos poblaciones de las cuales el comportamiento de las parejas es 

m\jy distinto en cuanto a la descendencia, tienen valores de 'P (x ) que a par

t ir  de los 20-24 años son tanto más marcados cuanto más elevadas son las eda

des de las madres que se consideren. Esta observación, de carácter muy gene

ral y por supuesto muy aproximada, permite formiilar de la  manera siguiente 

las diferencias en fecundidad que pueden ex is tir  entre las dos poblaciones 

llamadas I  y I I :

= i i f  (x) (V III. 1)

donde u es un parámetro.

\J Muchas de las relaciones que se exponen en esta parte han sido descritas 
en el artículo de E.J. Coale intitulado "The effects o f changes on 
mortality and fe r t i l i t y  on age composition". The Milbank Memorial Fund 
Quarterly, enero, 1956, págs. 79-H4»



c) Existe una relación sencilla entre las tasas binitas de reproducción 

y las tasas intrínsecas de incremento de las dos poblaciones que comparamos.

En efecto, las tasas brutas de reproducción y se escriben;

-  1 1 1  -

■ r *  ^  ■ ío”  I I

II® ' '  C i i ' f í ’ ' )
III ^

jihora bien, llamamos e l momento de orden i  de la función----I I  1 jjR
¿̂Px,al desarrollar e en serie de Taylor encontramos;

iR' = jjR ' í l  + Z ^i  i í v)"‘i r  i (VITI. 3)

En la práctica, puede elegirse la  población de referencia I I  de tal 

manera que Af-'= u sea pequeño y, en consecuencia, podemos conformamos con 

la  aproximación
' _ t"'R' = H* ¡ 1 +AP V l "  I I "  ! ^“̂ ’̂ II i (V III. 4)

Esta relación permite calcular rápidamente y con pocos datos la tasa 

bruta de reproducción de una población para la  cual se conoce la tasa in

trínseca de incremento, o inversamente, calcular la  tasa intrínseca de 

incremento a partir de la  tasa bmta de reproducción. Basta tomar, para 

la  población de referencia, por ejemplo la  I I ,  una población estable de igual 

mortalidad y para la  cual conocemos la  distribución de las edades de las 

madres al nacimiento de sus hijos. Esta población podría ser imaginaria, 

calculada en forma enteramente teórica, como las que presentamos más ade

lante en las aplicaciones numéricas.

Rotamos que en las fórmulas (V III. 5) y (V III. 4) puede reemplazarse 

la tasa bruta de reproducción R’ por la  neta R y por ya que las

dos poblaciones que comparamos tienen igual mortalidad.

d) Relación entre la tasa de natalidad y la proporción de niños.

Sumamos de la edad 0 a la edad las dos partes de la  eomción 
(V III. 2):



Si- en la serie que fig\ira eh la segunda parte no seguimos más a llá  del 

téntiinp que contiene ¿i P, vemos la posibilidad de calcular la tasa de natalidad 

jb a partir del solo conocimiento de la  tasa de incremento Basta para

esto tomar para la población de referencia, I I  una población modelo construi

da a partir de componentes que no parezcan alejarse demasiado de los de la 

población 1« Veremos un ejemplo de tal cálculo en las aplicaciones numéri«- 

cas a l fina l de este capítulo.

2. Gomuaración de dos -poblaciones malthusianas o estables que 
difieren solamente en mortalidad
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Esta comparación nos servirá para defin ir en el capítulo siguiente 

las poblaciones cuasi-estables.

Es d i f íc i l  describir en una fórmula única las diferencias en mortali

dad que pueden observarse entre dos poblaciones, para todas las edades.

Supongamos en primer término que dos poblaciones estables, que llama

remos I  y I I ,  tienen iguales tasas de natalidad o de fecundidad por edades

pero diferentes tasas de mortalidad por edades.

Puede, por ejemplo, suponerse que e l logaritmo de la  relación entre 

las probabilidades de supervivencia a cada edad, de las dos poblaciones, es 

una función lineal de la edads

log
I I

£P(x)

p(x) -vx (V III. 7)

donde v es un parámetro.

Esta hipótesis puede, en general, aceptarse entre 10 y 60 años cuando 

los niveles de mortalidad de las poblaciones I  y I I  no difieren mucho, como 

puede fácilmente comprobarse con las tablas modelo de mortalidad. A títu lo 

ilustrativo hemos indicado en el gráfico 10, en coordenadas semilogaritmi—

cas, las relaciones

log
[P(x)

P(x)I I

tomando para la población I  la mortalidad modelo e^ = 4O años y para la po

blación I I ,  e  ̂ => 36 años y = 44 años (sexo femenino), Vemo3 que entre 

los 10 y los 60 años las cixrvas se acercan mucho a líneas rectas.



Gráfico 9

BELACIOHES ENTRE LAS ESTRUCTURAS POR EDAD LE LA POBLACION ESTABLE, SEXO ItóSCULINO, 
CORRESPONDIENTE A e °  •» 4S Y r  «  0.0275 Y LE UNA SERIE LE POBLACIONES ESTABLES LE 
IGUAL MORTALILAL Y LIPERENTES TASAS DE INCREMENTO INSCRIT/iS EN US EEC!Ê .S
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Las curvas de las tasas instantáneas de mortalidad son paralelas.

Se demuestra que, en ta l hipótesiss

Í ° .  Las tasas de incremento difieren en la misma medida que las tasas 

instantáneas de mortalidad;

j P -  - j M ( x ) = - V

Efectivamente, la ecuación (l6 ) se escribe, para las dos poblaciones;

-  1 1 7  -

feo ~ Px
e ''?(x) yp(x) dx = 1-'o

roo Pxr X r® -( P - v)x
f (x )  x-rP(x) dx = J e »p(x) ^p(x) dx = 1

y, restarido estas dos expresiones;

foo r - ( j j  P - v):
I i e - e-O i 't'(x) jp (x ) dx = o

Como p(x) y <f(x) son siempre positivas, tenemos necesariamnete;

2°. Las estructuras pox- edad de las dos poblaciones son idénticass

jc (x )  = j jc (x )

Efectivamente, las estructuras por edad se escriben;

-xPx

rC(x) =
rP(x)

I  roo -xPx
/: e p(x) dx

I I 'X

I I ' i(x) = irp(x)
-(^P+  v)x ' I  ' V X  /  \e e jp (x )

- ( t- P + v )x
-̂O

Ç X

I jP (x ) di e
-  i c ( i )

e jP (x ) dx

Las diferencias en mortalidad no tienen consecuencias sobre las es

tructuras por edad.
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Cuadro 17

COívIPaEjíCION de LAb ESTRUCTÜEAS POR EDaD Dm DOS POBLACIONES 
ESTABLES DE IGUAL FECUNDIDAD Y DIFERENTE MORTALIDAD

Grupos de Estructura 
■edad la población

de , 
jS/'

Estructura de , Relación entre 
la población II-^ las estructuras

0 - 4 15 854 16 425 0.964
5 - 9 15 076 15 796 0.948

10 - 14 11 547 11 890 0.971
15 - 19 10 201 10 245 0.996
20 24 8 911 8 770 1,016

25 - 29 7 725 7 480 1.055
50 - 54 6 677 6 575 1.047
55 - 59 5 745 5 422 1.059
40 - 44 4 896 4 588 1.067
45 - 49 4 111 5 847 ,1.069
50 - 54 5 581 5 176 1.065

55 - 59 2 695 2 561 1.052
60 - 64 2 047 1 995 1.027
65 y más 5 158 5 456 0.919
Total 100 000 100 000

^  Población estable construida con una mortalidad modelo e =42 años 
y las tasas de fecundidad por edades indicadas en e l tex?o. Tene
mos, además, en esta población; b̂ = O.O414 y jP  = 0.02.
Población estable construida con una mortalidad modelo e =56 años 
y las tasas de fecundidad por edades indicadas en el tex?o. Tene
mos, además: ^̂ b = 0.0597 y ~ 0.0275*

, Laa tasas de natalidad de las dos poblaciones son iguales:

T ‘ i T

Efectivamente, al hacer la  relación entre las estructuras por edad de 
las dos poblaciones obtenemos;

II
jc (x ) jb - ( jP  - j jP  + v)x 
c(x ) ~ ^̂ b ®II
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Esto demuestra claramente que una diferencia entre las mortalidades 

infantiles equivale a una diferencia de siisŷ o contrario entre las tasas de 

fecundidad. Si en un país la  mortalidad in fan til revela un descenso y s i 

éste es el único cambio que ocvirre en esta población, la bada de la  morta

lidad in fan til llega a ser exactamente igual a un aumento de la fecundidad.

Esta observación es de gran importancia práctica ya que en casi todos 

los países llamados subdesarrollados se observa una baja importante de la 

mortalidad in fa n tilj Este movimiento actúa, entonces, sobre la estructura 

por edad y sobre la tasa de incremento en el mismo sentido que un aumento 

de la natalidad, o compensa, como lo veremos cuando tratemos de las pobla

ciones en "leve transición", en mayor o menor medida, un posible descenso 

de la fecundidad. Es muy probable que en Chile, por ejemplo, e l descenso 

de la mortalidad in fan til oculte en gran parte e l efecto del descenso de la 

fecundidad sobre la estructura por edad, descenso que parece haber empezado 
hace \mos veinte años. Esto explica por qué, en este país, a pesar del des

censo de la feciondidad, la base de la pirámide por edad no se estrechó al 

pasar del censo de 1940 a l de 1952 y al de I96O,

Hemos visto con la fórmula (V III. 8) que podemos i r  más a llá  y estable

cer una relación cuantitativa entre ambos movimientos! descenso de la  mor

talidad in fan til y amento en la  fecundidad. Supongamos, por ejemplo, que 

en vm país la mortalidad in fan til pasa de I 50 por mil a un 100 por mil 

y que no ocurren otros cambios en la  sitixación demográfica de este país 

durante largo tiempo. Obtenemos entonces of = 1,0588. Aplicando la  rela

ción ( ) encontramos que el descenso de la mortalidad in fan til es eqiii-

valente a un aumento de m 5*9 por ciento de las distintas tasas de fecundi

dad por edad y luego, de las tasas brutas y netas de reproducción.

También puede ponerse en evidencia una relación entre el descenso de 

mortalidad y e l aumento que correspondería en la  tasa de incremento.

Supongamos que las dos poblaciones que comparamos tienen igual inter

valo medio entre dos generaciones T. Aplicando la relación ( ) a ambos
obtenemos %

fim
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3* Comparación de dos poblaciones que difieren a la vez en 
fectmdidad y en mortalidad

Esta comparación nos servirá para defin ir las poblaciones "en transi

ción" en el capítulo que sigue.

oi dos poblaciones difieren a la vez en fecundidad y en mortalidad, 

según las hipótesis previstas para las ecuaciones l )  y (V III, 7) se

demuestran las siguientes relaciones, aplicando los mismos razonamientos se

guidos en los párrafos anteriores,

1) La diferencia entre las tasas de incremento es;

u - V

2) Las tasas netas de reproducción difieren en la forma siguiente;

1 / ' 
1 i l  I I  i (V III. 10)

siendo el momento da orden i  de la  fiinciónI I  X
ción I I .

En primera aproximación se tiene

IlP (x )

I I R en la pobla-

I® “ II® i.APii^i (V III. 11)

3) Las relaciones entre las estructuras por edad nos llevan a;

to(x ) _ I_  -ux
ii=(=cT ■ jjb * (V III. 12)

o sea, las relaciones entre las proporciones de individuos de cada edad son 

independientes de las diferencias en cuanto a mortalidad y están influidas 

sólo por las diferencias de fecundidad.

4) En primera aproximación, tenemos la relación siguiente entre la 

tasa de natalidad y la proporción de niños hasta la edad x.s

X  .
0 ;(x) dx

(V III. 13)

Jo
I I
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Cuadro 18

CALCULO DE LA TASA DE INCRED/íENTO Y DE LA TASA DE NATALIDAD DE COLOMBIA, 
SEXO míENINO, A PAETIB DE LA ESTBUCTDHA POB EDAD

Grupos de 
edad

Estructura de 
Colombia en

1950
Estructura de 
una población 

estable a/

Relación entre 
las dos es truc 

turas
1.1939

(1) (2) (3) (4) (5)

0 - 4 17 826 15 347 1.162 1.172
5 - 9 14 577 12 829 1.121 1.129
10 - 14 12 267 11 343 1.080 1.086

15 - 19 10 458 10 020 1.044 1.047
20 - 24 8 829 8 766 1,007 1.008

25 - 29 ' 7 404 7 618 0.972 0.972
30 - 34 6 109 6 601 0.958 0.934
35 - 39 5 160 5 702 0.905 0.899
40 - 44 4 286 4 909 0.873 0.869
45 - 49 3 531 4 190 0.843 0.836
50 - 54 2 868 3 528 0.813 0.806

55 - 59 2 277 2 903 0.784 0.774
60 - 64 1 742 2 299 0.758 0.749
65 - 69 1 251 1 712 0.751 0.720
70 - 74 812 1 152 . 0.705 0.693
75 - 79 415 662 0.681 0.667
80 - 84 198 503 0,653 0.644
85 - 89 61 96 0.635 0.620

90 - 99 12 20 0.600 0.583

Total 100 000 100 000

^  Las características de esta población estable figuran en e l texto.
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El valor obtenido dirGctamente a partir de las tasas de fecvmdidad en 

las aplicaciones del modelo I I  había sido -  3.25» o sea, poco distinto.

Podemos oaloular la  tasa neta de réproduooidn reemplazando en la  fó r

mula ( ) las tasas brutas por las netas y e l momento óe la

función

I I

por el momento I I ' ' 1

I I

de la  función

R'

I I (<x) p(x)

I I

Obtenemos ® 27.0 756 y, para la  tasa neta de reproducción,

^R =. 2.31 -  0.0025 X 27.076 = 2.24

El valor obtenido directamente a partir de las tasas de fecundidad y 

de las tasas de supervivencia en las aplicaciones del modelo I I  es 2,19, tam

bién bastante cercano.

Rotamos que este cálculo supone que se conoca e l nivel de la  mortali
dad de Colombia, puesto que hemos elegido la  población I I  ontre poblaciones 
estables teóricas que tuvieran igual mortalidad que la  de Colombia, o sea,

»  40 anos.

Si no se conociera e l n ivel de la  mortalidad debería u tilizarse la 

fórmula ( ) en lugar de la , ( ) .  Recordamos que e l uso de.esta
fórmula muy aproximada es válido solamente en la  medida en que la  población 
de referencia I I  no tiene una mortalidad muy diferente de la  población I .  
Para su aplicación se debería tener entonces una idea aproximada del nivel 
de la  mortalidad de la  población estudiada.
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en la cual adoptaremos para la población I la de Colombia, sexo masculino, en 
1951» y para la población ÍI, la de una estable con las características si
guientes: e° = 44 años, y = O.0325. La proporción de niños de 0 a 4 
años en esta población teórica es 0.19855 y la tasa de natalidaid, 0,05270.

Supongamos que se conoce la tasa de natalidad de Colombia al nivel 
jb = 0.0465. La aplicación de la fórmula ( ) nos conduce a:

j  ̂ jc(x) dx = 0,19855 » 0.1769

El censo de Colombia de 1951 arrojó una cifra de 5 579 259 hombres, de 
los cuales 951 555 tenían de 0 a 4 años. El ndmero esperado de niños de 
0 a 4 años es:

5 579 259 X 0.1769 -  986 971

La omisión censal se estima entonces en

986 971 -  951 555 » 55 658

lo que representa un 5*6 por ciento de la cifra esperada.

Notamos que esta omisión se refiere específicamente al grupo de 0 a 4 
años. No se comprende en esa cifra la omisión independiente de la edad, o 
sea, la omisión censal de grupos enteros de población que puede haber ocu
rrido.


