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CAPITULO T

LA NATALIDAD EN EL MUNDO

Es muy diffcil, pars muchos paises del mundo, conseguir los datos es-—
tadfsticos mis sencillos respecto a los nacimientos, debido a la subnumeracidn
més o menos importante, sobre todo en Africa,varios pafses de América del Sur
y Asia, En el cuadro siguiente, damos las tasas de natalidad en los cinco con—_'
tinentes alrededor del afio 1955, con estimaciones para las partes del mundo don-

de no fué posible encontrar datos estadisticos seguros:

Cuadro 1. Tasas de natalidad en los cinco continentes alrededor del afic 1955

(tasas por 1.000 habitantes).

Africa 45;50 3
América:

Estados Unidos y Canadé 25 :
América Central ,5-50 *
América del Sur LO=L5 3*
Asia: '

Cercano Oriente L5 ¥*
Asia del Sur y Central L5-50 *
Japdn 20
Otros paises del Lejano Oriente L5 %
Europa:

Europa septentrional, occidental y central 19
Europa meridonial 22
Europa oriental 27
Oceania: . 2L ,

¥* Estimacidn

Como puede verse en este cuadro, el conjunto de todo Asia, excepto el Ja-
pén, Africa y América Latina, que cuenta en total los dos tercios de la pobla-
c¢ién mundial, la tasa de natalidad puede ser estimsda en 45 a 50 por l.éOO.- La
tasa més baja es para Europa septentrional, occidental y central con 19 por

1.000. -



Notaremos desde ahora un hecho importante.

La natalidad de los pafses sub-

desarrollados, que varia en general entre 40 y 50 por mil, es mayor que la de

Europa occidental a fines del siglo XVIII (alrededor de 35 a 4O por mil), antes

que empezara la limitacidén de los nacimientos.

Al contrario, la tasa de morta-

lidad en estos paises subdesarrollados sigue baiando desde hace unos diez o

veinte afios, de manera muy rdpida, de modo gue la tasa de incremento alcanza

frecuentemente 20, 25 y adn 30 por mil, mientras que en Europa de fines de si-

glo XVIII o de principios del siglo XIX, la tasa de incremento pasaba excepcio-

nalmente del 10 por mil.

Daremos, ahora, las tasas brutas de natelidad, de manera més detallada, o

estimaciones de éstas cuando las tengamos.

I. Natalidad en Africa.

Siendo la subnumeracién casi general, pocos palses africanos disponen de

estad{sticas de estado civil fidedignas. Hemos reproducido en el cuadro II las

tasas oficiales, o estimadas, para los paises en los cuales se consiguen datos

bastante seguros, o donde fueron efectuadas varias investigaciones. La mayo-

ria de las tasas se encontraron entre 45 y 50 por mil.

Cuadro II. Tasas brutas de natalidad en ciertos pafses africanos (tasas por

mil habitantes).

Tasa de natalidad

Pais Periodo por mil, redondeada
Algeria (poblacidn musulmana)(l) 1950 L6
Egipto (2) 1951-1954 49
Guinea Francesa (3) 1954~1955 50
Isla Maurice (2) 1951-1954 L6
Nigeria (Lagos solamente) (2) 1951-1953 49
Uganda (4) 1950 40-L5
Rodesia del Norte (5) 1950 59
Rodesia del Sur (6) 1948 L6
Ruanda Urundi (7) 1955 L6
Tanganika (4) 1950 LO-L5

(1) Breil J. La population des departements algériens. Etude de démwographie



1I. Natalidad en Asia.,

Al igual que Africa, pocos paises de Asia tienen estadisticas de estado
civil fidedignas v raras veces se puede flar de los datos oficiales brutos para
medir la natalidad. En el cuadro III hemos reproducido datos recogidos, sobre
todo,en un informe de la novena sesidn de la Comisidén de la Poblacién de las
Naciones Unidas en 1957 #*. Las tasas indicadas en este cuadro son de tres ti-

pos:

1. Tasas que resultan de estadisticas oficiales en palses que poseen una orga-
nizacidén del estado civil bastante antigua y luego segura, Ee el caso de
Israel para la poblacidén judia, Japén, Malasia y Singapur. Desgraciadamente,
este conjunto de paises representa una proporcidn débil respecto a la pobla-

cidén total de Asia,

2. Tasas de natalidad que resultan de investigaciones o de estimaciones parti-

culares. BEs el caso de India, Irdn, Israel (para la poblacién musulmana),

ouantitative. Service de la statistique générale de 1'Algérie., Alger 1955, 1
vol., in 8o., 79p.
Tabah L. La population algérienne. Croissance, niveau de vie, investissements.

Population, Paris, 1956, XI, 429-460.
(2) Naciones Unidas - Anuario demogrifico 1955.

(3) Ltenquéte démographicue de Guinde 1954-1955. Résultats provisoires, ler. £,
Documents et statistiques, Paris, 1956, Minist&re de la France d!'Outre-Mer.

(4) Martin G.I. Some estimates of the general age distribution, fertility and.
rate of natural increase of the African Population of British East Africa.
Populatiori Studies, Nov. 1953,

(5) Cifra provisoria, resultado de una investigacidn, citada en un informe a la
novena sesién de la Comisién de la Poblacién., WNaciones Unidas 1957. E/C.N.

9/139. |
(6) Shaul JoRe y Myburgh A.L. Vital Statistics of the African Population of
Southern Rhodesia in 1948; Population Studies, Marzo 1951,

(7) Neesen V, Quelques donnés démograrhicques sur la population du Ruanda - Urun-—
di Zaire, Nov. 1953, '

%  (Quelgues donnés sur la population mondiale et les tendences démographiques.
Naciones Unidas. Comisidn de la Poblacién 1957. E/CN 9/139.
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3. Tasas de natalidad que resultan de estimaciones tedricas hechas por el Servi-
cio de la Poblacién de las Naciones Unidas *, basadas en el "método de la po-
blacidn estable’y, segin las leyes de la demograffa pura establecidas por Loﬁka
y-"icksell. Los demSgrafos de las Naciones Unidas han calculado una serie de
tablas correspondientes & todos los tipos de poblaciones estables que puedén
encontrarse en el mundo. E1 interés préctico de estas tablas es el siguien-
te: cuando uno conoce ciertos datos para una poblacidn particular (por ejem~
plo la estructura por edades y la tabla de supervivencia, o la estructura por
edades y la tasa de natzlidad) sejuede encontrar la poblacién estable modelo.
que se acerque mds a la poblacidn estudiada y luego encontrar fécilmente 10s
otros factores demogridficos que faltan. Por ejemplo, si se conoce en un pais,
ya sea de manera oficial o mediante una investigacidn, la estructura por eda-
des y la tabla de supervivencia, se puede, desde luego, obtener una estima-
cidn de la tasa de natalidad. El uso de estas tablas supone solamente que la
poblacidn estudiada estd més o menos en una situacidén estable, lo cue parece
verdadero para la mavoria de los paises de Asia. Veremos, mis adelante, en

el curso, la base tedrica de estos cdlculos.

Como puede verse en el cuado III, que da los resultados de las estima-
ciones para Asia, los valores de la tasa se extienden entre LO y 50 por mil ha-

bitantes (muy frecuentemente mis cerca de 50 que de 4O), igualmente para Africa.

La tasa del Japdn llama la atencidn. En efecto, la fecundidad de este
pafs ha bajado profundamente desde 1950 debido a la difusidén de los métodos an-
ticoncepcionales, a las medidas de esterilizacidn y, sobre todo, al gran ndmero
de abortos legales previsto en la "ley de proteccidn eugénica" de 1948 ¢, La
tasa de natalidad ha bajado en Japdn a un nivel compearable al de Francia, aungue

la composicidn por edades de Japdn es mucho mds joven que la de Francia.

#* Quelques données sur la population mondiale et les tendences démographiques.
Naciones Unidas. Comisidn de la Poblacidn 1957. E/CN 9/139.

% Bl nlmero de esterilizaciones fué estimado en 1953, en 30.000, y el de abortos
en mds de un milldén anualmente desde 1953. Una tendencia reciente parece vis-
lunbrarse para substituir los abortos por los métodos anticoncepcionales. Has-
ta ahora la contracepcidn se observa sobre todo en las capas sociales mis al-~
tas, mientras que los abortos y las esterilizacidn se producen mds en familias
de baic ingreso.



Cuadro III,

-5

Tesas de natalidad en ciertos paises del continente asidtico (tasas

por mil hsbitantes).

Tasa de natalidad’

Pais Periodo por mil, redondeada
Birmania (1) 1950-1955 45
Ceilén (2) 1950-1955 40
China (Formosa) (2) 1950~1955 50
Chipre (2) 1950-1955 30
India (3) 1950-1955 40
Irén (4) 1940-1950 50
Israel (poblacidn judia) (1) 1953-1955 28
Israel (poblacién musulmana)(5) 1938 50
Japén (1) 1953-1955 20
Malasia (1) 1953-1955 LL
Pakistén (2) 1950-1955 50
Filipinas (2) 1950-1955 50
Singapur (1) 1953-1955 49
Tailandia (2) 1950-1955 50
Turqufa (2) 1950-1955 L0

(1)
(2)

(3)

Naciones Unidas. Anuzrio demogrdfico 1955.

Estimacidén hecha por el Servicio de la Poblacidn en las Naciones Unidas

y sometida a la Comisién de la Poblacidén, novena sesidn, en 1957. La es-
timacién supone la poblacidn estable (estructura por edades constante, con
tasas de natalidad y de mortalidad independientes del tiempo, como lo vere-
mos mds adelante).

La estimacién hecha por el Servicio de la Poblacidn, segin el método de la
poblacidn estable, es igual a la estimacidén de K. Davies en "The population
of India and Pakistan" Princeton University Press, 1951.

(4) Estimacién deducida de una investigacidén hecha en una poblacidn rural del

(5)

Sur-Oeste de Teherédn pars medir la natalidad en el perfodo 1940-1950. Véa-
se Mashayekhi M.B., Mead P.A., Hayes G.S. Some demographic Aspects of a
Rural Area in Iran. Milbank Memorial Fund Quarterly, XXXI, No. 2, Abril,

1953.

Cifra citada por L. Henry en "Le Tiers monde., Sous-développement et dé&e—
loppement' I.N.E.D. Paris 1956, Travaux et Documents. Cahier No. 27, p.s 1950.



-

)

IIT. Natalidad en pafses latincamericancs.

Se dispone de datos de estado civil en casi todos los paises de Sudamé-
rica, en general, de mejor calidad que para Africa o Asia, pero que carecen to-
davia de entera seguridad. La subnumeracién de los nacimientos es frecuente-
mente de 10%, y adn de 20%. Las estadisticas mis préximas a la realidad, en
los dltimos afios, se encuentran para Argentina, Ecuador, Guatemala, México,
Puerto Rico, Salvador y Venezuela. La insuficiencia del registro de los naci-
mientos en estos paises es menor que 5%, En cambio la subnumeracidén alcanza
10% a 20% en Bolivia, Chile, Colombia, Costa hica, Honduras, Jamaica, Nicara-
gua, Panami, Perd, Repiblica Dominicana. Tres paises no publican tasas oficia-

les de natalidad: Brasil, Cuba, Paraguay.

Hemos indicado en el cuadro IV, las tasas oficiales o estimadas de nata-
didad en los diversos pafses latinoamericanos. Las estimeciones resultan de cél-
culos hechos por el Servicio de la Poblacién de las Naciones Unidas, segin el
"método de poblacién estable" expuesto previamente de manera esquemdtica. No-
tamos que el supuesto de la estabilidad de la estructura de la poblacién pare-
ce adecuado para todos los paises latinoamericanos, salvo Argentina. En este
pais el método no fué aplicado, puesto que los datos oficiales son de buena ca-

lidad.
Tres conclusiones se obtienen de el cuadro IV:-

1. E1 nivel de la natalidad aparece mis alto en América Central que en A-
mérica del Sur. En la primera parte del continente la tasa de natali-
dad alcanza 50 por mil en tres pafses (Guatemala, Nicaragua y Rep. Do-
minicana) mientras que en Sudamérica la tasa de natalidad no pasa del
L5 por mil.,” Las diferencias entre las tasas de mortalidad son menores,
por lo tanto, el ritmo de crecimiento es més alto en Awérica Centrai

cue en América del Sur.

2. Se riensa generalmente cue se han produéido pocos cambios en los nive-
les de la natalidad en paises latinoamericanos hasta ahora, salvo para
Argentina, Uruguay y tel vez Chile, en donde la fecundidad parece haber
sufrido un ligero descenso hace unos diez o gquince afios. Se puede de-~
cir para casi todos los pafses de Sudamérica, gue poseen una tasa de
natalidad mayor de 4O por mil, gue estdn en el primer estado de la !'Re

volucidén demogréfica” (baja de la mortalidad sin cue se modifique sén—
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siblemerite la fecundid~d), caricterizéndose ¢l segundo estado por el de-

scensos d=r la fecundidad.

3. Argentina y Uruguay tienen tasas p-recidas a las de Europa o de América
del Norte, y muy diferentes a las de otros paises latinoamericanos. Rsta
situacidén puede explicarse por la influencia de la inmigracidn, sobre to-
do de origen europeo, por el nivel educacional, el desarrollo de la urba-

nizacidn y de la industrializacidn,

Cuadro IV. Tasas de natalidad en algunos pafses latinoamericanos (tasas por mil

habitantes}.

Tasa de natalidad

Pais Periddo por mil, redondeada
Argentina (1) 1953-1955 2l
Bolivia (2) 1950-1955 39
Brasil (2) 1950-1955 L5
Chile (3) 1952-1955 36
Colombia (2) 1950-1955 L5
Costa Rica (2) 1950-1955 45
Cuba (2) 1950-1955 35
Ecuador (1) 1950-1955 45
Guatemala (1) 1950-1955 50
Honduras (2) 1950-1955 L5
Jamaica (2) 1950-1955 | 40
México (1) 1950-1955 45
Nicaragua (2) 1950-1955 50
Panamd (2) 1950-1955 45
Paraguay (2) 1950-1955 L5
Perd (2) 1950-1955 L5
Puerto Rico (1) 1950-1955 36
Repdblica Dominicana (2) 1950-1955 50
Salvador (2) 1950-1955 50
Venezuela (2) L5

1950-1955

(1) Naciones Unidas. Anuario demogrédfico 1955.

(2) Estimacidn hecha por el servicio de la Poblacidn de las Naciones Unidas con
el método de la poblacién estable, véase NU,E/CN 9/139

(3) Cabello O.- Jour. Int. Am. St. Inst. Junio 1956, XIV, 302-308.
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Natalidad en Europa.

Los pafses europeos, antesde la segunda guerra mundial, podian ser dividi-

en 3 grupos esenciales respecto a la natalidad (cuadro V):

Paises de baja natalidad (tasas comprendidas entre 14 y 20 por mil). Se en-

contraban en este grupo casi todos los palses de Europa septentrional, occi-
dental y central. Los ndmero de nacimientos y de defunciones se compensaban
mis o menos cada afio. Ademds, la permanencia de esta situacién durante un
largo tiempo habia enveiecido las estructuras por edades de tal manera, que
un enderezamiento de estas estructuras hubiera pedido un movimiento en el

sentido contrario igualmente pronunciado en el tiempo.

Paises de natalidad media (tasas comprendidas entre 20 y 30 por mil) y que

se agrupaban en gran parte en Europa meridional.

Pafses de alta natalidad (tasas mayores que 30 por mil), situados en Europa

oriental, mis la U.R.S.S.

Después de la segunda guerra mundial puede distinguirse casi la misma a-

grupacidn, salvo que las diferencias no son tan pronunciadas. En efecto, un au-

mento de las tasas de natalidad se produjo en el primer grupo, mientras que ¢l

descenso se acentub en el segundo y en el tercer grupo. La baja mis notable se

observé en los palses de Europa meridional: Italia, Espafia, Portugal y Grecia,

y puede decirse que poca diferencia se distingue ahora entre Francia y estos

paises, aln cuando Francia se caracterizaba, hace unos 20 afios, por su débil ni-

vel de fecundidad.

Los paises de Europa oriental han bajado de natalidad en menor proporcidn

oue los palses de Europa meridional.
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Cuadro V., Tasas brutas de natalidad en .los péises europeos, ordenados por orden

creciente en 1930-34. (Tasas por mil habitantes).

Pais 1930-1934 1947-1949 1953-1955

Grupo 1. (baja natalidad antes de la II guerra mundial)

Suecia 14,1 18,2 14,9
Austria 15,1 17,5 15,1
Noruega 15,7 20,5 18,6
Reino Unido 15,8 18,6 15,6
Alemania 16,3 - -

Alemania oriental - 13,1 16,3
Alemania occidental - 16,6 15,6
Suiza 16,7 19,0 17,0
Francia 17,3 22,0 18,8
Bélgica 17,6 17,5 16,7
Dinamarca 17,9 20,4 17,5
Luxemburgo 18,1 14,6 16,1
Irlanda 19,5 22,3 21,2
Checoeslovaguia 19,7 23,1 21,3

Grupo 2. (natalidad media antes de la II guerra mundial)

Finlandia 20,0 27,2 21,5
Pafses Bajos 21,7 25,6 21,6
Hungrfa 23,2 22,3 21,2
Ttalia 24,5 21,5 - 18,0
Espafia 27,6 22,2 20,4
Polonia 28,9 28,4 29,3
Portugal 29,3 25,6 23,3
Grupo 3. (alta natalidad antes de la II guerra mundial)

Grecia 30,0 18,6 19,0
U.R.S.S, 30,0 2 25,7
Bulgaria 30,3 24,2 20,3
Rumania 33,7 22,1 23,7

Fuentes: Naciones Unidas, Anuario demogréfico vy Boletin mensual de Estadfstica,
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V..Natalidad en Canad4, Bstados Unidos, Australia, Nueva Zelandia y poblacidn

europea de Sudéfrica,

En ‘este grupo de paises la tasa de natalidad ha aumentado desde hace unos
veinte afios, y el nivel general actual es muy parecido al de Europa oriental (Cua-

- dro VI).

Cuadro VI. Tasas brutas de natalidad en Canadd, Estados Unidos, Australia, Nue-

v va Zelandia y Unidn Sudafricana (tasas por mil habitantes).
Pafs 1935-1939 1947~1949 1953-1955
Australia 17,2 23,4 22,7
Canad4 20,3 27,8 28,1
Nueva Zelandia (europeos) 17,4 25,9 24,6
Unién Sudafricana(europeos) 24,7 26,6 ' 25,1

Fuentes: Neciones Unidas, Anuario demogridfico y Boletin mensual de Estadistica.
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CAPTITULO IT

LAS RELACIONES FUNDAMENTALES DE UNA POBLACTION ESTABLE

Tomaremos una poblacién estable, es decir, una poblacién cuyo efectivo va-
rie solamente con los nacimientos y las defunciones, excluyéndose la inmigracién i
y la emigracién. Cada individuo sale de la poblacién solamente por defuncién y
el efectivo sélo crece por nacirmientos de nifios cuyos padres pertenecen a la po-

blacidn.

Habré que tener siempre presente esta hipdtesis, recién enunciada y muy cé-

moda, pero a veces fuera de la realidad, en las piginas siguientes.

Sea N(t) el efectivo de la poblacién a principios del perfodo t: B(t) el
nimero de nacimientos y D(t) el nfimero de defunciones en el curso del mismo pe-
riodo t; A\ N(t) el incremento de la poblacién entre el principio del periodo

del periodo t y el principio del periodo t + 1. Podemos decir:

(1) /\ N(t) = B(t) - D(t)
El incremento relativo es:

(2) LN B(t)

Arnm - TNRY T W

w]
Zama N
ct

) " b(t) - d(t)

]

siendo b(t) y d(t) las tasas de natalidad y de mortalidad.

La relacidn fundamental.

Sea p(a,t) la probabilidad, evaluada al momento del nacimiento, de que un
individuo sobreviva al instante t y edad a. ¥l nacimiento de este individuo

tiene luego lugar al instante t - a.

Supongamos ahora que la mortalidad no varia con el tiempo, lo que nos per-—
mite escribir p(a), en vez de p(a,t). Las probabilidades de supervivencia a la
edad a son las mismas, cualquiera que sea la época considerada. Para calcular

p(a), se aisla un ndmero de recién nacidos 1(o) y se calcula las relaciones

%%%% del nlmero de sobrevivientes en la edad 1(a) con el mimero inicial de
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Cuadro VIT, Comparacidn entre distribuciones por edades registredas y calculadas

en la hipdtesis de un estado estable de la poblacidén (ambos sexos).

Grupos de Alemania (1891-1900) Suecia (1910)

edades Observada Calculada Observada Calculada
0-9 244 L4, 218 218
10-19 198 198 192 135
20-29 164 170 156 155
30-39 134 131 125 129
LO~L9 105 101 102 107
50-59 78 78 88 86
60-69 50 51 66 65
70-79 22 23 L0 10
80 y més 4 ) 13 15
Tota} 999 1001 1000 lOOd
Gruros de  Inrlaterra (1871-1880)

edades Ohsurvada Calculada

0-4 136 138

5-9 120 116
10-14 107 106
15-19 97 96

20-24 89 87

25-3L L7 149

35-LL 113 117
L5=54 86 86

55-64 59 60

65-7L4 33 32

75 v mis 13 12

Total 1000 —555

Fuente: A, Lotka - Théorie analyticue des associations biologiques - Deuxiéme

partie.

Paris, 1939, Hermann & Cie. 149 p.
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Cuadro VIII. Comparzcidn entre la estructura por edades de la poblacién de Chile

o v la estructura por edades de una poblacidn estable que tenga igual
natalidad e igual tabla de vida cuc las de Chile alrededor del afio

" 1952 (poblaciones reducidas en 100.000). Las poblaciones estables

tedricas corresponden a esperanzas de vida al nacimiento de 50 afios

para hombres y 53 afios para mujeres, a tasas de incremento de 0,0200

v para hombres y 0,0225 para muieres.
: . Hombres Mujeres
v Edades Poblacidén al Poblacidn Poblacidén al Poblecién
30-VI-1952 * estable 30 -VI-1952 * estable
3.428 3.382 3,204 3.162
1-4 12.220 11.977 11.499 11.603
5-9 13.239 13.043 12,568 12.826
. 10-14 11.258 11.473 10.906 11.330
. 15-19 9.949 10.089 10.104 9.779
X 20-24 8.915 8.798 9.309 8.737
- 25-29 7.346 7.632 7.783 7.613
- 30-34 6.427 6.612 6.720 6.632
35-39 6.141 5,712 6.228 . 5.753
4O-Lid, 5.309 4.903 5.180 L.963
' 15-49 12399 162 352 L.255
50-54 3,545 3.473 3.492 3.603
55-59 2.749 2.822 2.881 2.999
60-614 2.059 2.203 2.171 2.408
65-69 1.383 1.617 1.529 1.834
J 70-74 834 1.079 964, 1.292
75-79 L57 622 597 739
' 80-84, 221 287 329 335
) 85-89 85 oL 129 115
- 90-94 27 18 42 25
. 95 y mds 9 2 13 3
Totales  100.000 100.000 100.000 100,000

i % Poblacidén de Chile censada el 24 de Abril de 1952 ajustada por:
’ 1) Subnumeracidn de los nifios
2) Irregularidades en ciertas edades (método de King-Karup)
. 3) Incremento hasta el 30 de Junio de 1952,
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Cuadro IX. C4lculo de la tasa de natalidad v de la estructura por edades en u-

na_poblacidn estable gue tuviera igual tasa de incremento e igual

tabla de vida que las de Chile alrededor del afio 1952 (cdlculo pa-
ra mujeres).

2 022 i P Séggo KB L@ pr(a)e
0,00000 1,00000 1,00000 0-1 0,90546 0,90546 0,03162
0,02250 0,97775 0,87395 1-4 3,39815 3,32254 0,11602
0,11250 0,89360 0,82745 5-9 4,11018 3,67286 0,11329
10 0,22500 0,79852 0,81662 10-14 4L,06325 3,204,459 0,11329
15 0,33750 0,71355 0,80868 15-19 4,00785  2,80051 0,09779
20 0, 45000 0,637 3 0,79486 20-24 3,92425  2,50222 0,08737
25 0,56250 0,56978  0,7748L 25-29 3.82450 2.18026 0,07613
30 0,67500 0,50916 0,75576 30-34  3,73025 1,89929 0,06632
35 0,78750 0,45498  0,73634 35-39  3,62148 1,64L770 0,05753
10 0, 90000 0,40657  0,71225 LO-4L  3,49568  1,4212l 0,04963
L5 1,01250 0,36331 0,68602 L45-49 3,35418  1,21861 0,04255
50 1,12500 0,32465 0,65565 50-54 3,17822  1,03181 0,03603
55 1,23750 0,29040 0,6156L 55-59  2,95742  0,85883 0,02999
60 1,35000 0,2592,  0,56733 A0-6L  2,65970  0,68950 0,02408
65 1,46250 0,23166 0,49655 65-69 2,26768  0,52533 0,01834
70 1, 57500 0,20701  0,41052 70-74 1,78725  0,36998 0,01292
75 1,68750 0,18517 0,30438 75-79 1,16450  0,21151 0,00739
80 1, 80000 0,16530 0,16158 80-84 0,58005  0,09588 0,00335
85 - 1,91250 0,14771 0,0704LL 85-89 0,22240 0,23285 0,00115
30 2,02500 0,13199 0,01852 90-94 0,05320 0,00702 0,00025
95 2,13750 0,11795 0,0027% 95-99 0,0074L0  0,00087 0,00003

100 2,25000 0,10540 0,00020 100-1Q4
"Total 28,63886 1,00000
Recfproco del total (tasa de natalidad) 0,0349175

Bocaz A, Tabla abreviada de vida para 1952. Estadistica chilena. Santiago. Mayo -
Junio 1954, p. 154-160.

%% 3e utilizaron los coeficientes de separacidn siguientes: Ly = 0,25 p(0) + 0,75 p(1);
L%—h ='1,9 p(1) + 2,1 p(5)5 Ls_g = 2,5 p(5) + 2,5 p(10); L1y 3, = 2,50(10) + 2,5 p(15);
e C.

En esta columna aparece también la estructura por edad de una poblacién estacionaria.
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Caso particular de una poblacidn estacionaria.

Consideramos ahora una poblacidn estable de un tipo particular, donde la tasa

de crecimiento vegetativo es cero(r = 0). Luego la ecuacidén (10) se transforma en:

(15)  Cy(a) = b p(a)

En una poblecidn estacionaria, sometida a la misma tabla de vida, el nime-

ro de individuos de cada edad es proporcional a le probabilidad de superviven-

cia indicad: por la tabla de vida.

En cuanto a la tasa de natalidad; llega 2 ser:
w

/

/
(16) br=o =1 p(a) da = l/LO

Ot

siendo LO la esperanza de vida al nacimiento, es decir, el ndmero medio de a-
afios de vide dentro de un grupo N de individuos sometidos durante toda la vida
a la misma tabla de sobrevivencia. Emplezndo los simbolos actuariales escribi-

remos:
a=w

ot
0

M
m!—‘

=0

bl

Bn una poblacidn estacionaria la tasa de natalidad, como la tasa de morta-—

Iidad es igual al reciproco de la esperanzza de vida al nacimiento.

De la misma manera que el estrdo estable es logrado a largo plazo si se
mantuvieran constantes las tasas de natalidad y de mortalidad, el estado esta-
cionario es el cue se obtendrie si las tasas de natalidad y de mortalidad per-

manecieran iguales durante un largo tiempo.

Edad media de una poblacidn estable.

La edad medis de une poblacidén estable juege un papel importante como se
verd mis adelante. Sea A, esta edad media. El nimero de indivuduos de edad a,

durante el afio t es, como ya lo hemos visto anteriormente:
c(a) N(t) = b ™™ p(a) N(t)

El nimero de afios vividos por este grupo es:



¥
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abe =~ pla) N(t)

De manera cue la edad media de la poblacidn es:

b N(%) /fa e ' p(a) da
A= 2
r Ay
b N(t) e”T2 p(a) da
z(

Transformaremos esta expresién para que sea mis fdcil de calcular.

to desarrollaremos e T2 en serie de Taylor:

Para es-

oTA Ly _Ta g2 _ rlal + rlah _
1! 2! 3! L1 cens
luego:
W) w A/ v
-ra. r 2 P
e pla) da = | p(a) da - 17 a pla) da + TR p(a) da - .
o) o o o)
y
W "U tat inf
r 2 21 3
a T2 p(a) da = | a p(a) da - Tl e p(a) da + 5T | @ p(a) da - ....
6' }O O [e)
Llamaremos
)
(18) L, = )f s pla) da
o

el momento de orden n de la funcidn de supervivencia.

En particular, el momento
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w

de orden cero Ly es la gsperanza de vida ya encontrada (Lg = (p(a) da).

(]
Tenemos luego:
w 5
2
“Té _(a = r r -k
J'e p(a) da =Ly - 371y + 5y Lo~ gty T oo
)
w
ra T 2 I‘3
ae p(a)da—Ll-—ﬁL2+—§TL3-§1—Lh+ ..... o
o Thrak v Aps = A,
Pt o B
y Ar llega a ser: Lol L, .
r r2 1‘3 | L‘LQ""\-OL’Z:’ L\L° GVL‘
A_Ll_.I_!_~L2+'2—!'L3—-3TLLL+ ; ri. L, v—l:: __7\,.)_‘_2
r — —————
1, - X 1.+ r2 r3 LS Lo e
o 1r1 21

(19) A, =117 2T o7 373

donde

Il

(20) >\ E}_

(21) /\2 ;—2_(;%

it




: 3
oo, hile (b
(22) A,=7=-3 + 2{=
30 1 L, Ly~ \Lo/
o2 , 2 / L
L Ly L L L, ;Lo\
(23 A = 31_3(2) 2(h -6(1)
) R S PR P v SRS FO(\ ) I,

0

:Knhes llamedo el seminvariante o cumulante de orden n de la funcidén de su-
pervivencia *,

Valores de seminvariontes hasta cierto orden son indic2dos en los cuadros
X y XI  por diferentes niveles posibles de mortalidad. En los cuadros XII y
XITI se indica un ejemplo de cdlculo de los tres primeros momentos y seminvarian-

tes de la funcidn de sobrevivencia para Brasil, 1940, mujeres,

Edad media de una poblacidn.zstacionariza,
_Po

Recordando gue en una poblaciédn estacionaria r = 0, la ecuacidn (19) liega

a ser:

(24) A=A =L

En el cuadro XIV son indicadas las edades medias en poblaciones estables
segin diferentes niveles de mortalidad, caracterizados en la esperanza de vida
21 nacimiento y diferentes niveles de tasas de incremento y a base de la férmu~
la (19). Las edades medias que correspondcn a tasas de incremento iguales:a

cero se refieren, entonces, a poblaciones estacionarias,

Relacidn entre la edad media de una poblacidn estable, la tasa de incremento y

las tasas de supervivencia,

La ecuacidn (19) se puede escribir:

A
3.2 A -
R TR P

#* Sobre la relacidn entre momentos y cumulantes véase: M,G, Kendall, The advan-
ced theory of statistics - London - Griffin 1947, p.60.
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Cuadro X Seminvariantes de primer, segundo, tercer v cuarto orden

segdn la esperanza de vida al nacimiento (Qombres).

LO -7\ 1 /2 7\3 7\4

20 22,2825 305,4677 3,561,465 27.899
22 23,1281 320,5383 3,645,272 38,500
24 23,9463 334 ,9808 3,708,918 48,600
26 24,7376 348,8060 3,757,600 59,600
28 25,5023 362,0245 3,780,510 71.500
30 26,2408 %74 ,6467 3,790,846 82,980
32 26,95%4 %86,6833 %.785,801 96,500
34 27,6404 398,1446 3,766,572 109.400
36 28,3024 409,0414 347344353 121,200
38 28,9396 419,3843% 3,690,339 132,500
40 29,5524 429,18%7 3,635,726 142,770
42 30,1410 438,450% 3,571,710 154,000
44 30,7061 447,1944 3,499,485 164,100
46 31,2478 455,4268 3,420,246 173.800
48 31,7665 463,1581 3.335,188 183,000
50 32,2625 470,3987 3,245,507 19%.410
52 32,7364 . 477,1593 3,152,399 203,000
54 - 33,1883 483,4502 - 3,057,058 212,200
56 33,6187 489,2822 2,960,678 221,500
58 34,0279 494,6659 2,864,456 229.900
60 34,4164 499,6117 2,769,589 238,117
62 34,7845 504 ,130% 2,677,268 246,000
64 35,1324 508,2320 2,588,691 253,500
66 35,4606 511,9276 2,505,052 260,000
68 35,7695 515,2277 2.427,546 265,900
70 36,0594 518,1427 2,357,370 271,039
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- . . -
adro XI Seminvariantes de primer, secgundo, torcer y cucrte orden gefgun

esperanza de vida al nacimiento (mujeres).

Lo /1 Ao >6 N+

20 22,3318 324 ,4885 4,181,018 27.899
22 2%,2323 339,0932 4,245,965 38, 500
24 24,1001 35%,0592 4,286,252 48,600
26 24,9356 366,4044 4,303,602 59,600
28 25,7397 379,1472 4,299,739 71.500
30 26,5132 391,3055 4,276,387 82,980
32 27,2568 402,8976 4,235,270 96. 500
34 27,9713 41%,9416 4,178,110 109,400
36 28,6574 424,4557 4,106,632 121,200
38 29,3158 434 ,4579 4,022,560 132.500
40 29,9474 443,9665 3,927,616 142,770
42 30,5528 452,9993 3,823,526 154,000
44 31,1329 461,5753 3,712,012 164,100
46 31,6382 469,7117 3,594,793 17%.800
48 32,2196 477,4271 3,473,608 183,000
50 32,7280 454,7395 3,%50,165 193,410
52 33,2139 491,6671 3,226,194 203,000
54 33,6782 498,2281 3,103,417 212,200
56 34,1216 504 ,4405 2,983,560 221,500
58 34,5447 510,3226 2,868,344 229,900
60 34,9486 515,8925 2,759,494 2%8,117
62 35,3337 521,1633 2,658,734 246,000
64 35,7010 526,1681 2,567,787 253,500
66 36,0511 530, 9102 2,488,377 260,000
68 36,3847 535,4126 2,422,228 2654900
70 36,7028 539,6935 2,371,063 271,039
* Sc tomé, con bastante aproximacion, para la estinacidn del senine

variante, orden 4, 7\“4 los valores indicados en el cuadro anterior para

1os hombres.
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Cuadro XII. C4lculo de los momentos de la funcidn de sobrevivencia para Brasil,

1940, muijeres.

Bdsd a p(a) 2 p(a) 22 p(a) 2 p(a)
0 1,00000 0 0 0
1 0,83120 0,83120 0,83120 0,8312
2 0,81073 1,62146 3,204,292 12,9717
3 0,79026 2,37078 7,11234 21,3370
4 0,76979 3,07916 12,31664 49,2666
5 0,74923 3,74615 18,73075 93,6537
10 0,72545 7,25450 72, 5,500  725,4500
15 0,70868 10, 63020 159,45300 2.391,7950
20 0,68495 13,69900 273, 98000 5.479,6000
25 0,65419 16,35L75 L08,86875 10.221,7187
30 0,6217L 18,65220 559, 56600 16.786,9800
35 0, 58896 20, 61360 721, 47600 25,251, 6600
4O 0,55578 22,23120 289, 24,800 35.569,9200
L5 0, 52160 23,17200 105624000 47 . 530 , 8000
50 0,48370 24,,18500 1209,25000 60.462, 5000
55 0,43980 24,,18900 1330;39500 73.171,7250
60 0,38795 23,27700 1396,62000 83.797,2000
65 0,32387 21,05155 1368,35075 88.94,2,7987
70 0, 24840 17, 38800 1217,16000 85,201, 2000
75 0,16517 12,38775 929,08125 69.681,0937
80 0,08791 7,03280 562, 62400 15,009, 9200
85 0,03320 2,82200 439,87000 20.388, 9500
90 0,01100 0, 99000 89,10000 8.019,0000
95 0,00480 0, 45600 © 4,3,32000 4o 115;4000
100 0,00048 0,04800 Iy, 80000 4,80 ,0000
Ly = 42,56123 *
Ly = 1.354,56688  °
L, = 62.736,79948 ¢
L3 = 3.415.350,7508 *

* De la edad 5 en adelante se utilizd la regla de los trépecios para hacer las
sumatorias en cada intervalo de cinco afios de edad.
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Cuadro XIIL Cédlculo de los semirwariantes de la funcidén de sobrevivencia para

Brasil, 1940, mujeres.

2
L L
Lo = 42,56123 % = 31,8263 <El\ = 1.012,9134
Ly = 1.354,56688 . e
L= 62.736,7998 == = 1.474,0363 ( f];) = 32.237,2857
Ly = 3.415.350,75080 LO /‘LO 2
ig = 80.245,5838 2‘;5}) = 6L4ibTh, 5TLL
L, L
1 =2
T == = 46.913,1215
0 LQ ’
L, L
3 L—l i_z_ =140 739, 3645
o o
80.245,5838
1.474,0363 - 140.739,;36L5
| - 1.012,9134 + bl 7l 5L
A, = 31,8263 AL = 461,1229 Ay = 3.980,797
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Cuadro XIV, Idad media en poblaciones estables segﬁn diferentes niveles

de la nortalidad y de la tasa de incremento (hombres).

Espgzanza Tasa de incremento
~ . vida al : : : : :
) nacimiento 0,0000 0,0100 0,0150 0,0200 0,0250 0,0300 0,0350 0,0400
. Ly
20 22,2825 19,411 18,117 16,923 15,831 14,847 13,972 13,211
" 22 23,1281 20,111 18,752 17,498 16,354 15,326 14,417 13,633
24 23,9463 20,790 19,366 18,053 16,857 15,785 14,841 14,033
26 24,7376 21,447 19,961 18,592 17,346 16,231 15,254 14,424
28 25,502% 22,083 20,537 19,018 17,819 16,565 15,658 14,808
30 26,2408 22,698 21,094 19,617 18,275 17,08l 16,043 15,173
. 32 26,9534 23,292 21,633 20,106 18,721 17,491 16,428 15,544
34 . 27,6404 2%,866 22,154 20,577 19,149 17,883 16,794 15,895
. 36 28,3024 24,419 22,655 21,030 19,559 18,257 17,139 16,221
38 28,9396 24,769 23,139 21,467 19,953 18,615 17,468 16,530
40 29,5524 25,466 23,604 21,886 20,331 18,955 17,778 16,817
42 30,1410 25,961 24,053 22,292 20,697 19,288 18,083 17,103
44 30,7061 26,436 24,484 22,681 21,047 19,60% 18,370 17,368
46 31,2478 26,894 24,899 23,055 21,384 19,906 18,645 17,621
48 31,7665 27,332 25,297 23,414 21,702 20,196 18,906 17,860
50 32,2625 27,753 25,680 23,762 22,020 20,481 19,268 18,106
52 32,7364 28,156 26,048 24,094 22,%21 20,754 19,417 18,337
) 54 3%,188% 28,542 26,400 24,414 22,610 21,015 19,656 18,559
56 3%,6187 28,910 26,737 24,721 22,389 21,259 19,890 18,779
” 58 34,0279 29,263 27,059 25,014 2%,155 21,511 20,112 18,985
S 60 54,4164 29,598 27,368 25,296 23,412 21,746 20,328 19,188
62 34,7845 29,918 27,662 25,565 23,659 21,972 20,538 19,385
] 64 35,1324 30,222  27,94% 25,823 23,896 22,191 20,741 19,578
. 66 35,4606 30,510 28,210 26,070 24,122 22,400 20,935 19,761
68 35,7695 30,783 28,464 26,305 24,340 22,602 21,123 19,939

70 36,0594 31,041 28,705 26,529 24,548 22,796 21,305 20,111
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Esta ecuazcidn de segundo grado, permite el cdlculo de la tasa de incre-

mento anual r:

LR
2t Vo2 O e

(25) r = ~

3

El interés préctico de esta relacidn es de permitir la obtencién de r co-
nociendo solamente la edad nediz AL (o sea, la estructura por edades) y los se-
minvariantes de la tabla de vida de la pobl2acidn estudiada o de una poblacién
que tendrfa un nivel sanitario muy parecido. Para este propésito podria utili-
zarse una de las 40 tablas de vida modelos establecidas por el Servicio de la
Poblacién de las Naciones Unidas *, en caso cue no se pueda consegulr una tabla

de vida,

Una propiedad de la edad media.

La edad media de una poblacidn estable se exrresa de la manera siguiente,
como va lo hemos visto:

W
/

J a e T p(a) da

(17)  Ap ==
)/ e~T8 p(a) da

o}

Cuando la tasa de jincremento r varfa, esta edad media varia también, pero

en el sentido contrario a r. Una poblecidn estable tiene una edad media tanto

més alta cuanto més baja es la tasa de incremento, En efecto:
wS

(a - AI.)2 p(a) e T® da

d A
26 r_ 0
( ) dr st
j/p(a) e da
o]

que es necesariamente negativo,

# Schémas de variations de la mortalité selon l'age et le sexe, Tables types
de mortalité pour les pays sous-développés. Naciones Unidas. N.York 1956 ST/
SOA/3ER A/22
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Se puede notar también que A, es la edad para la cual la proporcidén del
efectivo permanece constente euando r varia. S3i consideramos, en efecto, la
reparticidén por edades:

a

pla) e”"
(27) cla) = ™
p(a) €T da
o

Vemos que cuando r varia, la familia de curvas representativas admite una
envolvente cuyo punto caracteristico se obtiene derivando respecto a r, lo que

da:

. (28) v;? pla) e + = " = p(a) e = ¢
[s(a) ev2 aa [ p(a) er da‘
) o .

es decir Ar = g

Veremos mds adelante que dos poblaciones que tienen la misma mortalidad,
pero que difieren en fecundidad, y luepo en tasa de incremento, tienen iguales
proporcicnes de individuos & una edad prdéxime a la edad media de las dos pobla-

ciones,

Otra relacidn entre la tasa de natalidad, la tasa de incremento y las ta-

sas de supervivencia.

Hemos visto una relacién entre la tasa de natalidad, la tasa de incremen-—
to y las tasas de supervivencia mediantc la férmula fundamental (ll). El célcu~
lo de b sezin esta férmula puede hacerse evaluando el integral por uno de los mé-
todos bien conocidos de integr-cidn de la funciones arbitrarias., Una simplifica-
cidn puede resultar de una transformacidén de la férmula de la edad media:

w

J/a e 7% p(a) da
(17) A, —

j/;“ra p(a) da

@)
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En efecto, volvemos a la férmula fundamental (11):
w
(11) 1/b = }(e—ra p(a) da
. o

Si derivamos esta férmula respecto a la variable r obtenemos:

W
galég = - J/a e 7% p(a) da
s}

de menera que la edad media A, llega a ser:
L3

1 d41/b
(29) AL =T/% “T7

L = d Logg b
. r dr

®

Integrando las dos partes de esta ecuacidén obtenemos

X Pero, segin (19):
(19) A=t - A

r r Y r-
r- 1 51T T 3317 L +

De manera que:
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Siendo bO la tasa de natalidad en una poblacién estable donde la tasa

de incremento es nula, o sea, una poblacidén estacionaria cuyo valor es como lo
hemos visto:
vy

1
1 pla) da = T

(16) br )

=O=

O

Luego, la ecuacién (29) se transforma en:

1 2.1 3 1 7
’\l r -3 Aé ro+ 3T XB -1 ‘\L r* 4

(30) b=2=%

Este férmula permite el cdlculo de la tasa de natalidad en una poblacidn

estable si solamente se.conoce la tasa de incremento y la tabla de vida.

En el cuadro XV estdn indicados los valores de la tasa de natalidad en-
contrados mediante la férmula (30) seglin diferentes valores de la tasa de in-
cremento y diferentes esperanzas de vida al nacimiento. Previamente se ha cal-
culado los valores de los momentos y de los seminvariantes de las diferentes
tablas modelos de mortalidad utilizadas segin el método que indicamos ante-
riormente, Las curvas de b en funcidén de r, para un nivel dado de la esperanza
de vida al nacimiento, son casi lineales; y fédcilmente puede obtenerse un va-
lor de b que corresponda a dos valores de r indicados en el cuadro por inter-

polacién de primer grado.

Si tomamos, por ejemplo, el caso de Chile en 1952, para el cual tenemos
r =0,0225 y Ly = 52 , el cuadro XV nos indica una tase de natalidad de 37,16
por mil. Esta cifra corresponde casi exactamente a la estimacién que se hizo
mediante otro método (a base de los censos y de las estadisticas de mortalidad.

Véase los estudios de O, Cabello sobre la utilizacidén de este método. *).

* Cabello O. Integralidad del registro de nacimientos y oportunidad de la ins-
cripcién en Chile, 1920-1953. Estadistica, Junio 1956, XIV, No. 51, pdgs.
302-307. ‘
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Cuadro XV. Tasas de natalidad en poblaciones estables, segin la espesranza de vi-
da al nacimiento v la tasa de incremento (tasas por mil nacimientos).
. Espgganza Tasa de incremento (en o/o%)

e al 3,00 [1,25) 1,50 1,75] 2,00| 2,25] 2,501 2,75 3,001 '3,25! 3,50 | 3,75| 4,00
32 LO,83 43,40 |46,05148,75 (51, 51 | 54,33]157,19{60,10 {63,06}66,05]69,07 [72,12{75,21
34 38,66 |11,16|43,72|46,34 49,02 {51,76| 54, 51 57,38 (60, 25| 63,15| 66,11 [69,07|72,10
36 36,73 {39,16|41,65{44,20 46,81 149,48]52,20) 54,97 |57,77|60,6263,51 |66,42{69,37
38 35,00 37,3639,79 42,28 44,80 |47,43]|50,08] 52,79 |55, 54| 58,32|61,15 |64,00]66,89
40 33,44135,76138,10140,53|43,02{45,57148,16{ 50,80 {53,491 56,2058,99 {61,79{ 64,62
L2 32,02|34,26136,5738,9441,38143,87|46,41| 49,01 |51,64|54,3257,04 |59,79(62, 57
Lb 30,72132,91135,16137,49139,87 (42,3244 ,80| 47,34 149,93]52,56]155,23 |57,93 50,66
46 29,53 |31,67133,87{36,1538,4840,87{43,32| 45,81 (48,35| 50,9453, 56 |56,21| 58,89
L& 28,43 130,52{32,68{34,90}37,19|39, 54 141,93 44,38 {46,88|49,42}151,99 |54, 60 57,25‘
50 27,41 129,46(31,58133,76]35,99138,30 |40,66{43,07 |45,52{48 02]50,55(53,13|55,72
52 26,48 128,50 130,55]32,69|34,89137,16|39,47 41,80 |44,25] 146,71149,20 |51,73| 54,29
54 25,60 127,56129,59131,49{33,85{36,07138,35{40,67 |43,05|45,46{47,92150,41}52,93
56 2L,77 |26,69128,68(30,73]32,86|35,04 37,2739, 55 {41,88| 44,26 { 16,67 49,17 51,60
58 24,00 ]25,88 127,83 29,851 31,921 34,06 |36,25|38, 5L |40, 79{43,12145,49 |47,90| 50,34
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ANEXO T

Estructura por edad en poblaciones estables.,

A continuscidn estén indicadrs 1-°s estructuras por edad en poblaciones esta-

bles, obtenidas seglin la férmula (10) para diferentes niveles de esperanza de vi-

da al nacimiento (LO) y diferentes niveles de la tase de incremento r.

El detalle del cdlculo es semejante al indicado en el cuadro.
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L4
Estructura por edades en poblaciones estables wodelos segun el
nivel de la espcranza de vida al nacimiento y de la tasa de in-

cremento.
= = r= Ir= r=

L, = 32 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
0 - 14 3,075 3,734 4.401 5.044 50645
15 - 49 5,211 5,064 4,764 4.391 3.980

50 - 64 1.190 891 641 448 306
65 y + 524 311 194 117 69
Total 10,000 ‘ l0.000 10,000 10,000 10,000
L, =24

- 14 2.982 3.651 4.32 4.972 5,580

15 - 49 5.229 5.066 4.734 4o422 4,017

50 - 64 1,255 938 673 475 326
65 y + 534 345 215 131 7
Total 10,000 10,000 10,000 10.000 10,000
L =136

0
o -14 2,896 34567 4,243 4.899 5.514
15 - 49 5,201 5.065 4.302 4.452 44054
50 - 64 1.310 984 714 503 345
65 y + 593 384 241 146 87
Total 10,000 10,000 10.000 10,000 10,000
L = 38

0
0 - 14 2,818 54489 4.168 4.832 5.454
15 - 49 5.172 5,061 4,814 44477 4.086
50 - 64 1.361 1.028 749 529 364
65 y + 649 422 269 162 96
Total 10,000 10,000 10,000 10.000 10,000

continua en la pazina siguiente
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LO = 40 5,00 0,01 0,02 0,03 0,04
0 - 14 2.745 3,417 4,101 44769 5¢397
15 - 49 5,142 5,054 4.827 4,500 4,115
50 - 64 1,408 1.069 782 554 382
65 y + 705 460 290 177 106
Total 10.000 10.000 10,000 10,000 10,000
L = 42

[¢]
c - 14 2.676 36349 4.036 4,708 5e343
15 - 4’9 50109 5.045 40835 4’.520 4’014‘1
50 - 64 1.452 1,107 813 578 400
65 y + 763 499 316 194 116
Total 10,000 10,000 10,000 10,000 10.000
L = 44

o}
N - 14 2,612 3,285 2,975 4,653 56293
15 - 49 5.077 5.0%3 4.840 44,536 4,165
50 - 64 1,492 1.143 8453 601 417
65 vy + 819 539 %42 210 125
Total 10,000 10,000 10,000 10,000 10,000
L = 46
0
0 -~ 14 24553 3,225 %,918 4,600 50244
15 - 49 59045 50021 4.844’ 4‘0552 40182
50 -~ 64 1.527 1.176 870 622 432
65 y + 275 578 363 226 138
Total 10,000 10,000 10,000 10,000 10,000
L = 48

(o]
0O - 14 2.497 %+169 %.864 4,549 5,200
15 - 49 5.014 5.009 4,348 4.566 4,208
50 - 64 1.560 1.206 896 6473 447
65 y + 929 616 392 242 145
Total 10,000 10.000 10,000 10,000 10,000

. L 7z . . .
continua en la pagina siguiente
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Ir= r= r= = T=

Lo = 60 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04
0 - 14 2,241 2,907 3,610 4,313 4.987
15 - 49 4,836 4,927 4,843 4.618 4,294
50 - 64 1.699 1.342 1,015 738 520
65 vy + l.224 824 532 331 199
Total 10,000 10,000 10.000 10,000 10,000
L = 62

0
0 - 14 2,208 2,874 3.577 4,284 4,959
15 - 49 4,811 4,914 4,841 4,626 4,305
50 - 64 1,716 1.359 1,030 751 529
65 y + 1,265 853 552 339 207
Total 10.000 10,000 10,000 10.000 10,200
L = 64

o]
0 - 14 2.177 22843 5547 4,254 4,932
50 -~ 64 1.731 1,374 1.044 762 538
65 y + 1.304 881 570 355 215
Total 10,000 10.000 10,000 10,000 10,000
L = 66

o]

0 - 14 2.144 2,807 3.511 4,221 4,902
15 - 49 4,760 4,887 4,836 4.634 4.326
50 - 64 1.746 1,391 1.060 ) 548
65 y + 1.350 915 593 370 224
Total 10,000 10,000 10.000 10.000 10,000
L = 68

o]
0 - 14 2.111 2,772 3477 4,188 4,873
15 - 49 44,733 4,375 4,833 4.639 40336
50 - 64 1.761 1.407 1.074 783 558
65 y + 1.395 948 616 385 233
Total 10,000 10,000 10,000 10,000 10,200

continua en la pagina siguiente
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r=

L, =70 §,00 0,01 3,02 0,03 0,04
0 - 14 2,075 2,754 3,441 4.154 4,842
15 - 49 4,698 4.854 4,826 4,643 4,346
50 - 64 1.775 1.424 1,090 801 568
65 3 + 1.452 9e8 643 402 244
Total 10,000 10,000 10,000 10,000 10,000
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ANEXO IT

Uso de las poblaciones estebles en algunos problemas de estimacidn.

Se encontrarin para diferentes tipos de poblacicnes estables:

1. La estructura por grondes grupos de cdad segin diferentes niveles de esperan-
za de vida al nacimiento(Lo)y diferentes tasas de crecimiento (r) en el ane-

xo I,

2. Las tasas de natalidad correspondientes & estas poblaciones modelos en el cua=

dro XV,

3. Las tasas de mortalidad resultan de las diferecncias entre las tasas de incre-

mento (Anexo I) y de las tesas de natalidad (cuadro XV).

4. Las tasas brutas de reproduccidn correspondientes g esas poblaciones en el

cuadro XXI.
5. Las tasas netas de reproduccidn en el cuadro XX.

6. Una estimacién del intervalo medio entre dos generaciones en el cuadro XIX.

Una utilidad cue puede cbtenersedel conjunto de estos cuadros es permitir, co-
nociendo solamente dos de los ocho factores considerados (estructura por edad, r,

Lo’ b, d, Ro’ Rg s Tr)’ reconstruir los seis factores restantes.

Por ejemplo conocemos, para una poblacidn estable, la tasa de incremento r,
mediante los efectivos totales de la poblacidn en censos sucesivos,y la estructura
por grandes grupos de edad. Se encuentra en el anexo I la esperanza de vida al na-
eimiento, en el cuadro XV 1la tasa de natalidad, en los cuadros XXI y XX las

tasas brutas y netas de reproduccidn, en el cuadro XIX el intervalo medio entre dos

- generaciones, La tasa de mortalidad se estima en base al Anexo I que proporciona

la tasa de incremento y del cuadroXV que proporciona la tasa de natalidad.

Interpolacidn del tipo lineal permite obtener estimaciones para poblaciones
que tienen datos comprendidos entre dos cifras consecutivas de los cuadros anterio-

Ires.

Veremos més adelante otros métodos que exigen disponer de informaciones ain
mds reducidas para reconstruir el conjunto de los factores desconocidos. Hstos mé-
todos se basan en la comparacidén entre el dato conocido de la poblacidn (por>ejem—
plo la tasa de natalidad) y el de una poblacidn tedrica. La relacidn entre las 2
tasas de natalidad permiten estimar la relacidn entre las tasas netas de reproduc-

cién y de ahi, estimar los demds factores de la poblacidn considerada.
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CAPITULO III

LA POBLACION LOGISTICA

Evolucidn numérica, tass de natalidad, tasa de mortalidad, estructura por edad.

1. Evolucidn numérica.

Segin Malthus la poblacidn crece en progresién geométirica por su fuerza
de expansidén interna; o sea, si N(t) es la poblacién al instante t, y h un paréd-
metro, el crecimiento durante el intervalo de tiempo dt es h N(t)dt, si no ‘in-
terviene ningfn freno que haga disminuir el ritmo de este crecimiento. En 1835
el estadfstico belgé Adolphe Quetelet’* y en 1838, inspirado por éste, el mate-
mético belga P.F. Verhulst ¢ formularon una hipdtesis sobre la intensidad que

debe tener el freno preventivo previsto por Malthus.

La funcidén llamada ”1qgistica" encontrada por estos dos autores para re-
presentar la variacién-de densidad de la poblacidén fué reconsiderada 4alrede-
dor de 1920 por R. Pearl .y L. Reed 3&&¢ que la aplicaron en blologia y por Kuz-

netz #EEE que la aplicé en economfa.

Segln Quetelet el desarrollo de la poblacién es frenado en razén de su
cuadrado. Si k es un pardmetro, la férmula que representa el desarrollo de la

poblacién en el tiempo es:

(31) dN(t) =h N(t) dt - k Nz(t) dt

o}
5 4 Nit
(32) =3~ = N(t) r h -k N(tf‘
* Quetelet A. Sur lthomme et le développement de ses facultés ou essai de

physigue sociale. Bruxelles, 1835, vol. I, p. 277-278.

#%  Verhulst F.P. Noticé sur la loi gue la population suit dans son accroisse-
ment en "Correspondence mathématique et physique publié par A. Quetelet",
tome XVIII, Bruxelles 1835, Deuxi®me mémoire sur la loi d'accroissement de
la;populatlon en "Nouveaux mémoires de l'hcademie royale de Bruxelles" to-
me XX, Bruxelles, 1847.

3% Pearl R. y Reed L.J., On_the methematical theory of Population Growth Me-
tron, vol. 1V, 1923. ' S

3:80% Kugnetz S, Secular Movements in Production and Prices (1930).
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Supongamos %:} N(t), o sea, la poblacidn creciente.

Integrando(32) y escribiendo K = % , obtenemos:

(33) n(t) = i—:ﬁa-g:ht

Efectivamente la ecuacidn (32) se escribe:

d )] K - N(t
ML)~y ) ,.1- MH=hN(t) __Tﬁ_l

dt

gue da:

K d N(t) _
N(t)[K - N(t?] =had

y luego, integrando ambas partes:

K d N(t) _
fN(t)@ -n(ey e

que puede transformarse en:

f@h) + I]\]’(t{}d N(t) = log N(t) - log ‘.If - N(tﬂ= - log & &(IE_)J“

Por lo tanto:

K - N(t) _
log Tt = - ht + a

de donde (poniendo € = e%):

K-Nkt) _ K

-ht a _ =ht
N(t) | N(T) ~ e =Ce

1 =e

y, finalmente:

K _ _ K
+e8ht 7 4 ¢ e-ht

(33) N(t) = I

La curve representativa de esta funcidn estd indicada en el gréfico,
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» Antes de ver las propiedades de la funcidn logistics, calcularemos las
derivadas primera y segunda de N(t).

Célculo de la primera derivada de N(t):

I

_ 2 _-ht _
() = -8 (14 g ett)R g mht(p) = SBE (1 4 ¢ emht)

k

” (31) (&) Cheet ¢ h?
k(1 + C e-ht)? kel 4 o ko + kg2 e-ht

it

La derivada segunda llega a ser:

2 -
. Ch - -
(e = [ne™ht (1 + 0 )2 - ot 21 + ¢ &™) (<gh eht)

- (1 + G e-ht)¥

N ch? (1 +c e_ht)A[—h e”ht (1 4+ ¢ ey L oht 5 gy e"h€]
k (1 +¢C e_ht)h

2ht

Ch? -heht _cpne=?ht+2Che”
k (1 + ¢ eht)3

ch? ehb(g Bt _ 1)
k (L+¢C e"ht)3

It

(35) nri(v)

Propiedades de la funcidn logistica.,

1. Supondremos que el intervalo de variacién de t €8 finito. Cuando t varfa
R de —o0 a + 20 ¢ yarfa de +90 2 0. N(t) es entonces siempre positivo y
crece de O, cuando t = -00 , 3 K = % cuando t = + 00, El eje de las absci-
- sas y la recta K = % son dos asfntotas. Por ejemplo, la poblacidn que vive
en un territorio dado tiene un efectivo comprendido entre O y K; el 1fmite ma-
yor K depende del progreso técnico que permite obtener un provecho.més O menos

abundante del territorio.
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2. La curva es simétrica respecto a un puntol . En el primer tramo, la cur-
va es convexa y en el segundo tramo es céncava. E1 punto I tiene por coordena-

das (punto de inflexidn):

-1 - K
t= h loge C y =3

En este punto la pendiente es mixima e igual a: %%

Gréfico No. 3
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3. La derivada primera es:
C h2

N'(t) =

ht

k e +2kc+k02e‘ht

si t =+00C , el denominador tiende hacia el infinito y N'(t) hacia O. La curve

de 1la derivada N'(t) pasa por un méximo en el punto de las coordenadas:

—J: TZ emeeeem D e
t = n loge C
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4,,El crecimiento absoluto

(36) 9%%&1 = % N(t) Lg - N(t?l
es una funcién al principio creciente y luego decreciente cuando N(t) varfa des-

de su limite inferior haciz su limite superior.

Bl crecimiento es proporcional a2l producto del camino ya transcurrido por

el camino cue queda por transcurrir [K - N(t?]-

A o o d N(t B
5. E1 crecimiento relativo () at se escribe:

(37) S = (e

Efectivamente:

dN(t) _ho e
N(t)dt 1+ C e-nht
gue puede escribirse:
dN(t) _h+hC ety n(@+ceht) . h )
N(t)dt 1+ C e 1 + C e-nt T+ oht
y, como K = %
dN(t) _ d log N(t) _ K _
N(t)dt dt h -k =g =h-kNt)

El crecimiento reletivo es una funcién lineal, siempre decreciente (ver-

se €l gréfico), lo que es confirmado por la experiencia.
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La logfstica normalizada y sus derivadas sucesivas,

La férmula:

K
Nt)= 75 owE

llega a éer, tomando la unidad para medir la poblacién N(t) en su punto méximo K:

(38) N(t) = 'l";'%—;_ﬁf

Si admitimos como origen del tiempo el punto de inflexidén cuyas coordenadas son:

t = % log, C y =
encontramos:
(39)  N(t) = 7o =3~ (L+tamdld)
Tenemos:
(40)  N(t) = 13 i_ht _ 1athnt
y

N(t) + N(=t) =1

-ht
(L1)  Nr(t) = T%‘%“g:ﬁgjg = h N(t) N(-t)
de modo que:
(42) ggtg = h N(-t)

Las derivadas sucesivas son:

(43) N(t) = i—;?ézﬁg

(43) N'(t) =

=
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-h2 e~ht(1 _ ¢~hty
(1 + e‘ht)3

(43) Nrr(y) =

} e~ - ~2ht
(43)  N'r1(t) _nd et - s e+ e
(1 + ohE)k

Estas expresiones son Utiles en el célculo de los nacimientos, defuncio-
nes y de la estructura por edad de una poblacidn logistica como lo veremos més

adelante,

El ajustamiento mediante una funcidn logistica.

El ajuste de una serie logistica a una serie observada suele hacerse por
el método de los'"selected points" de Yule: Se hace pasar la curva por tres pun-
tos que parecen encontrarse sobre la lfinea de tendencia (estos puntos pueden re-
sultar de un célculo de término medio a base de diversas observaciones consecu-
tivas, Sin embargo, siendo la curva no lineal se recomienda es este c8lculo to-
mar puntos préximos., Se obtiene de esta manera tres ecuaciones que permiten de-

terminar los tres parémetros de la curva logistica.

La solucién de este sistema puede simplificarse, tomando tres puntos de
una abscisa equidistante,estando el origen del tiempo ubicado en uno de ellos,

por ejemplo en el primero.
Los puntos son:
0, N(1)
t2) N(2)
2to, N(3)
Escribamos la ecuacidn (33) bajo la forma:

K
a - ht

N(t) =
1 +e

vy, pasando a los logarftmos:

K

a - ht = log————
l+ea—ht
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Tenemos, entonces, el sistema:

K - N(1)

a = log N(l)

(44) a - hty, = log N(2)

del cual comenzamos por sacar K:

_ 2 1(1) N(2) 5(3) - n3(2) [n@) + 8(3)]
N(1) N(3) - N3(2)

(45) X

~-

¥ luego el pardmetro a, rcemplazondo el valor de K en la primera ecuacidn del
sistema (44) y el pardmetro h, reemplazando a y K en la segunda y en la tercera

ecuacién del sistema (44).

Eiemplo: Representacidn de la poblacidn de los Estados Unidos desde 1790 hasta

1540, mediante una funcidn logistica.

E1l cuadro XVI indica, en la columna -3- la evolucién de la poblacidn de
los Estados Unidos desde 1790 a 1940. Los tres puntos elegidos para el célcu-

lo de los parémetros son:

3 A
1800 : 47 =0 N(1) = N\/3,9 - 5,3 * 7,2 = 5,3
1860 : t, = 6 N(2) = A/25,2 ~ 31,5 - 38,6 = 30,4
1920 : tq9 = 12 N(3) = «\/92,0 - 105,7 < 122,8 = 106,1

Se han tomado medias geométricas para un primer ajuste de estos tres pun-

tos,

Luego se encuentra el pardmetro K mediante la férmula (45)

K = 190,8

y los pardmetros a y h:

. K=NQ) K - N(1) _
a = lOg N(l) = 2,3026 LOglO N l) - 3,55
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h=Ll Log [k - w) n(z) _ 2.3026 Log [k - n(1)} n(2)
t, N(1) [K - N(2)] to 10 N(1) TK - N(2)]
h =-0,315

De modo que la ecuacién de ajustamiento toma la forma:

190,8
1+ e3,55-0,315¢

N(t) =

donde t es el tiempo, expresado en decenas de afios y es igual a cero en 1800,
Para calcular los valores ajustados es conveniente escribir:

a-ht _

e REN

¥ poniondo:
K

1 4R

se calculab\de la siguiente manera:

N(t) =

Logi, = 0,4343 Log, b\

it

0,4343 (a - ht)
En el ejemplo tomado:

Logyg M = 0,4343 (3,55 -~ 0,315 t) = 1,542 - 0,137 ¢

Como puede comprobarse, comparando las cifras observadas (columna -3-) y
las cifras tedricas (columna ~6-) la funcién representa de manera bastante fi-
dedigna la evolucidén de la poblacidn de los Estados Unidos entre 1790 y 1940,
a pesar de las guerras, inmigraaién, desarrollo de la industria, etc. Sin
embargo, la previsién de la poblacidén de los Estados Unidos, a base de la fun-
cibén encontrada, indica cifras demasiado bajas para 1950 y 1960. La estimacién
es de 157 millones para 1960, 179 para el afio 2000 y el miximo es alcanzado en
el afio 2040 con 191 millones. La curva logfstica parece conveniente solamente
si quiere obtenerse estimaciones aproximadas a largo rlszo. Para estimaciones
a corto o medio plazo, el método de las proyecciones de poblagién parece ser pre-

ferible,
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Cuadro WI Ajustamiento de la poblacidn de los Estados Unidos por una funcién logis-
tica (1780-1950).

wo v PP WopS me 1ep 0w o128
- -2~ 3~ 4~ ~5- -6~
1780 -2 ceen. 1,815 66,4 2,88
179 -1 3,9 1,679 48,7 3,92
1800 0 5,3 1,542 35,8 5,33
1810 1 742 1,405 26,4 7,22
1820 2 9,6 1,269 19,6 9,75
1830 3 12,9 1,132 1h,6 13,11
1840 4 17,1 0,996 10,9 17,51
1850 5 23,2 0,859 8,2 23,20
1860 6 31,4 0,722 6,3 30,41
1870 7 38,6 0,586 Ly9 39,33
1880 8 50,2 0,449 3,8 50,06
180 9 62,9 0,312 3,1 62,51
1900 10 76,0 0,176 2,5 76,37
1910 11 92,0 0,139 2,1 91,12
1920 12 105,7 -0,097 = 1,903 1,8 106,08
1930 13 122,8 -0,334 = 1,766 1,6 120,53
1940 14 132;0 -0,370 = 1,630 1,4 133,84
1950 15 aeee. 0,507 = 1,493 1,3 145,57
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Generalizacién de la curva logistica.

En razén de su simetrfa la funcién logfstica no se adapta siempre a las ob-

servaciones. Puede introducirse las variantes siguientes:

1) Se supone que la forma logistica empieza solamente después que la poblacidn

ha alcanzado un cierto tamafio N, La ecuacidn es:

(46) NGt) =F+ K
1 +C e—ht

La segunda asintota es N + K. Los cdlculos difieren poco de lo que ya hemos vis-
to.
2) Una generalizacidn introducida por Pearl y Reed y aplicada por estos autores

al campo de la biologfa consiste en utilizar la funcién:

K
B
1+ ¢ oF1b ¥ Pt Py

b7)  N(y) = P FO—_
es el e

La forma de la curva depende entonces del grado n y de sus coeficientes Py La
curva no es ya simétrica. En la préctica los cdlculos llegan a ser muy comple-

jos.

3) Puede suponerse que no es N(t), sino el Log N(t) el que sigue una ley logisti-

ca, por ejemplo, con logaritmo de base 10:

K

(L8) U = Log,. N(t) =
10 1+¢C e~ht

Cuando U varia de 0 a K, N(t) varfa de 1 a lOK, de aquf la disimetria de la cur-

va representativa de la funcidén N(t).

4) Puede, finalmente, ajustarse a las cifras observadas una serie de arcos de lo-
gistica. Este procedimiento puede justificarse solamente si puedendistinguirse
desarrollos diferentes en ciertos perfodos (guerra, inmigracién discontinua) con

respecto a otros.
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II, Nacimientos, defunciones y esturctura por edad en una poblacidn logistica.

Los nacimientos en una poblacidn cualquiera,

Hasta ahora hemos considerado, en el andlisis de la natalidad, solamente po-
blaciones estables. Supondremos en este capftulo, que la poblacidén tiehe tasas

- de natalidad variables con el tiempo en lugar de suponerlas fijas. ¥

> Recordamos la ecuacién fundamental que enlaza el nimero de habitantes duran-

te el afio t con los nacimientos ocurridos durante los afios anteriores:

o

(3) N(b) = fB(t—a) p(a) da

o}

Imaginamos que N(t) y B(t) pueden ser representados de la manera siguiente:

k
(49)  W(x) =ky B (6) +k Pr(8) + 32 P (v) + ...

il

- A c2
<. (50) B(t) ¢, E(t) + cq $r(t) + 5 ?lv(t) ¥ ...
" dond&e?'(t), ¢ (t).., son las derivadas sucesivas de (t).
Introducimos (50) en (49). Pero, antes, desarrollamos B(t - a) en la serie

de Taylor en la ecuacidén (3):

> :
(51) Nu>=f@w)-awu>+%B~@>+uamwda

e}

De (50) obtenemos para las derivadas sucesivas de B(t):

A

(52)  BU(t) =y Pr(t) + ey DU (L) + ...

(53)  B"(t) =c, ¢v'(t) T

De modo que (51) se escribe:
{ 1
(54)  N(t) = ¢y L, P () - (cg Ly =c3 Ly) Pty + 57 Ceg Ly = 2¢y Iy +

, LO)¢ n(t) - ...

#* Lotka A.J. The Structure of a growing population; Humen Biology, Dic. 1931, III,
vol. 4, 459 -493.
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<X

donde Ly = J'an p(a) da.
)

Comparando los términos del mismo orden de la ecuacidn (49) yde la (54), podemos
encontrar N(t), si B(t) es conocido o, al contrario,encontrar B(t) si N(t) es

conocido,

La identificacidn conduce a:

[¥o =< o
s’
j 1,
(55) kl =cq Iy - ¢, Ll = (cl - fS co) Ly
L L
- - 2 o §
“ \‘kz*CoL2-2clL1+°2Lo“(co;—chLO‘rCz)Lo
s etc.

De modo general puede obtenerse la igualdaed simbdlica:

- L 8 \
= - = L
ks (c LO) 0 con s % 0

substituyendo, convencionalmente, en el desarrollo del binomio, indices a las

potencias.

Caso particular: N(t) = k0<¢7(t)

En este caso las ecuaciones (55) llegan a ser:

- ko
c = X
b
Cl= ’\\lco
. (56)
C,p = 7\ cl - ;\2 o

c3 = /\l 02_2>\2 Cl+ >\3 CO ete,



]

Estas férmulas pueden simplificarse si hacemos el cambio de variable:

1 = 4+ o
tt/\l

53~

La ecuacién (3) llega a ser entonces:

Lo
(57)  n(t) = ﬂ:}a (6 = A1) = (a - A1)} p(a) a
9]

Se desarrolla B\(t - )\1) - (a - >\li} en serie de Taylor de una misma ma-

nera que anteriormente en (51).

Pongamos:

(58) B(t1) =cy P(t) + el

Por lo tanto:

pr(t) + ey PU(t) + ...

BI(t') =cf @r(t) + e} o) + ..

Bt (¢1) = cc') <{>"(t) + ...

Se 1lega asi a ecuaciones del tipo (55) donde hacemos:

Ky =k, = ... =k, =

Al =0

lo que permite obtener:

/ C' = E
o I
ci =0
(59N ._
' 02 = —/\2 CO

/-“_'“\,___
0
W
(@]
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De manera que la solucidn (50) de 1la ecuacidn (3) llega a ser:
A
3 5 11 (t')— ...—\

-

-5/ -

(60) B() = 2 [P (pr) - 2 @ (1) + =2
I, P - ¢ ETER
i despreciamos los términos que contienen derivadas de (t') a partir de la

5
segunda derivada, podemos escribir
(61)  B(t) =0 g4
L
0 :
O sea, los nacimientos siguen la misme ley que la poblacidn, siendo solamen-
te trasladados hacia la izguierda en una distencia - Al,cue depende unicamente

de la ley de mortalidad

Nimero de defunciones.
k. @(t) y haciendo el cambio de varia-

En el mismo caso particular N(t)

ble:
t+ (A - L)
A gue de~

! =
se muestra que los mimeros de defunciones siguen también la misma ley que N(t),

siendo solamente trasladados hacia la derecha en una distancia L

pende solamente de la tabla de vida,

Tasa de natalidad, tass de mortalidad y estructura por edad

La tasa de natalidad se obtiene dividiendo B(t) por N(t)

t Freey , 1
__(_)_ 1+ >\l (P ) + 53 -(\\2) t)

(62)  b(t) = N(t)
La tasa de mortalidad se obtiene mediante la igualdad

d N(t)

b(t) - Frey e

=

d(t) =
La estructura por edad resulta de la relacién

p(a)

cfa) = N B
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donde reemplazamos B(t - a) y N(t) por los valores encontrados en (61) y (49).

Caso de una poblacidn logistica.

Utilizaremos la funcidn logistica normaliiada, calenlada en (39). Conoce-
mos sus derivadas sucesivas. La ecuacidén (6é1) se escribe entonces:
ko ht'
(63)  B(t) =f 1/2 (1 + tanh 3 )
0
La curva de los nacimientos es parecida a la de la poblacidén con las di-

ferencias siguientes:

1. Es trasladada, respecto a la curva de la poblacién hacia la izquierda, a una
distancia - A 1
2. La amplitud de la curva, en lugar de ser kO es EQ.
Lo
La tasa de natalidad se obtiene mediante la ecuacién (62) y recordando la

propiedad (42):

se obtiene asi:

(64) b(t) = 7= [1 + 3

; h ¢ (=t) +}

1 J

Las curvas de la poblacién de los nacimientos de las defunciones y del cre-

cimiento absoluto estdn representadas en el grdfico No. 4.
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< d
Grifico No., 4. Curvas de N(t), B(t), D(t) ¥y __géﬁl en una poblacidn logistica

con indicacidn de las posiciones relativas de sus centros.
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CAPITULO IV

FECUNDIDAD -~ REFRODUCCION

Dificultad del estudio: el caricter'"bigene'de la fecundidad.

El estudio de la fecundidad parece a menudo mis dificil que el estudio de
la mortelidad, debido al carédcter'bigene''de la primera, Para demostrarlo esque-
miticamente, descompondremos 12 poblacidn en el instante t, N(t), en funcién de

la edad;

N(t) =

o]

N(a,t)

siendo N(a,t) el nimero de individuos de edad a al instante t.

Tenemos, asimismo, para las defunciones:

D(t) =“;c: D(a,t)
siendo D(a,t) el nimero de defunciones de edad a al instante t.

QLE;E) tendrdn una tendencia a ser més es-
N(a,t)D N

tables que las tasns generales de defunciones N(t)"

Bla,t . . . .
En efecto, las tasas ﬁ%;if% son una especie de pardmetros bioldgico-soclales
2

inherentes a lz poblacidn, pues cambian lentamente con las modificaciones de las

Las tasas de defunciones por edad

condiciones econdmicas y socicles de vida y con el progreso de la ciencia médica,
D(t

Nt es un medio ponderado de estos pardmetros:

mientras que la tasa

(65) PH-T Mol Mablo oo oat) atet)

donde c(a,t) son las proporciones de individuos de edad a2 al instante t y d(a,t)

las tasas especificas de mortalidad al instante t.

Los coeficientes de ponderacidn c(a,t) resultan de la evolucién experimen-
tada por la mortelidad y, sobre todo, por la fecundidad. Solamente en poblacio-
nes estables se mantienen fijos; en todas las demés camnbian de un afio para el o-

tro, lo que hace que laos variaciones de Q%El sean mis complejas que las de Dia,t .
N(t) N(a,t

Hemos descdmpuesto D(t) en une sume. Puede pensarse en descomponer B(t) de

la misma manera. Pero aquf aparece una gran dificultad: las defunciones pueden
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clasificarse segin la edad 21 momento de la muerte, mientras que los nacimientos
deben clcosificarse segin la edad de los dos padres al momento del parto. Sea,
por ejemplo, B{(i,j,t) el mimero de nacimientos al instante t, cuyos p-dres son de

ciad 1y cuyas mtures son de ednd j. Tenamos:
B(t) = & B(i,3,t)
sJ

Puede pensarse en une descomposicidn bajo la forma de un medio ponderado,

como lo hemos hecho para la mortalidad, de la sigulente manera:

o

Sea~ (i,3,t) el nfmero de parejas, cuyos esposos y esposas son de edad i y

j, respectivamnete, al instante t:

Blt) _ s~ :3 i,j.t) B(i,i,t
ﬁ%t_%_y___ (i,3.%) i,3,t)

sJ N(t> .Q(i5j:t)
Si llamamos m(i,j,t) las relaciones %%%4§*%%, o sea, leés tasas de fecundidad
IJI

de las parejas, tenemos:

(66) 1}3 t) = 12;] _QN(J?)Z"L' —)t m(i,j,t)

Esta relacién es de naturaleza diferente, bastante mds compleja cque la cque se

refiere a la mortalidad (65).

Tenemos, en efecto:

z_é_",N(a,t) = N(t)

TOAE,53,t) # N(t)

1sJ
Y, por otra parte, le variacién de los N(a,t) con el tiempo es bastante simple:
N(a,t) no puede disminuir de un afio a otro y de una edad a otra, sino que por
mor£aiidad, sc1lvo N{o,t); mientras que las varisciones de (i, j,t) son mucho
mis complicadas, puesto cue hay "nacimientos" de parejas (por nupcialidad) y
"defunciones" de prrejas (por defuncidn de uno de los contrayentes, divorcios),

cuyas leyes de variacidén son mis complejas cue 1as de la mortalidad.
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Para eviter estas dificultades, los dembgrofos suelen estudiar el fendme-
no de la fecundidad en una poblacién Unicamente femenina (relacionando los na-
cimientos de hijas con las madres, sin considerar los nacimientos de varones
respecto a los padres). Bajo esta condicidn, la descomposicién de B(t) toma

la siguiente forma:

B(t) = ZB(a,t)
a

siendo B{a,t) el mimero de nacimientos de hijas cuyas madres son de edad a al

instante t.  Tenemos, entonces:

B(t) _S— N(e,t) Bla,t) < /. .
(67)  §2y =2 W@ w(at) ~2- o(est) mla,t)
donde N(a,t) es el nimero de madres de edad a al instante t y m(a,t) la tasa de

fecundidad femenina. Este férmula (67) llega a ser semejante a la férmula (65)*.

Pero como lo veremos mfs adelante, ese procedimiento ha recibido muchas
criticas de parte de algunos demdgrafos (en particular Karmel, Hajnal, Hyrenius,
Vincent) que han demostrado que el cdlculo de tasas de reproduccidn a base de
la fecundidad femenina o masculina conduce a tasas intrinsecas de incremento di-
ferentes, Esta inconsistencia no puede mantenerse a laygo plazo y es preciso
reemplazar la tasa de reproduccidn por otro coeficiente que no conduzca a este
inconveniente. Esta es una de las criticas (aqui, m4s bien, de cardcter tedrico)
que suele hacerse en contra de las tasas clésicas de reproduccidén, Sin embar-
go, empezaremos a estudiar los métodos cldsicos y veremos después las criticas

¥ la manera de corregir los procedimientos usuales.

Las diferentes tasas de fecundidad general.

La tasa de natalidad general puede ser reemplazada con ventajas por la
relacién del nimero de nacimientos con el nimero de mujeres en edades de procrea-
cibén, o sea, entre 14 y L9 afios. Usar un denominador més estrecho presenta la
ventaja de eliminar las diferencias de estructura en los tamafios relativos de
la poblacidn en edad de fecundidad. Este ventaja no es tan importante a corto
plazo, ya que la estructura de la poblacidén de mujeres varia poco de un afio a

otro, contrariamente a lo que sucede a largo plazo o en caso de tratarse de com-

* Veremos més adelante que la tasa bruta de reproduccidn femenina supone en la

férmula (67) c(a,t) igual para todas las edades y la tasa neta de reproduccidn
c(a,t) = p(a,t) en la misma férmula (67).
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parar palses en los cuales las evoluciones demogrdficas anteriores difieren mucho

Por razones précticas se relaciona, de ordinario, el nimero de nacimientos
con el de mujeres de 14 a 49 afios. Los limites de edades varian poco de pails
en pals y casi nunca se ha visto, en pafses que tienen buenas estadisticas, atln
con alta fecundided (por ejemplo Canadd hace 50 afios) nacimientos después de 50
aflos; ya entre 45 y L9 afios las frecuencias de nacimientos son muy bajas. En
cambio el 1imite inferior varia bastante, por ejemplo, en Africa del Norte se
encuentran nacimientos entre niflas de 12 afios, lo que casi nunca ocurre enipaises
europeos; en palses latinoamericanos se han observado algunos casos de nacimien—
tos entre niflas de 13 afios; pero se trata de casos aislados y cue no tienen mé-

yor importancia desde un punto de vista estadistico:
Veamos ahora, las diferentes tasas de fecundidad:

a) La tasa de fecundidad gencral total relaciona el ndmero de nacidos vivos y

de las defunciones fetales tardias (mortinatalidad) con el nimero total de

mujeres de 14 a 49 arfios.

b) La tasa de fecundidad legftima total relaciona el nidmero de nacidos legiti-

mos (vivos y defunciones fetales tardfas)con el nimero total de mujeres ca-

sadas de 14 a L9 afos,

c) La tasa de fecundidad ilegitima total relaciona el ndmero de nacidos ilegi—

timos (vivos y defunciones fetales tardfas) con el ndmero de mujeres no_ca-—

sadas (solteras, viudas, divorciadas) de 14 a 49 afios.

d) La tasa de fecundidad general efectiva relaciona el ndmero de nacidos vivos

con el nimero total de mujeres de 14 a L9 afios.

e) La tasa de fecundidad legitima efectiva relaciona el nidmero de nacidos ;cgiti—

mos vivos conel nimero de mujeres casades de 14 a.49 afios.

f) La tasa de fecundidad ilegitima efectiva relaciona el nimero de nacidos vi-

vos _ilegitimos con el nimero de mujeres no casadas de 14 a 49 afios.

La tasa mds importante para medir el incremento de la poblacidn es la ta-
sa de fecundidad efectiva total. Es esta la tasa que usaremos a continuacidn
en las férmulas. En paises latinoamericanos donde la ilegitimidad es bastante
grande, hay que tomar también en cuenta la tasa de fecundidad ilegitima efecti-

va. Como veremos mds adelante, més vale estudiar los dos Indices separados,
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cuando las estadisticas existentes permiten esta separacidn.

Acdem&s puede relacionarse:

- nacimientos de nifias con respecto a mujeres (fecundidad femenina)

- nacimientos de varones con respecto a hombres (fecundidad masculina)

- nacimientos de nifias y varones con respecto a mujeres. (En general suele
usarse esta relacidn).

Damos a titulo de ejemplo ilustrativo, el cdlculo de estas difcrentes tasas
para Chile, en 1952: '

Ndmero estimado de nacidos vivos 3 236.636
Nvmero estimado de nacidos vivos legitimos ¢ 191,671
Nimero estimado de nacidos vivos ilegitimos #* Ll o965

Nimero estimado de defunciones fetales tardfias

(legitimas e ilegitimas) J&s¢ 7e423
Ndmero estimado de defunciones fetales tardias

legitimas a6k ) 6.013
Nimero estimado de defunciones fetales tardias

ilegitimas ¥=a¢ 1.410
Ndmero total de mujeres de 15 a L9 afios e 1.508.007
Ndmero de mujercs casadas de 15 a 49 aflos ¥=aest 724.857
Ndmero de mujeres no casadas de 15 a 49 afios s=aast 783.150

Las diferentes tasas son:

236.636 + 7.423

T 508.007 161,8 o/oo

a) Tasa de fecundidad generzl total :

b) Tasa de fecundidad legitima total : 191'6Zéh+8§%013 = 272,7 ofoo

3 Los nacimientos fueron estimados en base de una tasa de natalidad redondea-
da. de 38 o/oo y de una cifra de poblacidén estimada por el Servicio Nacional
de Estadistica de Chile en 6.227.273 al 30 de Junio de 1952,

W Estimacidn hecha en base de que la subnumeracidén de los nacimientos guarda

la misma proporcién para los legitimos y los ilegitimos (81l% de los nacimien-
tos son legitimos). En realidad la subnumeracidén de los nacimientos es mayor
para los ilegitimos que para los legitimos.

s8¢ Demografia, 1952. Servicio Nacional de Estadistica, Santiago 1955.

sa0e Estimacidn hecha en base de que la proporcidn de ilegitimidad es igual para
los nacidos vivos y las defunciones fetales tardias. En realidad la propor-
cién de ilegitimidad es mayor entre las defunciones fetales tardias que en-
tre los nacidos vivos,

8888 Censo General de Poblacidn y de Vivienda de 1952. . Tomo I. Servicio Nacional
de Estadistica y Censos. Santiago..
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c) Tasa de fecundidad ilegftima total: hh‘9$23flééhlo = 59,2 o/oo

. S 236.636 _
d) Tasa de fecundidad general efectiva: 1.508.007 156,9 o/oo

e) Tasa de fecundidad legitima efectiva: %21'25% = 26L,4 ofo0

f) Tasa de fecundidad ilegftima efectiva: 723:323 = 57,L ofoo

Relacidn entre la tasa de natalided y la tasa de fecundidad general.

Consideramos dos poblaciones llamadas 1 y 2, donde los efectivos al tiempo
t son Nl(t) ¥ Ny(t), los nimeros de nacimientos Bl(t) y B2(t), los nifmeros de
mujeres en edad fértil Fy(t) y Fo(t).

¢Cudles son las condiciones para que la relacién entre las tasas de natali-
dad de las dos poblaciones sea igual a la relacidén entre las tasas de fecundicad

general?

Es evidente gque la condicidn para que:

B, (%) Bp(t)  By(t) B,(t)
e N(t) ~ Fy(t) F,(t)
es que:

Fl(t) F2(t)
Ny(t) © Np(t)

La relacidn entre las tasas de natalidad de dos poblaciones es igual a la

relacidn entre las tasas de fecundidad general cuando las proporciones de muje-

res en edad fértil es igual en las dos poblaciones,

Veremos, en otro capitulo, otra relacidén del mismo tipo en poblaciones es-—
tebles: la relecidn entre les tases de natalidad de dos poblaciones es igual a
la relacidn entre las tasas brutas de reproduccidn, cuando las proporciones de

mujeres en edad fértil es igual en las dos poblaciones.

Tenemos ademés 12 ecuacidn:

_ B(x) _ B(t) F(t) _ F(t
(68)  B(t) = {8y = F(v) N((t% = m(t) fé{%
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siendo m(t) 1la tasa general de fecundidad.

Vemos asf aue la tasa de natelidad es igual al producto de la tasa de fecun-

didad general por la proporcidn de muijeres en edad fértil,

En el cuadro XVII estdn indicadas las tesas de natalidad y de fecundidad ob-
servadas en los diferentes pafses del mundo, en un perfiodo reciente. Se ha to-

mado,en este cdlculo, los datos siguientes:

1.~ Para los piilses que poseen estadisticns de nacimientos seguras y sufi-
cientemente detalladas, las cifras oficiales de las tasas de natalidad y de fe-

cundidad,

2,- Para los paises donde la subnumeraciénAde los nacimientos es importan-
te o para los paises que no llevan estadisticas anuales de nacimientos, las ta-
sas de netalidad fueron estimadas 2 base de tablas modelos de poblaciones esta-
bles (conociendo, por ejemplo, und estimacidn de la esperanze de vida al naci=-
miento y una estimacidn de la tasa de incremento entre dos censos, o & partir de
la estructura por edades y de una estinacidn de le esperanza de vida al naci-
miento, o a partir de la estructura por edad y estimacidn de la tasa de incre-
mento). En cuanto a la tasa general de fecundidad, fué estimada mediante la re-
lacidn (68) a partir de una estructura por edad tedrica que ha parecido adecua-
da. Estos célculos se hicieron para todos los palses latinoamericanos, para la

India, Pakistén, Ceilén, Turqguia, Tailandia y Birmania,

El detalle del cAlculo del coeficiente de corrclacidén lineal entre las ta-
sas de fecundidad y las tasas de natalidad, asi encontrados, estd indicado en
el mismo cuadro. El coeficiente de correlacidn es de 0,992, o sea, muy eleva-
do. Los coeficientes de regresién son de 0,2985 y 3,2969. IEstos indican que
cuando la tasa de fecundidad aumenta de 1 o/oo, la tasa de natalidad aumenta,
en promedio, de 0,2985 ofoo; asimismo, cuando la tasa de natalidad aumenta de

1 o/oo, la tasa de fecundidad aumenta, en promedio, de 3,2969 o/oo.

Aun cuando la correlacidn es muy elevada, un examen detallado permite ob-
tener diferencics significativas. Por ejemplo, Japén y Francia tienen casi i-
gual tasa de fecundidad (69,0 o/oo y 70,0 o/co, respectivemente) y tasas de na-
talidad que difieren bastante (21,5 o/oo para Japdn y 18,8 o/oo para Francia).
La diferencia entre las tasas de natalidad es debida dUnicamente a diferencias
en estructura por edad, siendo la poblacién cde Francia de estructura mis vieja

que la de Japdn, en razdén de una baja fecundidad en largos periodos anteriores,
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Cuadro XVII, Correlacidn entre los tasas de natalidad y las tasas de fecundidad

de los diferentes paises del mundo (1947 - 1954).

T~sns fec. Tesns nnt, 2 2
Pais Aflo  (en of 22) (en 3/0c) x y Xy
i 7
-1- —-2- -3- —l= -5~ -6~ -7-

Luxemburgo 1947 48,8 14,8 2.381,44 219,04 722,24
Alem. occid. 1953 49,7 15,5 2.470,09 240,25 770,35
Austria 1953 49,8 14,8 2.480,04 219,04 737,04
Inglat., y Gales 1953 55,3 15,5 3.058,09 240,25 857,15
Suecia 1952 55,6 15,5 3.091,36 240,25 861,80
Suiza 1953 59,0 17,0 3.481,00 289,00  1.003,00
Italia 1951 59,4 18,4 3.528,36 338,56 1.092,96
Alemania 1937 60,8 16,3 3.696,6L 265,69 991,04
Bélgica 1953 60,8 16,6 3.696,64 275,56 1.009,28
Escocia 1953 61,0 17,8 3.721,00 316,84 1.085,80
Dinamarca 1954 61,5 17,3 o 3.782,25 299,29 1.063,95
Noruega 1953 67,7 18,7 L.583,29 349,69 1.265,99
Japén 1953 69,0 21,5 L.761,00 462,25  1.483,50
Francia 1953 70,0 18,8 1. 900,00 353,44  1.316,00
Argelia (p.eur.) 1948 73,2 21,8 5.358,24 L75,2L 1.595,76
Portugal 1954, 73,7 22,7 5.431,69 515,29  1.672,99
Finlandia 1953 4,0 . 21,9 5.4,76,00 479,61 1.620,60
Holanda 1953 76,8 21,8 5.898, 2l 475,24 1.674,21
Argentina 1950-52 80,0 25,0 6.400,00 625,00  2.000,00
Hungria 1953 81,8 21,6 6.691,24 L6656 1.766,88
Nueva Guinea 1954 82,3 19,1 6.773,29 364,81 1.571,93
Australia 1953 82,9 22,9 6.872,41 524,41  1.898,41
Unidn Sudafr. 1950 8L, L 25,1 7.123,36 630,01 2.118,41,
EE. UU. 1953 85,7 20,6 7344, 49 605,16  2,108,22
Chipre 1951 29,3 27,0 7.975.49 . 729,00  2,411,10
Nueva Zelandia 1954 90,6 - 24,7 8.208,36 610,09 2,237,82
Yugoeslavia 1954 92,3 28,4 8.519,29 806, 56 2,621,32

Africa Sudocc. 1946 94,9 . 28,0 9.006,01 784,00 2,657,20

Continmda en la préxima pigina
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Continuacidn del Cuadro XVII.

—

b . Tnses fec, Tosas net. > 2 ‘
als Afo (en .)/oo) (¢n ofon) b'e y Xy
S ' X J -
-1- -2~ -3- - ~5- -6~ -7-

Canadi 1953 98,8 28,2 9.761,44 795,24 2.78@,16
Rodesia del Sur 1951 99,5 28,5 9.900,25 812,25 2.835,75
Islandia 1950 101,9 28,7 10.383,61 823,69  2.924,53
Israel 1953 102,5 32,1 10.506,25 1.030,41 3.290,25
Marruecos 1951 102,8 27,4 10.567,84 750,76  2.816,72
Cuba 1950-52  113,7 35,0 12.927,69  1.225,00  3.979,%0
Ceildn 1950-52  143,0 40,0 20.449,00  1.600,00 5.720,00
Barloocuto 1952 123,54 38,5 15.,227,56  1.,82,25 4.750,90
Chile 1952 125,1 38,0 15.650,01  1.444,00 4.753,80
Jamaica 1950-52  126,8 40,0 16.078,24  1.600,00 5.072,00
Islas Virgenes 1950 127,3 33,1 16.205,29  1.095,61 4.,213,63
Puerto Rico 1950 135,0 39,0 18,225,00  1,521,00 5.265,00
India 1950-52  138,1 40,0 19.071,61  1.600,00 5.524,00
San Vieente 1953 139,5 42,5 19.460,25 1.806,25 5.928,75
Turquia 1950-52  142,9 40,0 20.420,41  1,600,00 5.716,00
Filipinas 1950-52 17,0 :50,0 29.241,00  2.500,00 8.55Q,OO
Pakistén 1950-52 11,0 50,0 32.761,00  2,500,00  9.050,00
Tailendia 1950-52  170,0 50,0 28.900,00  2.500,00  8,500,00
Brasil 1950-52 146,14 45,0 21.432,96 2,025,00 6.588,00
México 1950-52  147,7 45,0 21,815,29  2.025,00 6.646,50
Costa Rica 1950-52  149,0 45,0 22,201,00 2,025,00  6.705,00
Colombia 1950-52  150,0 45,0 22.500,00  2.025,00  6.750,00
Birmania 1950-52  150,9 45,0 22,770,81  2,025,00  6.790,50
Paraguay 1950-52  151,4 45,0 22,921,96  2.025,00  6.813,00
Bolivia 1950-52  151,8 45,0 23.043,24  2.025,00  6.831,00
Honduras 1950-52  153,2 45,0 23.470,2L  2.025,00  6,89L,00
Perd 1950-52  154,0 45,0 23,716,00 2,025,00  6.930,00
Ecuador 1950-52  154,1 45,0 23.746,81  2.025,00  6.934,50
Formosa 1954 155,5 Lh,5 24,180,25 1.980,25 6.919,75
Pancmd 195-52  156,0 45,0 24.336,00  2,025,00  7.020,00
Singapur 1947 161,14 15,9 26,049,96  2.106,81  7.408,26

Continda en la préxima pdgina



Continuacidn del Cuadro XVII.

~bbom

Tasas fec.

Tasas nat.

Pais Afio  (en o/oo0) (en o/00) x2 y2 Xy

X y

-1- -2- -3~ - ~5- 6 -7~

El Salvador 1950-52  162,3 50,0 26,341,29  2.500,00 8.115,00
Nicaragua 1950-52  163,1 50,0 26.601,61  2.500,00 8.155,00
Guatemala 1950-52  167,6 50,0 28.089,76 2.500,00 8.380,00
Rep. Dominicana 1950-52  167,7 50,0 28,123,29 2.500,00 8,385,00
Venezuela 1950-52  171,4 50,0 29.377,96 2.500,00 8.570,00
Totales 7.146,1 2.089,5 903.163,19  77.748,65 264.727,51

<— —_——
x = 111,65781 p = L 27y
- S 2 :>
7= 32,6483 = TEER

_ 264,727,51 - 111,65781(2089,5)
903.163,19 - 111,65781(7146,1)
_ _31.418,52 _ )
b = m = 0,29852/
b =='§: X4 - Xy
2 yf §'§E-y
31.418,52
7. 748,65 - 32, 6h8h3(208 »5)
_ 31.418,52 _

b! 3.529, 76 3,29688
r =/b b1 =70,98420918 = 0,99207
Ecuacidn de regresidn _
y = = 0,684LL + 0,29853x =y - bx = 32,6483 - 0,298527(111,65781) = -0,68L44

K= 4,02068 + 3,20688y

- b'y= 111,65781 - 3,296885(32,64813) = 4,02068
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a diferencia del Japdn que experimentd una baja reciente de la fecundidad; a

raiz de la ley de "proteccién eugénica" promulgada en 1948,

Fecundidad por afios de edad.

Detallando més el estudio de la fecundidad llegamos a las tasas especifi-

cas o tasas por edad,
Llamando:

B(t-a,t) el nimero de nacimientos de ambos sexos en el afio t y tenidos
por mujeres nacidas en el afio tea; F(t-a,t) el nimero de mujeres nacidas duran-
te el afio t - a y sobrevivientes en el aflo t, la tasa especifica de fecundi-

dad general es:

(69) m(t-a,t) = %531_8

La poblacién femenina que interviene en el cdlculo de esta tasa general
forma un grupo homogéneo sélo con respecto a la edad. Las otras caracteristi-
cas de la poblacidn, cuya fecundidad es estudiada (estado matrimonial, nidmero
de hijos ya nacidos, edad al matrimonio, etc) son enteramente diferentes en
los distintos grupos de la poblacién. Sin embargo, como lo veremos mis ade—
lante, pueden ser calculadas tasas relativas a grupos més homogéneos.

En Sudamérica, donde la fecundidad ilegitima es muy importante, la descomposi-
cién de la fecundidad segdn la legitimidad parece necesaria, ain cuando los da-

tos existentes no permiten en 1o maysria de los casos hacer esta separacidn.

En lo gue se refiere a la forma de la curva de la fecundidad por edad, se
encuentra, en casi todos los paises, una curva que se parece a la curva normal
o mis bien a una curva de Pearson tipo III, debido a una ligera asimetrfa (la
edad media es més €lewada que el modo);la edad media de las madres al nacimien-
to de sus hijos varia desde 27,5 atios en poblaciones donde el nivel de la fe-
cundidad es bajo, hasta 33 aflos cuando es muy alto, Para Chile se encontré u~
na edad media del orden de 28,5 afios y para el estado de Sao Paolo, en Brasil,
del orden de 29 afios, En Francia de antes de la segunda guerra mundial, o sea,
en la época de mis baje fecundidad, la edad media de las madres fué de 27,5 a-

fios,
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Notamos que en general las estadfsticas de nacimientos se presentan por

grupos de cinco afios de edad de la madre. 5i es necesario, puede obtenerse

una transformacidén de una tabla de fecundidad por grupos de cinco afios de edad
en una tabla de fecundidad edad por edad. Existen muchos métodos de interpola-
cidén para este propésito. E1l mds sencillo, v a veces el mds satisfactorio, es
el método grifico. Entre los métodos mecdnicos, uno de los més frecuentemente
utilizados por los demdgrafos se basa en la férmla osculatoria de quinto gra-
do deSprague, cuyos coeficientes fueron calculados por Glover. Con este método
se redistribuye, observando ciertas condiciones, el ndmero total observado para
cada grupo de cinco afios de edad entre niweros estimados edad por edad. Siendo
la cifra relativa a cada grupo guinquenal igual a la suma de las cifras ajus-
tadas relativas a los efectivos edad por edad, deben ser previamente ajusta-

dos los excesos o las subnumeraciones si existen.

Podria verse un ejemplo de célculo en:"Handbook of Statistical Methods for
Demographers". United States Department of Commerce. Bureau of the Census,

Washington 1951, p. 107.

Otra dificultad en el estudio de la fecundidad: la necesidad de una doble cla-~

sificacidn de los nacimientos,

Hemos visto la dificultad que tiene el caricter "bigene" de la fecundidad

en la medida de este fenémeno., Otra’dificultad que existe tombién para la mor-

talidad, resulta de la definicidn de 1o tasa cspecifica de fecundidad.

En efecto para calculer la tasa especifica, es preciso conocer:
l. La clasificacién de miujeres empadronadas segin la fecha de nacimiento.
2. La doble clasificacidén de nacimientos, para cada afio, segin la edad y

segin la fecha de nacimiento de la madre.

T e i wm mae o w— gpam | wm— - - — o—

Consideramos el grupo de madres de edad comprendida entre a y a + 1. Es
fécil comprobar que ese grupo es inconsistente y no pérmanece idéntico a si
mismo; sus unidades se remuevan constantemente en el curso de un atio, Ademés,
la diferencia extrema entre dos miembros del grupo puede alcanzar dos afios,
Sea, por ejemplo, las mujeres de 20 a 21 afios en 1953 (edad exacta). En el cur-

so del afio 1953 las nacidas en 1932 y que cumplirdn 21 afios los logy 2 y 3 de
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Enero pasardn en el grupo de 21 a 22 afios. En cambio, el grupo se aumentard
poco a poco con las personas nacidas en 1933 que cumplirdn 20 afios en 1953.
De tal manera, que el 31 de Diciembre de 1953, el gruro, enteramente renovado,

no comprenderd ninguna de las personas que figuraban el 1. de Enero,

Ademds, la diferencia extrema de edad lograréd dos afios entre las pergonas
que cumplen 21 afios el lo., de Enero de 1953 y las que cumplen 20 afios el 31 de
Diciembre de 1953. Esas dificultades desaparecen si tomamos el grupo de perso-
nas nacidas el mismo afio, por ejemplo, las personas nacidas en 1933, la cohorte
1933, en lugar de las mujeres que tienen 20 a 21 afios en 1953. Tendremos enton-
ces, mujeres, que difieren a lo mis en 1 afio y se puede decir que la edad media

de este grupo es de 20,5 afios.

Clasgificacidn de los nacimientos.

—— . — ——— ——— — o — p— —— — — ——

Parece natural tomar los nifios nacidos de madre que tienen la misma edad.
Pero, aguf también extrema de edad puede lograr dos afios. Para un cdlculo exac-
to es preciso relacionar los nacimientos de mujeres nacidas en 1933 con el ni-
mero de madres nacidas en 1933. Se plantea entonces la necesidad de dividir en

dos grupos los nifios nacidos de madres de 20 a 21 afics en 1933:

1. Los nacidos de madres'que nacieron en 1932 antes de cumplir 21 afios,

2. Los nacidos de madres que nacieron en 1933 después de cumplir 20 aﬁbs.

Gereralmente,disponemos de estadisticas de cohortes, en los censos, 1o que
nos satisface respecto al denominador de la tasa de fecundidad., En cambio, por
los nacimientos tenemos sélo, en la mayoria de los paises, la clasificacién res-
pecto a la edad de las madres y no a sus fechas de nacimiento. De manera que
se puede calcular sdélo tasas anuales de fecundidad que no son més que valores
aproximados de los cuocientes definidos mis arriba., Sin embargo, en paises sub-
desarrollados esa causa de aproximacidén es insignificante junto a otras causas

de errores,

Las tasas brutas v netas de reproduccidn.

Hemos llegado a tasas de fecundidad por edad o grupo de edad, mejorando
asf la medicidén del fenémeno‘”fecundidad"; Se plantean todavia las necesidades

siguientes:

1. Eliminar las perturbaciones que traen diferencias entre estructuras
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por edad dentro del grupo de las mujeres en edad fértil, o sea, de 14 a L9 a-
flos. ’

2. Disponer de un Indice dnico para sintetizar la situacidn en un momento
determinado en un pafs, en lugar de un conjunto de tasas que hace dificil formu-

lar un julcio sobre el nivel de la fecundidad.

Para loirar estos dos objetivos se usa un procedimiento andlogo a la stan-
darizacidén, calculando tasas brutas y netas de reproduccidn, que no son otra
cosa que tasas standardizadas de natalidad. El cdlculo de la tasa bruta consis-
te en hacer una suma de las tasas especificas de fecundidad; la poblacién mode-
lo es entonces una poblacidén rectangular en donde el nimero de mujeres de cada .
edad es el mismo., E1l cédlculo de la tasa neta consiste en la suma de los produc-
tos m(a) p(a) de las tasas especificas de fecundidad por las tasas de superviven-
cia; la poblacidn modelo comprende entonces en cada edad el nidmero de mujeres

supervivientes encontrado en la tabla de vida.

La tasa bruta de reproduccidén femenina, llamada aqui, Ré se expresa por

la férmulac:

(70) R > (a)
O ! = k a
© %Ifrn

siendo k la relacidn entre el nimero de nacimientos femeninos respecto al ndme-

ro total de nacimientos...

La tasa neta de reproduccién femenina, llamada aqui R se expresa por la

férmula:

49
(71) B, = k% m(2) p(a)

La tasa neta de reproduccidn fué empleada por primera vez por Boeckh en
1884 *, pero es Kuczynski ¢ quien, en 1907, tuvo el mérito de poner de relie~
ve las ventajas de estas tasas y divulgarlas, M&s tarde Lotka y Wicksell, in-

dependientemente, introdujeron la tasa en andlisis matemdtico, con objeto de

% Boeckh R, Bulletin de 1'Institut International de Statistique. Vol V,, premilre
seccion, p. 166, '

#*%* Kuczinski R. Bericht iiber den XIV. Internationales Kongress flir Hygiene und
Demographie. Berlin, Sept. 1907, vol. III, p. 1472 -1484.
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medir la fecundidad y la reproduccidén en poblaciones modelos. Estos anélisis se
encuentran hoy del mayor interés en el estudio de paises subdesarrollados, en par-
ticular para paises latinoamericanos, ya que el cardcter estable supuesto en los
modelos es aln mds adecuado para estas poblaciones que para aguellas en qﬁe pen-
saban Lotka y Wicksell hace unos treinta aflos. El detalle del cdlculo de las ta-
sas brutas y netas de reproduccidén se indica en el cuadro XVIII, tomando como e-

jemplo Chile en 1952.

La columna -1- indica les edades de las madres de 13 a 49 afios, por grupos

de cinco afios de 15 en adelante. Recordamos que el célculo correcto de un cuocizsn-
te de fecundidad necesita la doble clasificacidn de los nacimientos segin la edad
y segin la fecha de nacimiento de las madres. De hecho, disponemos solamente de
datos segin la edad, sobre todo en paises subdesarrollados donde una gran parte de
la gente desconoce su fecha de nacimiento y ni sigquiera sabe su edad de manera muy
aproximada, Pero, como ya lo hemos visto, esta causa de error es muy débil en com-
paracidn con las otras que existen (subnumeracién de nacimientos, distincién incier-

ta de los mortinatos y de los nacidos vivos, ctc.)

La columna -2- indica los nimeros de mujeres en el censo de Abril de 1952 ajus-
tados por irregularidades en ciertas edades (ajuste segin el método de King-Karup)
y por €l incremento poblacional hasta el 30 de Junio de 1952, Estos ndmeros ajus-
tados, edad por edad, fueron luego agrupados en cinco afios desde los 15 a los 49
afios.

La columna -3- indica los ndmeros de nacidos vivos, ambos sexoé, segin la edad

de las madres, tal como resulta en el registro del estado civil.

La columna -4- indica los nimeros de nacidos vivos, ambos sexos, segln la ed&d
de las madres ajustadosde la manera siguiente: se supone que la tasa de-natalidad~
en 1952 fué de 37 ofoo, dando asi un nimero de nacimientos de 232.915, en lugar de -
los 189.226 nacimientos registrados con edades de madres conocidas. La reparsicién
de estos 232,915 nacimientos segin los grupos de edades de las madres, se hizo a-

doptando la misma reparticidén que para los 189,226 nacimiemntos registrados.

La columna -5- indica las tasas de fecundidad por mil mujeres, relacionando
las cifras de las columnas -~4— y —-2-.

La columna -6~ indica las edades pivotales dentro de cada grupo de edades.

La columna -7- indica las tasas de supervivencia de mujeres en las edades pi~

votales calculadas a partir de la tabla de vida de 0. Cabello, obteniendo las
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Cuadro XVITL.Ejemplo de cdlculo de tasas especificas de fecundidad, de tasas brutas

v netas de reproduccidn. Chile 1952,

. Nimero de  Ndmero esti- Tasas de Tasa de
Edad de  Nimero de ,.idos vi mado de na- fecundi- 2dad Supervi P (a)=ula)p(:
la madre  mujeres  y¢,5 regis- cidos vivos dad ofoo Pivotal  vencia BT maPy
trados m(a) p(a)
~1- -2 -3~ e -5~ -6- -7~ -8~
13-14 128,932 L5l 559 k3 14,0  0,82523 3,548
15-19 316,191 19.223 23.661 74,8 17,5 0,81733 61,136
20=21, 292.311 54.002 66,470 22744 22,5 0,80294 182,589
25-29 342,102 L6.861 57.680 238,2 27,5 0,78577 187,170
30-3L4 208.896 33.510 L1247 197,5 32,5 0,76813 151,706
35-39 196,119 23.468 28.8236 147,3 37,5  0,74852 110,257
LO=LJ, 160,781 Q.54 11.7,8 73,1 L2,5 0,72590 53,063
L5~49 134.600 2,164, 2,661, 19,5 L745 0,69973 13,644
Total 189,226 232.915 :
L5-49
2 5 mla)+5 m(a) = 4,8976
13711 15-19
L5-~49

2 E%;;i m(a) p(a) + 5:2;: n(a) p(a) = 3,8049

15-19

il
Il

R! = 0,48780 * 44,8976 = 2,3890

Ro = 0,48780 * 3,80L9 = 1,8560



73—

edades intermedias que no figuran en la tabla con interpolacidén de Newton.

La columna -8- indica los productos de las tasas de fecundidad con las

tasas de supervivencia -5- x -7-.

La tasa bruta de reproduccién se obtiene haciendo:

- la multiplicacidén por dos de las tasas m(a) relativas al grupo de edad
13-14 afios; '

- la multiplicacidén por 5 de las tasas m(a) relativas a los grupos de cinco
aflos de edad, del grupo 15-19 aflos, en adelante;

- élproducto por el coeficiente 0,48780 de la suma total, siendo 0,48780 la
proporcién de nacimientos de niflas por 100 nacimientos de ambos sexos,

El resultado final indica 2,3890.

Se supone asi, que de la edad 13 a la edad 14, un grupo hipotético de

100 mujeres de cada edad experimenta 2 veces la tasa media del grupo real de

mujeres de 13 a 14 afios; de la misma manera se supone gque de 15 a 19 afios, un

grupo hipotético de 100 mujeres de cada edad experimenta 5 veces la tasa media

del grupo real de nujeres de 15 a 19 afios, etc.

Esta aproximacién trae pocas fuentes de errores en el cdlculo: la tasa

de.reproduccién calculada edad por edad difiere en un 1% de la tasa de repro-

duccidn calculada por grupos de cinco afios de edad segin la regla previa,

La cifra de 1a tasa bruta de reproduccidn, o sea, 2,389, significa que

100 mujeres que tuviesen la misma ley de fecundidad gue la experimentada en

Chile durante el afio 1952: pero cue no estuviesen sometidas & ninguna causa de

muerte desde el nacimiento hasta la edad de 49 afos, darian nacimiento a 238,9

hijas.

La tasa neta de reproduccidn se obtiene haciendo:

-~ la multiplicacidn por 2 del producto m(a) p(a) relativo al grupo de edad
13-14 afios;

- la multiplicacidn por 5 de la suma de los productos m(a) p(a) relativas
a los grupos de cinco afios de edad, del grupo 15-19 afios en adelante;

~ el producto por el coeficiente 0,48780 de la suma total,
El resultado final es 1,8560.

Aqui también puede comprobarse que la tasa neta obtenida a partir de grupos

de edad difiere muy poco de la cue se obtendria a base de tasas de fecundidad
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y de supervivencia relativas a aflos de edad.

La cifre de la tasa nets de reproduccidn, o sea, 1,8560, significa cue 100

mujeres que hubiesen experimentado las mismas leyes de fecundidad y de mortali-

dad ocue las mujeres de Chile durante el afio 1952 darfan a luz 185,6 hijas.‘Es—

te resultado indica también, como lo veremos mds adelante, que la poblacidn de

Chile crecerfa en 85,6% en una generacidn, o sea, en 29 afios, si las leyes de

fecundidad y de mortalidad relativas al sexo femenino observadas durante el afio

1952 permaneciesen constantes en el futuro.

Notaremos que también pueden calcularse tasas brutas y netas de reproduccién
masculina, siguiendo un procedimiento similar al que acabamos de ver para las ta-
sas femeninas., Encontrarfamos, en este caso, para la tasa neta, el nimero de va-
rones que tuviesen 100 hombres si se supone que las tasas de fecundidad masculi-
na y las tasas de supervivencia relativas a hombres se mentuvieran constantes.
Los resultados difieren entre tasas relativas al sexo femenino y tasas relativas
al sexo masculino y esto se entiene flcilmente, ya que el intervalo medio entre
dos generaciones es mayor para hombres gue para mujeres; en cambio la tasa de in-
cremento no puede diferir, a lergo plazo, entre poblacidn masculina y poblacidén

femenina.

Interpretacidén de las tasas de reproduccidn.

La tasa neta de reproduccidn representa la razdn de reemplazo de una genera-—
cidén por la préxima, en el supuesto de la permanencia de las leyes de fecundidad
y de mortalidad, Cuando la tasa es igual a 1, la poblacidn estéd en equilibrio
y cada generacidn asegura integralmente su reemplazo., La poblacidn es estacio-~
neria (la tasa de incrememto r es igual a 0). Si la tasa neta de reproduccién
es mayor que 1, la poblacidn crece en forma exponencial (la tasa de incremento
r es positiva). S5i la tasa nete de reproduccidn es menor que 1, la poblacidén
decrece también en forma exponencial (la tasa de incremento es negativa). Dare-
mos, en el capfitulo siguiente, la justificacidn tedrica de las evoluciones com-
paradas entre la curva de la tasa neta de reproduccidén y la curva de la tasa de

incremento.,

RO tiene una interpretacién simple, Consideramos una mujer al momento de su

nacimiento y que sean m,, M5 Mye.. las probabilidades respectivas evaluadas al
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nacimiento de esa mjer, para que tenga, durante su perfodo fértil 0, 1, 2 ...
hijos.

Sea:

ql(al) da; la probsbilidad, si esta mujer tiene una hija, que esta hija naz-
ca cuando la macdre tenga una edad comprendida entre al v al + dal.

q2(al,a2) dal da, la probabilicdad, si esta mujer tiene dos hijas, que estas
dos hijas nazcan cuasndo la madre tenga una edad comprendida entre a; y 3y + dal

»

" i
y entre aj y &, + da2. (al\\_az) ete,

La probabilidad para esta mujer de tener una hija cuando es de edad compren-

dida entre a y o - {a &s entonces:
‘m{a) da = m a + . a +
m(a) Y ql(a) da m, qg(a, o) da da,, m, qg(al’a) da, da + ...

y sumando para todas Jas edades:

9.2 X

(?O o .

; ‘ - - e -\

i = o ’

i m(a) da = my ! ql(a) de + m, da f qz(a,az) da, + ) q2(al,a) dall + ..
3 o e 0 -

1(‘\.’ >—)
T —

(72) R = m(a) da = m + 2 m, + 3 m.3 T oeees

O "\,._...._,,._Nw

Aparece asi que RO es el ndmero medio de hijas que tendria una mujer duran-—
te su perfodo fértil, nimero evaluado al nacimiento de esta mujer.
Veremos mds adelante que puede lograrse esta misma férmula (71) a partir de

un raciocinio mediante probabilidades de tener 1,2,.... hijos en funcidén de los

intervalos intergenésicos en lugar de calcularlas como agui en funcidn de la

edad de la madre (método de L. Henry).



76~

CAPITULO V

RELACION ENTRE LAS TASAS DE REPRODUCCION Y LA TASA_INTRINSECA
DE INCREMENTO

La ecuacidn fundamental.

Seguiremos suponiendo la poblacidén cerrada (ausencia de emigraciones e inmi-

graciones).

Consideramos el némero de nacimientos durante el intervalo de tiempo dt,
B(t) dt, procedentes de madres de edad comprendida entre a y a + da, nacidas en-
tonces entre los instantes t - a y t - a + da. Entre estas madres, las que han

sobrevivido en el intervalo dt son B(t-a) p(a,t) dt = B(t-a) p(a,t) da.

Supongamos que‘m(a,t) y p(e,t) son, por el momento, independientes del tiem-

po v escribiremos sélo m(a) y p(a).

Haremos también el supuesto, en todo este capitulo, que m(a) es la tasa de

fecundidad femenina y p{a) la tasa de sobrevivencia de las mujeres de edad a.

El nimero de hijas nacicdas de las B(t-a) p(a) da mujeres es B(t-a) p(a) m(a)

da y la suma para todas las edades es:

. 49
(73)  B(t) = \ B(t-a) p(a) m(a) da
i3

Esta ecuacidn fundamental enlaza los nacimientos de nifias ocurridos duran-—

te el afio t con los nacimientos ae nifias de la generacidn anterior.

Es evidente que la funcidén B(t), atunque casi seguramente continda, no pue-
de expresarse por la misma funcidn de t en cada punto de su desarrallo. Una G-
nica funcidn utiliéada entre las edades extremas de la fertilidad nd puede pre-
tender més que una representacién aproximada de B(t). Sin embargo, esta hipéte-
sis es muy cémoda y la adoptaremos, suponiendo que la misma funcién para B(t)
puede substituirse en ambos lados de la ecuacién (73). Por esto escribimos que

B(t) puede expresarse por una serie de exponenciales:

t. t
(74)  B(t) = Q e+ Q, o2 +

LRI Y



77~

de modo que la ecuacién (73) se escribe:
r,t -r.a r-t
Yrled p(a)m(a)da+Q262

(75)  B(t) =0 e e %% (a) m(a) da + ....

o e e

Identificando término a término los coeficientes de e + s €% ,... en los

miembros derechos de las ecuaciones (74) y (75) 1llegamos a:

":;)O

(76) . ¢ 0" p(a) m(a) da =1

donden=1, 2, ....

Verificando esta igualdad para r,, Thy «ee S€ llega & la conclusidn que las

constantes r, son rafces de la ecuacidn:

Q

(77) ¢ ™ p(a) m(a) da =1

que admite solamente una raiz real, ya que se verifica para un cierto valor de
r y que no se verifica para un valor real diferente. En efecto, sea P una

raiz real, y tendremos:
)

e’Pa p(a) m(a) da =1

(-]

Para P >P e Pra p(a) m(a) <e—P&L p(a) m(a) , y entonces e p'a m(a)

o

‘ P
p(a) £1. Andlogamente esta integral es mayor que 1 para P (:\Fi
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En cuanto a los coeficientes Qn’ ellos dependen de las condiciones inicia-

les en las que se encuentra la poblacidn.

Propiedades de la ralz real de la ecuacidn fundamental.

. v

o0
Ve

-ra
= je p(a) m(a) da

/\s

\ \
N \{O
v(‘_\‘: g*/ =1 \.f\l\/\ \\J, =]
s |
L N *:Ea$
o boa
| ' I" T
o | ! T
1 O] e
|f o ;} i
1 ' N
“/ r \\ ———— Cae
p 0 ? i

Grifico No. 5. Posiciones relativas de la tasa neta de reproduccidén y de la

tasa intrinseca de incremento.

De manera general, podemos escribir:

o
<O
;

e™™® p(a) m(a) da

) (78)  ¥=

[o X N——

Derivamos Y con respecto a la variable r:
o0

d¥

EF = _|a ™™ pla) m(a) da
dr
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Este resultado es esencialmente negativo, ya que p(a) m(a) (producto de
una tasa de fecundidad por una probabilidad) es positivo.. V' es entonces una

funcidn decreciente de r.

Por otra parte tenemos:

+ <

¥Y=0 cuando r

- OO

ﬂj= + CxC cuando r

La ecuacidn (77) admite entonces una raiz dnica en r (se trata de la raiz

real como ya lo hemos visto).

Esta rafz es positiva si Ro>>l, recordando que R es el valor deY¥ para
r =0, y negativa si RO<:1. El gréfico indica la posicidén de R  con respecto

a 1 cuando la raizf de (77) es positiva o negativa.

Rafces compleias.

La ecuacién (77) tiene un mimero infinito de rafces complejas, que toman

la forma:

= + 1 i = -1
(79) Prl u o+ iy con i=+/-1 |
Escribiendo estas raices bajo la forma trigonométrica, tenemos:

t u t
ePn =e N ( cos vt + 1 sen v, b)

e
3L

% 3e llega a esta forma, escribiendo:

P : t
o nt - e (un + 1 vn) 1 - eun 1 Vnt

e
ivpt .
Se desarrolla e en serie de Taylor, donde se hace:
i2 =1 i3= -i ih= 1 15= i 16= -1 etc. , y se llega a:
ivyt v2"t2 vh tlF v6 t6 v, t v3 t3 V5 t5
e” 0 o= ( 1 - B ! n + ) + i(on n . _ )
- 2" L],l b 6! ‘0.0 0 11 -— 31 5,! s e

En la serie del primer paréntesis se reconoce el desarrollo en serie de

Taylor del cos vt y en la serie del segundo paréntesis el desarrollo del sen v,t.



La ecuacidn (75) llega a ser:

B(t) = eFt‘+ Gn ' cos v b+ 1 S Q eunt sen v t
A n n
- 7P Fp

Como B(t) es necesariamente real tenemos:

El 1imite de esta expresidn, cuando t tiende hacia el infinito es:

(81) B(t) = QF e?t

ya que u, es casl siempre negativo en la préctica.

Asi vemos que las raices complejas introducen oscilaciones en la evolucién
T Unt
del ndmero anual de nacimientos; el término £ Qn © cos v,t, expresan-

. : n
. . . 3 t . . .
do esas oscilaciones que van amortigudndose alrededor de Q Y , término aperid-

dico. Después de un cierto tiempo queda solamente QE, ePt‘, demostrando asi

gue desde este momento los nacimientos siguen una ley exponencial,

La tasa intrinseca de incremento.

La poblacidn total en el momento t es dada por la ecuacidén(3):
o0

(3)  n(v) =J(B(t—a) p(a) da

O

Introduciendo en (3) la ecuacién (81) obtenemos:



81—

{}>o
% eft [ ef® pla) aa

N(t) =
(o]
(82) n(t) = K &P
(8 e]
donde: [' 0
K =0p | e p(a) da = Efl
4 P
o)

ya que, segln la ecuacidn (11):

o0
bP = 1/(,{(3-'?&L p(a) da

Puede resumirse de la manera siguiente lo que sucede:

Siempre cue la poblacidn quede cerrada vy que la mortalidad y la fecundi-~

dad a cada edad permanezcan constantes, cualesguiera que sean la estructura

por edad inicial y los niveles de la mortalidad y de la natalidad, la cifra

de la poblac¢idn v la cifra de los nacimientos varian, luego de un cierto. tiem-

po, segin una leyv exponencial. La tasa de incremento se acerca al valor asin-

tético P, 1llamado intrinseco, cue mide la capacidad fundamental de multipli-

cacién de una poblacidn liberada de la influencia de la estructura inicial.

Sin embargo, la tasa intrinseca no trae indicaciones sobre las fases in-
termediarias por las cuales pasa la poblacidén. Estas fases intermediarias son

descritas por las rafces complejas de la ecuacidn (76).

la gran ventaja de la tasa intrinseca respecto a la tasa de incremento

vegetativo (diferencia entre la tasa de natalidad y la de mortalidad) es de

no depender de la reparticidén por edades, y por lo tanto de la evolucién anterion

Relacidn entre la tasa intrinseca de incremento y la tasa de reproduccidn.

ilecurdamos 1o relncidn peneral (78): ;

o
#/ =.j/;—ra p(2) n(-) ¢~
)

Llamamos R el momento de orden n de la funciény (2) = p(a) m(a):



)
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o0
n
(83) R,o= |2 ¥(a) da
4 o
El momento de orden cero, ya encontrado, Ro = J/’?>(a) da es la tasa neta
de reproduccidn, ©

. . L
La primera derivada de ¥ con respecto a r es:
oo

() B g m
O

Llamamos M, le edad media de las madres al nacimlento desus hijas, Esta

edad media se expresa por:
23

J e~ Te Yg(a) da
(85) M, ==

r 00
e~ra Y(a) da

;
|

O N

En efecto:
- el nimero de mujeres de edad a es:
c(a) N(t) = b e~Ta pla) N(t)
- el ndmero de nifias tenidas por esas mujeres, que corresponde también
al nmimero de madres de edad a es:
c(a) m(a) N(t) =b e™7® p(a) m(a) N(t)
- el nimero de afios vividos por esas madres es:
ac(a) m(a) N(t) = a b e ¥ p(a) m(a) N(t)

De modo que la edad media de las madres al nacimiento de sus hijas es

exactamente la expresién indicada en (85).

Combinando (85) y (84) obtenemos:

i'x;\
%ﬁ? =-M, | e P(a) da

|
!
=
o]
RS
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gue también puede escribirse:

Q{%; =~ M, dr

Integramos esta éxpresidn:

T
Log¥ = Log RO - J( M, dr
o

r
—g M, dr
(86) Y= R, e "
Llamamos T, el intervalo medio entre dos generaciones, o sea, el interva-
lo de tiempo dentro del cual tiene lugar un crecimiento de poblacidén igual a la
relacidén entre dos generaciones sucesivas:

r
(87) T = S M, dr
(e}

r

ol |

de modo que:
(88)  Y-r &7

Podeémos escribir Mr y T, en funcidén de los momentos y semivariantes de
la funciédn Y’(a) de la misma manera que hemos escrito la edad media de una po-
blacién estable en el capitulo II en funcidn de los momentos y semirvariantes

ra

de p(a). Por esto, desarrollande e % en serie de Taylor en el numerador y en

el denominador de M, en la ecuacidén (85), obtenemos.

2 3
r r- - Ir-
M =R1—1‘TR2+ o1 R3 31 RL].+ cee
r 2 3
r - - r -
By -Th YR -gy B3t Ty -
(89) M_ = R r r +
S P Py 413 21 ‘A(a 31 7
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«® =Rl

ag! R,

_By B\
- M2 =& |5
; (90) A1 ﬁ_RB ; R2 Rl Ry 3
" 3 RO E; ﬁg * 2 RQ
2 2 L
. 4 =i-u§3i—3&\+1zﬁg(\ﬁ) 6(51'\
b Ro RO Fo \Ro B Ro - RO
etc.

A« 15 /(2, A(B, Ath,... son los seminvariantes de orden uno a cuatro de

. la funcidén ¥ (a).
Para obtener Ty & partir de My utilizamos (87):

2 3
R P % R U b PR TR

Pero queremos encontrar la rafz real de la ecuacién fundamental:

’ de modo que (88) se escribe:

T (92) B =o"'T

Esta férmula, muy importante, demuestra gque dos poblaciones gue tienen

. igual tasa de incremento e igual intervalo medio entre dos generaciones Tr,
)

LR ‘tienen igual tasa neta de reproduccidn Ko, En la préctica T, difiere poco
w de una poblacidn a otra (véase el cuadro XIX ) y puede decirse que de modo

general, a un nivel dado de r corresponde un solo valor R, cualesquiera que
sean los factores demogrificos, y en especial cualquiera que sea el nivel de
la mortalidad.
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E1l cuadro XIX .indica los diferentes niveles de T,, valores redondeados,
obtenidos mediante un cdlculo aproximado, en poblaciones gue tienen diferentes
niveles de tasas de incremento r y diferentes niveles posibles de mortalidad
caracterizados por las esperanzss de vida al nacimiento. En la construccidn
de este cuadro se tomé en cuenta diferentes ejemplos de poblaciones reales
(Francia en 1938 y en 1950, EE.UU. en 1950, Chile en 1940 y en 1952, Brasil,
estado de Sao Paulo en 1950, la curva de fecundidad méxima establecida por

L. Henry y P. Vincent ).

Los diferentes valores posibles de la tasa neta de reproduccidén, calcula-
dos a base de la férmula (92), y mediante los valores de T, del cuadro XIX
estdn indicados en el cuadro XX , segin diferentes niveles de r y de Tp.
Vemos que R  difiere poco para igual nivel de r y diferentes niveles posibles
de esperanzas de vidae al nacimiento, Las leves diferencias que aparecen son
Unieamérite debidas a diferencias en intervalos medios entre dos generaciones.

Finalmente, los valores de las tasas brutas dé Fepreduseidn R'y que co-
rresponden a las tasas netas Ry que acabamos de ver estdn ifidieades en el cua-
droc XXI . Se obtuvieron estas tasas brutas al dividir las tasas netas por la
probabilidad de supervivencia de las mujeres en una edad que corresponda a la

edad media de las madres., Veremos esta relacidén més adelante (férmula 101).

Recordamos que al confrontar los cuadros XV, XX, XXI y el Anexo I
podemos reconstruir ahora, para cada poblacidn esteble modelo, los datos si-
guientes:

Tasa de natalidad

Tasa de incremento

Tasa de mortalidad

Esperanza de vida al nacimiento ;
Estructura por edad

Tasa bruta de reproduccién

Tasa neta de reproduccidn

Basta con conocer dos de estos datos (por ejemplo la tasa de incremento
y la estructura por edad) para ubicar la poblacidn estable modelo de que se

trata y entonces estimar todos los otros datos.

* Henry L. y Vincent P. Rythme maximum d'accroissement d'une population stable.
Population. Paris, 1947, II, 663-680.



86

CuadroXIX, Intervalo medio entre dos generaciones (valor aproximado) s%@é

el nivel de la esperanza de vida al nacimiento y de la tasa de

incremnento,

- T
- '};o,o;oo 0,0125 0,0150 0,0175 0,000 0,0225 04,0250 0,0275 0,0300 0,0325 0,0350 0,0375 0,0400
-~ -32 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5 32,0 32,0 32,5 32,5 33,0 33,5
. 34 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5 32,0 32,0 32,5 32,5 33,0
" 36 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5 32,0 32,0 32,5 32,5
38 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 31,0 31,0 31,5 31,5 32,0 32,0 32,5
40 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5 31,5 32,0 32,0
42 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5 31,5 32,0
44 29,0 29,0 29,5 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,5 31,5 32,0
. 46 28,5 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5 31,5
- 48 28,5 29,0 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5
50 28,5 28,5 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0 31,5
-52  -28,5 28,529,0 29,0 29,0 29,529,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0
54 28,5 28,528,529,0 29,0 29,529,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0 31,0
56 28,0 28,528,5290 29,0 29,0029,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0
58 28,0 28,5 28,5 28,5 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5 31,0
60 28,0 28,5 28,5 28,5 29,0 29,0 29,5 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5
62 28,0 28,0 28,5 28,5 29,0 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5 30,5
64 28,0 28,0 28,5 28,5 28,5 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,0 30,5
66 28,0 28,0 28,0 28,5 28,5 29,0 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5
" 68 28,0 28,0 28,0 28,5 28,5 28,5 29,0 29,0 29,5 29,5 30,0 30,0 30,5
«-s 70 28,0 28,0 28,0 28,5 28,5 28,529,0 29,0 29,5 29,5 29,5 30,0 30,0
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. rd . .
Cuadro XIX. . Tasas netas de reproduccion segun el nivel de la esperanza de

vida al nacimiento y de la tasa de incremento (los Intervalos

medios entre dos generaciones utilizados para el calculo

indicados en el cuadro XIX.

s0n

r .. .
23\9,0100 0,0125 0,015 GLTS

0,0200 00,0225 0,0250 0,0275 00360 OL35

. 40350 QC375 0,0400
3% 1,35 1,45 1,58 1,71 1,86 2,01 2,20 2,41 2,61 2,75 3,12 3,45 3,82
T34 1,34 1,45 1,57 1,71 1,84 2,01 2,17 2,38 2,61 2,8% 3,12 3,39 3,74
36 1,34 1,45 1,57 1,69 1,84 1,98 2,17 2,35 2,57 2,83 3,06 3,39 3,67
38 1,34 1,45 1,5 1,69 1,82 1,98 2,17 2,35 2,57 2,78 3,06 3,32 3,67
40 1,%4 1,45 1,56 1,69 1,82 1,98 2,14 2,35 2,53 2,78 3,01 3,32 3,60
42 1,34 1,44 1,5 1,67 1,82 1,96 2,14 2,31 2,53 2,74 3,01 3,26 3,60
. 44 1,34 1,44 1,5 1,67 1,80 1,96 2,12 2,31 2,50 2,74 3,01 3,26 3,60
* 461,33 1,44 1,5 1,67 1,80 1,96 2,12 2,31 2,50 2,74 2,96 3,26 3,52
. 48 1,33 1,44 1,54 1,66 1,80 1,94 2,12 2,28 2,5 2,69 2,96 3,20 3,52
~ 50 1,33 1,43 1,5 1,66 1,80 1,94 2,12 2,28 2,50 2,69 2,96 3,20 3,52
| 52 1,%3 1,43 1,5 1,66 1,79 1,94 2,09 2,28 2,46 2,69 2,91 3,20 3,46
52 1,33 1,43 1,53 1,66 1,79 1,94 2,09 2,28 2,46 2,69 2,91 3,20 3,46
56 1,32 1,4% 1,53 1,66 1,79 1,92 2,09 2,25 2,46 2,65 2,91 3,14 3,46
58 1,32 1,43 1,53 1,65 1,79 1,92 2,09 2,25 2,46 2,65 2,91 3,14 3,46
60 1,32 1,43 1,53 1,65 1,79 1,92 2,09 2,25 2,42 2,65 2,86 3,14 3,39
62 1,32 1,42 1,53 1,65 1,79 1,92 2,06 2,25 2,42 2,65 2,86 3,14 3,39
64 1;32 1,42 1,53 1,65 1,77 1,92 2,06 2,25 2,42 2,65 2,86 3,02 3,39
66 1,32 1,42 1,52 1,65 1,77 1,92 2,06 2,22 2,42 2,61 2,86 3,08 3,39
68 1,2 1,42 1,52 1,65 1,77 1,90 2,06 2,22 2,42 2,61 2,86 3,08 3,39
70 1,32 1,42 - 1,52 1,65 1,77 1,90 2,06 2,22 2,42 2,61 2,81 3,08 3,39
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- .’ I .
) CuadroXXI, Tasas brutas de reproduccion segun el nivel de la esperanza de

vida al nacimiento y la tasa de incremento (10s calculos resul-

0 ’ - - o
tan de las tasas netas de reproduccion indicados en el cuadro

- XX y de las taszs de sobrevivencia a la edad meiia de las ma-

- dres ),

© T\ . . . ‘ : . , i~~“ . , . :
* L\0,0100 0125 0,0150 0,0175 0,0200 0,0225 0,0250 0,0275 0,0300 0,0325 0,0350 GO375 GO400

32 2,69 2,90 3,16 3,41 3,74 4,06 4,46 4,93 5,34 5,66 . 6,43 71,16 7,98

34 2,51 2,74 2,95 3,23 3,49 3,84 4,14 4,57 5,05 5,47 6,08 6,58 7,34

36 2,40 2,58 2,81 3,035 3,32 3,58 3,94 4,26 4,70 5,20 5,64 6,26 6,79

38 2,27 2,47 2,66 2,90 3,14 3,42 3,77 4,07 4,49 4,86 5,38 5,83 6,47

L 40 2,18 2,37 2,55 2,78 3,00 3,28 3,55 3,90 4,21 4,65 5,03 5,57 6,04
To42 2,09 2,25 2,45 2,64 2,88 3,10 3,41 3,67 4,04 4,37 4,85 5,23 5,79
44 2,02 2,17 2,36 2,5 2,74 2,99 3,22 3,54 3,82 4,21 4,64 4,03 5,57
4 1,93 2,10 2,25 2,45 2,64 2,89 3,11 3,41 3,68 4,06 4,38 4,85 5,24
48 1,88 2,03 2,18 2,34 2,55 2,75 3,01 3,24 3,56 3,84 4,23 4,57 5,06
50 1,81 1,9‘5 2,11 2,27 2,47 2,66 2,91 3,14 3,45 3,72 5,00 4,42 4,89
52 1,76 1,89 2,05 2,20 2,37 2,58 2,78 3,04 3,28 3,60 3,89 4,29 4,64
54 1,70 1,84 1,97 2,14 2,30 2,51 2,70 2,95 3,19 3,50 3,78 4,16 4,50
56 1,65 1,78 1,92 2,08 2,23 2,41 2,62 2,82 3,09 3,33 3,67 3,95 4,36
58 1,60 1,74 1,92 2,000 2,17 2,34 2,55 2,75 3,00 3,24 3,56 3,84 4,24
« 60 1,5 1,69 1,82 1,95 2,12 2,28 2,48 2,67 2,88 3,15 3,40 3,74 4,04

- 62 2,67 1,63 1,77 1,90 2,06 2,22 2,38 2,60 2,80 3,07 3,31 3,64 3,93
.7 64 2,61 1,59 1,72 1,85 1,99 2,16 2,32 2,64 2,73 2,99 3,23 3,48 3,83

66 1,45 1,56 1,67 1,81 1,94 2,11 2,27 2,44 2,67 2,87 3,15 3,40 3,74
68 1,42 1,52 1,63 1,77 1,90 2,04 2,22 2,39 2,61 2,81 3,08 3,32 3,65
70 1,38 1,48 1,59 '1,72 1,85 1,98 2,16 2,32 2,55 2,53 2,95 3,25 3,58
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La solucidn de Lotka.

Volvemos & la ecuacidn (92). Si tomamos en cuenta la férmula del inter-

valo medio entre dos generaciones en funcidén de los semivariantes bkn obtene-

mos:
r P2 3 o
() Logo Ry - TTMy* T Mam 3T M3 v Ay om0

Para valores de r peguefios (inferiores a 0,015) podemos desprecinr los

términos de¢ grado 2 o mayores.cn 1z ecuacidn (93), do modo quc obteneémos:

() m -1

e}

Log Ry
r = —TTI——

Cuando se piensa queRotiébe ser poco diferente de 1, puede usarse ademis
la aproximacidn:

Log B, = B, - 1

y encontramos:

Pero esta aproximacién no puede casi nunca utilizarse para paises latino-
americanos para los cuales la tasa de incremento estd, en general, comprendida
entre 1,5 % y 3,0 4. Parece ser solamente vdlida para paises de tipo europeo

donde la renovacidn de generaciones se logra a veces con dificultades,

Conservamos los términos de segundo grado en la ecuacidn (93), anulando
los términos siguientes. Esto supone que la funcidn ¥;(a) sigue una trayecto-

ria normal de Laplace-Gauss. Hemos visto que la curva ¥ (a) no es normal, pero
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no difiere suficientemente, por lo general, como para descartar esta hipdtesis.

Obtenemos entonces una ecuacién de segundo grado en r cuyas raices son:

i 2 ., o
b\_l t \//‘(l - 2/‘-{.2 Log RO

(95) r =

AL
i

2

Esta es la solucidn propuesta por Lotka.

—_—T e e T T T T = e

Puede conservarse la ecuacién (93) bajo la forma de una ecuacidn de ter-

cer grado:

/L(B M
2
A rl - ) re + }(lr - Loge R, =0

Para resclver esta ecuacidn puede darse a la variable r, por ejemplo, 5
valores entre dos de Ics cuales se encuertra el valor de r buscado (para un
pais latinoamericano se tomerd 0,015; 0,020; 0,025; 0,030 y 0,035). Se subs-
tituye r, en la ecuacidn, por estos cinco valores y se encuentra asi una su-~
ma que difiere de cero. Luego se hace una interpolacidn para conocer el va-
lor de r que permita obtener cero para la ecuacidn. (Podria utilizarse el mé-

todo de interpolacién inversa lineal reiterada de Aitken.)

Pero es, en general, indtil conservar en el desarrollo de la férmula (93)

los términos que comprendén potencias de r mayores que cos, ya que r pasa raras

veces del 3%, vy 3 llega a ser entonces muy pequeila.
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