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TECNICAS DE PLANIFICACION

Matrices: Definiecidn: Una matriz de crden m x n es un conjunto ordenado

de nmercs (elementos) dispuestos en m.filas ¥ en i columnas, siendo las
filas les linecs horizcnteles y les columnes las lineas verticsles de la
matriz. Los nimeros gue forman le matriz pueden ser positivos, negativos,
fraccionarios, etc. También pueden ser simbolos algebrsicos o incluso

matrices.

Nomenclatura: Una expresidn generel pere matrices es la siguiente:

v —y

817 o By v e By
851 %op Bp3 e e osos Boy
agl a32 a33 [ ] e < L4 aBn
1
1
!
!
aml amg amB. . s 2 arﬂn

donde el primer subindice indica la fila s que nertenece el elemento y

el segundo subindice, lez columea respectivs, Asi, aj, es el elemento

correspondiente & le primera fila y a ls segunda columna, y 823 repre=
senta el elemento ubicado en le segunde fila y tercera columa, La &n-

. . - . . 1
terior matriz general puede expresarse por/ aij—7° blenJXr/

= e e et

p—, ot IR

;/ Sobre nomencletura seguimos en estes notes }a de’ I.V. Altken, LA

"Determinantes y natrlces". id, Dossat, Madpid. : uwah‘,.n~ﬂ~mwuw~'“j7“
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Ejemplcs: Indicer el orden de las matrices siguientes:

3 .2 5 0,2 1 7
a) ;5 D) |
0 7 Y4 1/4 2,5 0
o T 1 34

—-. -~

g) es una metriz que posee dos filas (1liness horizontales) y 3 columas

~

(1ineas verticales); luego, se tiene una metriz de 2 por 3,

Clasificacidn de algunss formas esneciales de matrices:

1) Matriz cuedrada: Se tiene una metriz cuasdrads si el nlmero de files

es jgual al nimero de columnas; o sea m = n,

Ejemplos: —
21 %2 1 3 4 } 1 2 3 4
S o 2 3 2 L 7 5
P L 7 8 g8 6 3 2

—— e |

e

2) _Matriz rectenguler: Si el nimero de filas no es igual 2l ndmero de

colummas; o sea m ¥ n.

Ejemplos:
2T fwor o6 21 1
7 8 |; [3 5 4 8 6 ;5 |2l 4 7 ”'3’"“{
2 1 - o ‘ 5 ‘~~ —
| R PR
3x 2 2x5 3x 1 1x3

3) Escalar: Se denomina escalar a un ndmero cualquiera, sin importar
el orden o posicidn que tengs resvecto a otros nilimeros,
L) ~ Vector fila: es une matriz rectamgulsr, que sdlo posee una fila,

Ejemplos:
3|

E—Z '.:Bz‘;EO,Z 1/8:-5-’; 124

1x3 1x 4 1lx2

o]



5) Vector columna: es una matriz rectengular que tiene s8lo uus columua,

Ejemplos: = = e -
{31 - Lo 10,2
e |
57. | 1 §1/8
§ A |
R 0 13/8
T 2x 3 Lo
3x 1 . 17 ok

, k%
]
>x1

4 veces pera shorrar esnecio un vector columia se poae en foima de

fila, pero para indicsr que en reriidad representa una colwma se le en-—

cierra entre corchetes esveciales, asi
ey
Pl
& 1 N
<1 3 2 =13 ,
IR - !
A
IR
También podemos representer un yector colwma por un simbolo, por
S P
ejemp..o i 3 5
X = t - e X s = 3 @ X(,
(1 "2 ;
{2 ) g
| % |
n

e

Tn los tevtos impresos este sigholo cn mindscules que susle renre~
seabar vectorss columne se imprime en negrita.
Les vectores fils también se denoten con une miadscula similar,

nero para diferencisrlos de las columes se les agrega une comille, Por

e jemplo
£ s e
x = oax, Ky eoe oo T
= !

En la misme nomencletura, les matrices se representan con mayiscu=

las impresas en negrita,



6)

7)

Diagonal principal: La diagonal orincipsl de una matriz cuadrada es

la 1fnea diagonal que divide la matriz desde el extremo superior
izquierdo, el extremo inferior derecho y cque estd formada por los

siguientes elementos:

%1
@
.
m
Ejemplo: e rerem
{
oe s 1]
7 3 2 0 |
§1 L 5 6!
fs 3 9 1.
L x 4

la diagonal principal estd formada por los elementos 0, 3, 5, l.

Matriz diagonal: es la metriz cuadrada cuyos elementos son todos ceros,

excepto los de la diagonal principal.

Ejemplos:

£ — -
1 0 0 (O — o Oir
o 3 0 0 S -
o o0 1/8 A ‘

! /8 0 ' - 0 c!

{ ’

{0 0 0 03 gy, -

o 3 x 3
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8) Ususlmente cuando se escribe una matriz in-extensc, como en el caso
de estas matrices disgcnales, se omiten los ceros y €l espacioc que
les corresponde se deja en blenco., Aqui hemos dejaco los ceros so~
lamcnte por razones didéctices,

9} Matriz ynidad ¢ €8s la metriz cusdrada donde todos sus elementos son

cercs, menos los de la diegenal principal que son todos iguales a

uno, Ejemplos:

1 0 0 "~ % o o ol
0 1 0 = 9% do 1 0 o

o o }._! o1 iy 0 1 o0
o 0 o 1i

Su simbolo es I ; o bien I,

10) Matriz nula: es aquella en cue todos sus elementos son iguales a
cero, Puede szre rectengular o cusdrada,
Ejenplos: |

1

i

(@]

]

o 0o o0 g

L "

i¥e)
. .ol

Amarieme

0
Of s
t_ G

e :

Operecicnes con matrices

a) Trasposicidn: llemsremos a uns metriz la traspuesta de otra si
sus filas primera, segunca, etc., gon resgectivamente las co-
lumas primera, segunda, etc., de la segunde metriz. In otres
palabras, se intercsmbien filas por colummes y columnas por
filas, en el mismo orden, Siendo A la matriz originel, su tras~

puesta se simboliza con AV,

Si A es una matriz de 2 x 4; A! serd una matriz de 4 x 2.
Ejemplos: '
Matriz A Matriz traspuesta 4!
!,,,,.___ - Rl e -
| 11 P12 %13l 211 gt
i §

%21 %22 %23 1412 %22

; l ' 2!

- - 115 23]

- mo——— st 4.
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L 8 o {u Ei
2 1 L %8 1
12 3 ‘
o 4
2 x 3 3x 2
. —_— —_
11 05 13 t oy I
1 x 3 EP:
| P13
3 x 1
o
icgl i
C s el b
el i Cn O
| S | . —t
2x1 1x3

b) Igualdad entre matrices. {

Dos matrices son iguales cusndo son del mismo orden y tocos

los elementos correspondientes soun iguales entre si,

- Ejemplo:
= % 5 - =
gz, -3 % - ; e 3 &
1 -1 3 11 -1 3
(2,3) ¥ (2,3)

Es decir si A = B, ambas deben ser del wismo orden y

ademds todo aij = bij , s decir los elementos gue ocupan

la misma posici8n (correspondientes) deben ser iguales entre
si,

1/ La notacidn que usamos en este caso, para el orden, es equivalente
a la anterior.



C*,)

d)

Sura y resta .
Pora sumar dos matrices, estas deben ser del mismo orden. La

suma se efectla sumando uno a uno los elehentos correspondientes,

ist si A = C

o~
<

+ B
2 le = "-J.J

1]

Ejemplos ”~
b -3

o - —  —

2]
1

4-421‘5.E=§~5~2:'a

PR e

V]

Por lo tanto, la matriz sure es del mismo orden que las
metrices Sumandos.

Tn el caso de la reste, s2 restan uno a uno los elementos
correspondientes, y 1légicemente, las matrices deben ser tamhién
del mismo crden.

Esto también nuede hacerse sumando los elementos con el

signo cambiado,

Ejemplos ]
e ‘ ey r— - — D |
2 1 -3 2 5 A |k b =7
s 2 78 2 1 oo3p Ty 110
y también
Z o1 3y TEoes [T -4 )
Tog =
-5 2 7 -2 -1 3] =7 1 10

De donde, el signo {~) colccado delante de ls watriz afecta
a todos los elementos de 1z matriz.

PRODUCTCOG inTRICIALES

d~1) Producbo de un escaler por una matriz,

Esta operacidn es conmutativa, o sea si el escelar es

¢ y la matriz A

cA = Ae

Es decir, can en algebre, el orden de los facltcres no

eltera el oroducto,.



El producto se forma multiplicando todos los elementos de la

matriz por el escalar. Zjemploss

Jo—, ————

i 2 2] _ 11 2 11, _i5 10 s
> | = 1% = J
35 t 3 5 2i 15 25 1
=iz 1 3 = @ = @
(1273 2 . 21 2 3
"% 6 8§ 5 (7 1o I5 20;
Ejercicios: ; “.g -1 é i
1 3 3 &
-0,03 | 0.2 6 0,000l =
; ﬁﬁ X 21 g
_2]
3
_2
313 =
_z2] °
Vo3

i ——

d~2) Vector fila por vector columna

El resultado de esta operacidn es un escalsr, Por definicidn
este producto se forma multiplicando uno a uno los elsmentos

primeros, segundos, etc, y sumends los productos,

r—
0 sea yi |
e g .. i - K < HA4 o)
g X X, #35 Ip I = xiyi e Xéyz < x3J3 un escalar
T3
Ejemplos: !i§
323 |2l = 0O@:@@:@6 =
5%

iz 3 7 6 170 -2 30 = 2 ¢ 304 7x(-2) & €3 = 12
(3,4) (4,1)



De la definicidn se deduce que pera peder efectusr ei vproducto
se requiere que el nimero de elementos del vector fila debe ser
ignal al ndmero de elementos del vector ccluma, Esto mismo puede
decirse de mansra algo més complicada, pero mds coherente con lo
que sigue, el requisito es.que el nidinero de columas del vector
file debe ser igasl al ndmero de filas del vector columna, Si exs-
minsmos los nimeros que indican el orden, el requisito para que

pueda efectusrse el producto puede expressrse asi:

P A e
.

. <
(1 x é} por (mx 1) resulte (1L x 1)

La metriz resultante de orden (1,1) seriz un elemento e otra
natriz si indiclramcs su ublczcidn dentro de elle,. lilentras no demos
importancie a su posicidn, es un escalar,

Del producto de un vector fila (21,5) por un vector columna

(5,1) obtenemes un escoler (1,1).

Representocidn gréfica

Gréficamente la operacidn que estudiamos puede simbolizarse

asis

(l’m)

RN
S
o e et e e et
i

(m,1)

Ahora daremos una representacién gréfica y memotécnics de
este producto, en la cusl altersmos ligeramerite le posicidn usual

del. vector columna:



- 10 =

B

3% 4 =-10%10%6= 13

La utilidad de esta representacidn se apreciaré después en
productos metriciales mds complejos. Después suprimiremos las rayas

trasversales que indican los elementos que se multiplican entre si,
¥ pondremos solamente
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El producto de un vector fila xhpor un vector columna y

algebraicamente podemos expresarlo %si:
X'y = 3 xyi
i= 1

X'y es la expresidn matricial, la suma que aparece del otro lado, la
expresién algebraica correspondiente,

Una ecuacidn lineal puede simbolizarse por un producto de este ti-o,
por ejemplo

2xl.g.[,,3:2__3x3,_.20

puede simbolizarse, en matrices, por

a—

{xq

o bien
B ox )522 L —-3};‘ 20

d-3) hkatriz por vecté} columna

El resultado de esta operacidn es otro vector columna. fste caso
puede considerarse una extensldn del anterior dado que la matriz estd
formeda por varias filas. Si efzctuamos el producto de cada una de
las filas que componen la nmatriz por el vector columna, oblenenos un
escalar cada vez. 91 colocamos estos escalares en el orden gue

corresponde a las filas de la matriz, obtenemos el vector columna producto.
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Crdficamente (n,1)

vector columna

e ! resultado

(vectorcolumna)

(2,n) (2,1)

Cada uno de los productos se forma como en el caso anterior,la
diferencia consiste en que ahora estan ordenados. El elemento que ocupa

el lugar 2, resulta de multiplicar la fila 2 de la matriz, por la colunma.

L 4



S

Gralicamente, se aprecia guc-es une ampliecidn del caso anterior
) s S : 2 D

de fila por columna.

-

_ g
HEE BRI

. o

Ejemplo

si disponemos este producto graficamente:

- -

2

-3
R
Ty
5 2 1 i o

aprecisremos de este modo como la fila de la matriz indica el orden
del prroducto de esa fila por el vector columna, Sin embirgn, esta
rerresentacidn gréifica sdlo tiene por fin recordar mejor le forma=-
cién y posicidn del producto, y no se utiliza en el tfabajo préctico.
Por la descripeidn que hemos hecho del producto de una metrig
por un vector columna, se puede eprecior que el requisito para que el
producto sea posible sigue vélido, o sea el nimero de colurmas de la
matriz debe ser igual al mémero de filas de la columna, Esto mismo en

los niimeros que indican el orden, debe agparecer asi -

(p,m) por (m,1) resulta (p,1)
los dos m son iguales y estdn juntos, p y 1, determinen el orden de

la matriz producto,

Ejercicio:
Efectuar el siguiente producto e indicar su orden
R |
-3 :i ‘
1 -2 6 14 ! %

P | SRR |

(2,3) (3,1)



. Mediente el nroducto de una matriz por un vector columna puede

representarse un sistema de m ecuaciones lineales con p incdgnitas,

as{,
3x1 + X5 = a
s ax, = b
> * 2, = ¢

puede expresarse matricialmente:

-~

ra v ow
o = -
N
"
o

(3,2) (2,1) (3,1

donde X =

> A,

X *e)
A
Justamente la necesidad de abreviar la escritura de largos sis-
temas de ecuaciones lineales es uno de los factores que influyd en el
desarrollo histdrico del algebra matricial.
El sistema anterior de ecuaciones, aln podriz abreviarse més del

siguiente modo

Ax

I
[= 7

don A representa la matriz de los coeficientes,

#
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El pas» inverso es también factible., Dada una expresidn matricial,

desarrollar el sistema de ecuaciones correspondiente. Sea por ejemplo

Bx = d
5 3 1

donde B |1 -3,~8! X = 7x1 xp X31'
— - (3,1) - J
(2,3)

d= jd dol
(2,1) t "

Fl sistema de ecuaciones es

5x] +3 %+ 1 x3

H

dy

1xy -3 % ~8x3=dy
0 sea 2 ecuaciones con tres incdgnitas.

El sistema del mismo nimero de ecuaciones que de incdgnitas estaria
representado de la misima manera, o sea Bx = d, pero B debe ser en ecte
caso una matriz cuadrada. ‘

Cada uno de los elementos de la matriz producto puede expresarse
en notacidn matricial o en notecién algebraica. Si tenemos el rroducto

Bx = d
de la matriz B por el vector columna X, hemos indicado que, por ejemplo
dy = fila 2 de B por vector colurma x
si ahora denotamos la fila 2 de B por bp. dy podemos expressrlo
matricialmente, asi:
dy = by, x
¥ en general
dj = bi.x
donde bj, simboliza la fila i de la matriz B.

Esta nomenclatura es nueva, Su formacidén es simple. Si observamos
la fila 2 de la matriz B, esta fila en términos generales estard formada
por elementos

fila 2: boy  bop b23 ace bgj ess bop



en ellos el subindice que denota la fila, o sea 2, se mantiene constante.
De ahi surge la nomenclatura que utilizamos., Algo siwilar para la fila
i, que se simboliza bj.
Para la columna j de la matriz B, podemos también dar el simbolo b.ju
Algebraicamente la expresidn del producto de una matriz por un vector
columna, es algo mds engorrosa. Para el elemento d; en el mismo ejemplo,
la expresién algebraica es

n

>Dbin ®n oz
h= 1

que no hace sino representar nuevamente la definicidn,

La nueva notacidn se hace precisa para diferenciar las columnas o
filas de wna matriz, de columnas o filag aisladas, en las gue podria
bastar un sSlo subindice para cada elemento,

Es importante observar gue los productos matriciales no son
conmutativos., Es decir, el producto de un vector fila por un vector
columna, no es conmutativo. O sea del orden de los factores depende el

- producto.

El producto de una matriz por un vector columna, tampoco es conmutativo.
Obsérvese que de alterarse el orden de los factores ni siguiera se cumpliria
(salvo casos especiales) el requisito para que la nultiplicacidn sea
factible,

Como veremos después el producto de dos matrices entre si, tampoco
es conmutativo,

Observese que si tenemos

Bx=d
(5,3)(3,1) (5,1)

no podemos efectuar el producto x B

(3,1)(5,3)

por ser 1 distinto de 5.

«

&



d-4) Producto de matriz por matriz

Para poder efectuar el producto las matrices deben 6umplir el mismo
requisito anterior, es decir Qﬁe el nimero de columnas de la wnrimera debe
ser iguai al nimero de filas de la segunda; El orden de la matriz pro~
ducto ss forma en forma andlcga a la antericr. De la expresién del
orden de las matrices. que se mltiplican entre si, resulta el orden de la
matriz producto, asl:

~AB = C
(p,m) (f1,q)
S ™

m = m cumple el requisito de la wmltiplicacidn el orden de ia matriz C
es (1.,q).

Grdficamente el producto de dos matrices resulte una extencsidn cel

producto de una fila por una columna y de una mairiz por una columna.
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La representacidn gréfica (mmemotécnica) es:

e e e v

matriz A

R

————— ——— [RRPORD

(p, m)

———

-+

o verrsne i af

matriz B

(m§Cl)

producto

¢ (p,a)

T este

gréfico

o
£
w

=]
A
v

El producto de dos metrices no es conmubtativo, O sea, 4B no

es igual a BA (selvo casos especiales). Ademfs puede aprecisrse que

B4 puede no cumplir con el requisito de multiplicacidn.

Como el orden de los factores tiene importancia en los

productos matricisles debe diferencisrse la posicidn, In el produc-

to 4B = C, se dice gue A "premltiplica" a B, O cue B "postimlti-

plica a A,

La formacidn de los elementns en le mstriz producto es si-

milar a los casos anteriores de productc matricial, v puede ademés
?

apreciarse en el gréfico mnemotécnico.

El elemento 21 de le matriz producto, resulta de nultiplicar

la fila 2 de la matriz que premultiplica, por la colurma 1 de la que

postmultiplica. En el gréfico el elemento estd determinado donde se

cortan las lineas de la fila correspondiente al primer

¥y la columna que corresponde sl segundo.

subindice,

d

A



La expresidn metriciel ce un elemento de le metriz produce
to es como en los casos anteriores fila por columna,

Ejemplos:

[z 1]
3 23 v 2 = 3 1
'3 5
(1,3) (3,2) (1,2)
i1 o2 3, |5 -2!,_]‘-2 1’
3_.._3.. ‘}__j t 3‘3 L,::lo .:.3
(2,3) (3;2) (2,2)
1 "{"'{ ;‘2" 2l 5”5' 5
lz 2/ (3 3!l i
(292) (2:2) (292)

En este dltimo caso son matrices cuadradas., Si tenemos el
prbducto AB, podemos tembién former el producto Bi, pero los
productos,; en el caso general, serdn ciferentes,

Un caso particuler de la connutetividad se presenta en lcs

roductos con la matriz unitarie. Una matriz cuadrace, uvre o post—

multiplicada por ls metriz uniteria, no se altere, Is decir

AT T IA = 4

Ejemplos {"“ ! - — - —
} f {

‘3 -7 o} _ 3 -7

Py H ¢

1 0 30 104 |30 Iox

0 1 2 g0 | 2 -9 |




- 20 -

En notacidén matricial el elemento 5 3 de la matriz pro=-
) Y

ducto en AB = C, puede expresarse asi

c. = a
i

Cio

p
! b,

{

et

J

e

i

i3 .

ys i
o también G 33 a
e

o SEv— 4

Ia expresidén algebraica correspondiente es
A - b, .
013 S ih “hj

que a veces se expresa sdlo asi

= e

43 © 3 %in L

e} Proceso inverso de la multiplicacidn

Se hard primerc un simil algebraico. Si tenewos un, ecuacidn
algebraica
- ax = b
y deseamos despejar x, usuaimente se divide ambos términos de la
expresidn entre a, obteniendo

-~ b
X = =
a

#denos usual, pero equivalente es multipliicar awbos mienbros

de la ecuacidn por a“l, puesto que aa~t = » Tendremos

ax =
a~lax = a7l b
1x = a~ib
x = a1
&n forma similar si tenemos un sistena de n ecuaciones lineales
con n incdégnitas (matriz) cuadrada, por lo general'podrembs re sol-
ver ese sistema despejando las incdgnitas. Es decir {en nctavidn
matricial), '
' Bx = 4d
siendo B matriz cuadrada, Si logramecs despejar las x habrauos

resuelto el sistema. Para esto necesitamos pre:mltipiicar ambos

e



uiembros de la ecuacidn por una matriz R tal, que prerultiplicada por B
nos de la matriz unidad.
De este modo obtendremos como
RB=1I
RBx = Rd
(RB)x = Rd
Ix = Rd
X = Rd
La matriz R que tiene esta propiedad se denomina matriz reciproca o
invertida de la matriz B, y se usa la notacién
R = B~

f) Aplicaciones a ecosnomia

En el esquema de insumo producto en una econonfa cerrada, si se

examina una fila puede plantearse una ecuacidn de oferta igual demanda

Suma de transacciones intermedias mds demanda final = Valcr bruto

de la produccidn.
En téruinos algebraicos, para la fila 1 si indicamos cada -

transaccidén con T. la demanda final con yi, y el valor bruto de la

ij?
produccidn por x; .

Tll'g'le '!‘ raano"!'T.h.l ’!.yl xl

]

y en la fila i

cn L Tem A . . e Xs
Tll ° -"12 ! a.eoc'%‘Tln's"yl..XJ

Pero cada una de las transacciones puede expresarse en términos
del coeficiente técnico correspondiente y el valor bruto de la produccidn
del sector que insume:
T..:a_.. .
13 7 %5 %5
Por lo tanto la ecuacidn de la fila i, se transforma en
a. 2a. t onaee * oa. Loy o X
i1%1*a3 2% cee T Ai¥n Y =X
Todc el sistema de ecuaciones resultante, para las n filas podenos

representarlo matricialmente como sigue

Ax +y=x e e v

v o
(N
i
¥
-

>




donde A es la matriz de coeficientes técnicos, x e y son los vectores
columna del valor bruto de 1a produccidn y‘la demanda final, respectivamente.
Procediendo matricialmente '
X-Ax=y
(I~-A)x = ¥
x = (I-A) "y

g) Inversidn de la matriz por el método de Jordan

L}

I

El método de Jordan para la solucidn de sistemas de ecuaciones lineales
e inversidn de matrices corresponde al siguiente procedimiento algebraico
de eliminacion que describimos a continuvacidn.
Sean las ecuaciones: .
1) le + 3x2 12
2) l;xi - 5%y = 2

it

Dividiremos la primera ecuacidn entre 2, coeficiente al que llamamos

pivote (en su lugar, después de la divisidn aparecerd un uno) entonces

obtenemos
l) . x -1.‘3' "'6
1 2% =

De la segunda ecuacidn restamos la primera multiplicada por 4, con
lo cual eliminamos x, de la segunda ecuacidn, obtenemos:

1)x +3x=6
2

2) Xp =2
y restaremos de la primera ecuacidén la segunda multiplicada por (3/2),
obteniendo } ‘ -
1) ' : hand 3
-, * -
) .2(.2 = 2

Obsérvese que no hemos alterado el orden de las incdgnitas en los
pasos sucesivos. Cada incdgnita la hemos dejado en su columna. Ia

sclucidn puede representarse asi

B N RN

e ]

)
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En las ecuaciones resueltas podrian haber surgido otros nétodos para
obtener la solucidn. K1l método que hemos aplicado es el de Jordan y
consiste en eliminar caua incégnita de todas las ecuaciones menos una,
de modo que 31 final se tiene la solucidn en la forma

Ix =k
o sea x =K

Aungue la aplicacién que hemos hecho parece trivial, el problema se
comnlica cuando el sistema de ecuaciones es grande. En estos casos el
método de Jordan resulta el mds breve para la inversidén de matrices, con
la ventaja de que también se utiliza en programacidén lineal. EL proce-
dimiento iterabivo tiene la ventaja de que el trabajo puede ser repartido
entre varias personas, Pero cuando el orden de la matriz es mayor de 10,
el método de Jordan resulta mucho mds ventajose que otros métodos hasta ahora
explicados,

Como un sistema de ecuvaciones, matricialmente se representa por una
expresidn.

Bx = d
v en el ejemplo dado hemos operado en realidad, sélo con los coeficientes,
sin variar las incégnitas (cuando no aparece una incdgnita es que su
coeficiente es cero). Podemos deducir que las mismas operaciones las
podriamos haber realizado sélo sobre la matriz B y la columna d, sin
necesidad de escribir las incdgnitas,

Representaremos esto de la siguiente manera:

1) X3 %X = d
2 3 12
2) L =5 2
1 6

3
2

~

=5 2

|

G

(]
TN
i
N o~
N
[

~ ol
=
H

o O O
= O
NOWoN




El procedimiento es el mismo, pero con mayor ahorro de espacio
y de esceritura, Pero aun podria haberse simplificado mds,
pues las dos. operaciones sefialadas por las llaves Iy II,

podrian haberse hecho, cada una, en una sola etapa, como sigue:

Xl XZ d
2 3 i2
L -5 2
1S 5
2
0 ~11 ~22
1 -0 3
0 1 2
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Como ya se indied, en la préctica no es preciso escribir los
ceros, basta coh dejar su espacio en blanco, por convencidn.

Trabajando de la segunda manera serd preciso calculer tantas
etapas como filas tenga 1la metriz a resolver.

En este método de trabajo abreviado se copia en la etapa si-
guiente la fila con el pivote reducido a 1, y luego se opera con esta
nueva file y lss de ls etapa enterior con objeto de eliminar los demds
coeficientes en la columma del »nivote.

Para pasar de

;" ‘f -..". -
2,
L

3 12
©o-5

N

b
<,

a la etape siguiente, se copia primero le file del pivote (pivote

mercado con circulo),

i

la nueva fila dos se forme restando de le file dos enterior ls nueva
fila multiplicada por L, o sea
primer elemento = L-1x4 = O
2
5 -(5) x b= -11
2=-6xh= =22

segundo elemento

i

tercer elemento
operaciones que representan en detalle

(fila 2)' = (fila 2) - (fila L)' x 4
observese la posicidn de 4 en la misma columna del pivote 2, E1 elemento

L se 1lama semipivote,



Ia representacidn gréfica de esta operacidn, elemento a elemento,
es le siguiente:
fila 1

fila h

(fila i)

(fila h)?

Con lo que antecede queda explicado el método de Jordan para
resolver un sistema de ecuaciones. Con las operaciones efectuadas hewos
pasado de un sistema

_ Bx = d N
a un sistema Ix = x = Rd = vector columa

-1

sin embsrgo Ja matriz R = B no figura explicitemsnte, sino que figura

la solucién en un vector columna. Si todas las operaciones que hicimos

sobre la matriz B tambiéin les hubieramos hecho sucesivemente sobre la matriz

mnidad, al final cuando obtenemos en vez de la metriz B la matriz unidad,
simulténeamente en vez de la metriz unidad sobre la que registramos las
operaciones, obtendremos la metriz reciproca.

En el ejemplo anterior si en vez de partir de

2 3 12
4 =5 2

empezamos ademds con una matriz unidad sobre cuyos elementos efectuamos

" les mismas operaciones que sobre los demis

L
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1 % a

2} 3 i3 1T 0

L =5 2 0

1 3 6 1 o0
2 2

0 ~11 =22 =2 1

1 0 3 % 2

2 1
0 1 2 oI

Como indicamos, al finel (\ltire etepa) cuando en vez de la matriz

B tenemos la matriz unidad, en la columna d tenemos la solucidn del
sisteme de ecusciones y donde teniamos 1z metriz unidad tenemos ahora

" la mwetriz invertida que es

|5 3
22 . 26
Bl o= |z, _ 1
ill 11

La utilided de ests motriz es que mientras los coeficientes de las
incdgnites no cambien, a cuslouier ntevo valor del vector columna d

puede obtenerse las nuevas soluciones con ayuda de B"l, pues

= B.‘l

d
Asi si en les mismss ecuaciones anteriores hubléramos tenido un

Juego de coeficientes d distinto de ¢512 22 , por ejemplo 22 y 6,

N J
la nueva solucidn seria
| %, | !_5_ 5| |2z 2
1 22 22| i
—a r H
x ).a _1lole
L2 | 5 i S
- 2-- o ....é...
x >+ 1% X, =53
x. = 5,8182 x. = 3,45L5
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En otras palabras, mientras los coeficientes de los incdgnitas no
varian podemos obtener la matriz invertidas, y en este ceso a cualquier

valor de la columma d, obtendremos les solucidn correspondisnte. De

tal mode que en el caso anterior podiamos haber prescindido de la columaa

d, Su inclusidn serd una cuestidn a decidir que depende de la convenien -

cia o inconveniencia de esto para los fines que se persigan,
De modo que en el sistema de acuaciones lineales correspondiente al

anterior, pero algo més generals

1) 2 x 3%, = 4
2) be, o~ 5%, ® 4,

Si queremos obtener ls metriz invertida por el método Jordan, pro=

cedemos como sigue, ehore trabajarenos con decimales

s

) suma de
Xy x5 control
2 3 1 6
1{’ ....5 l
l 105 Ocs 3
11 -2 1 ~12
1 223 W1k 1,37
1. 18 =,09 1,09
e —
23 w14
T' . P, nd 3 R
La matriz invertida es 18 -~,09
' -

gue corresponde a le anterior dentro de la aproximacidén con que traba—
jemos. La nueva columna agregada y que llamamos sumss de control, co~
rfesponde en cada etaps a2 la suma de todos los elementos de la fila,
Con estas sumas, desde la etapa iniclal se opera iguval que si fueren
parte de la matriz con que trabajamos. Es decir igual que si fueren una
columnz como la 4 por ejemplc, El control consiste en gue la suma obie~

nica por el procedimiento indicado, para una nueva etapa, debe sor

-

W



efectivemente la suma de los elementos en su file en esa nueva etaspa. “sto
prade comprobarse en el ejemplo anberior,

ELl control indicedo es Util opues es ficil cometer ervores en ope-
raciones como las indicades, y seria muy costoso, en matrices grandes,

tener que rchacer nuevamente todo el trabajo,

Note final

Lo razdn de que cbhtengemos lz matriz iuverticda efectuando las
mismes coperaciones que hacemos scohire B, en la matriz vnided, es que cada
una de las operaciones efectuadas corresronde a2 un producto metricial.
La matriz que premultiplice & B, en cada ceso es una metriz de tipo sen-
cillc que efectia operaciones clemsnvalss sobre B, tales como multipli--
cer (o dividir) tode uns fila Je B por une cantided, el pivote por
eljemplo y/o sumar a uwae fils de B, la filas del pivote multiplicace por
el semipivete., La forma de tales metiices consta en todo caso de la
matriz unidad, Si uno de los unos diogoneles de la melriz unidad esta
sustitufdo por una cantided tendeemos la miltinlicacida por wna fila,
Si tenemos todes los unos de la metriz unidad y ademis otra de las
casillas fuera de ls disgonal 1lena con una centided, tendremos el
caso de suma de dos filas, Ademds pueden encontrersc combinaciones que
efectien ombas operaciones simiitineamente,

Si partimos de la matriz B y con estes premultiplicaciones suce-
sivas por metrices Rl s RZ ’ R3 s o« o » €tc, oblenemos la metriz I,

& "'. te qu gol 1 R S - - ©
s evidente que ¢l procduclo R Rn—l . RB P2 Rl - R

Reste indicar gque debermos registrar este uroducto, haciendo en cada

caso las mismes operscioaes sobre la metriz I, o sea

B I
HJB RlI = Rl
RZRlB RZ“l
Rn e ¢ v RleB = I Rn s v v ow RZRl = R
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INSTITUTO

Curso Busico de Santiage
Seminario de Técnicas de
Planificacién

Juan Ayza, Pedro Paz
Santiago, 3 de junio de 1963

CORRECCIONES A:

Seminario III de Técnicas de Planificacidn

linea dice debe decir
5 matriz unitaria matriz unidad
1 X x!
1 v y
primera férmula xy’ xly
3 xy! x'y
primera férmula Ix ~- k Ix = k
grafico (fils i)' = = ~ = (fila 1)t = -3 -

(fila h)' - -1~ - (fila h)' - - - -






