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TECNICAS DE PLANIFICACION 

M a t r i c e s ; D e f ^ ^ i ^ : Una m a t r i s de orden m x n es un c o n j u n t o ordenado 

de números ( e l e m e n t o s ) d i s p u e s t o s en ra f i l a s y en n columnas, s i e n d o l a s 

f i l a s l a s l íne. ' is h o r i z o n t a l e s y I r s c o l u i m s s l a s l í n e a s v e r t i c a l e s de l a 

m a t r i z . Los números que forman l e matr i i , pueden s e r p o s i t i v o s , n e g a t i v o s , 

f r a c c i o n a r i o s , e t c . También pueden s e r símbo.los a l g e b r a i c o s o i n c l u s o 

matr ices . . 

Nomenclatura; Una e x p r e s i ó n g e n e r a l pera m a t r i c e s e s l a s i g j . i e n t e : 

=11 

^21 

f 
! 
I 

I 

h1 

a.. 12 

^22 

a. 
•13 

a 

a, 32 

'23 

33 

• » o Q., 

• « « 

• 2 n 

3̂n 

m3 mn 

donde e l primer' s\ ibíndice i n d i c a l a f i l a a que p e r t e n e c e e l e lemento y 

e l segundo s u b í n d i c e , l a columna r e s p e c t i v a . A s í , a ^ es e l e lenEnto 

c o r r e s p o n d i e n t e a l a primera f i l a y a l a segunda columna, y a^^ r e p r e -

senta. e l elemento u b i c a d o en l a segunda f i l a y tex^cex^a columjia. La an-

t e r i o r m a t r i z g e n e r a l puede e x p r e s a r s e p o r ¿ " a ^ j J 7 o b i e n A r ^ 

V Sobre nomenclctura se^aimos en e s t a s n o t a s l á - d e ],..C, M t k e n , . ; 
"Determinantes y l í a t r i c e s " . I d . D o s s a t , H a d í i d , 
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Ejemplos,' Indicar el orden de las matrices siguientes: 

a ) 
3 

O 

-a 5 

7 1/4 
b) 

0,2 1 7 

1/4 2,5 O 

1 3 4 

a) es una matriz que posee dos f i las (líneas horizontales) y 3 columnas 
(líneas verticales); luego, se tiene una matriz de 2 por 3<> 

Clasificación de algignas formas especiales de matrices: 
1) Matriz cuadrada; Se tiene una matriz cuadrada si el número de f i las 

es igual al número de columnas; o sea m = n»-
Ejemplo sj_ 

^11 ^12 

^21 ^22 

columnas; o sea m n. 
Ejemplos: 

T "2 
7 6 
2 1 

1 3 4 1 2 3 4 
0 2 3 2 4 7 5 
1 7 ê ê 6 3 2 

1 4 5 2 

número de fiJ^as no es igual al número de 

7 ó 2 1 1 
5 4 B á • 9 2 » 4 7 3 

5 — 

3 X 2 2 x 5 3 x 1 1 x 3 

3) Escalar; Se denomina escalar a un nÚDiero cualquiera, sin importar 
el orden o posición que tenga respecto a otros números, 

4) Vector f i la ; es una matriz rectaigulsr, que sólo posee ims f i l a . 
Ejemplos: 

2 1 2 3 

1 x 3 

7 0,2 1/8 3 

1 x 4 
¡1 J 

1x2 

( 
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5) Vector colnrxinai es mia matriz rectmgular q.xe tiene solo mia colnmiia. 
Ejemplos: 

I ̂  
r , 
! ̂  1 - . ^ ^ 

3 x 1 

i 2 
[> 

2 x 1 

0 
1 
0 
4 

6 

5 x 1 

0,2 
l/Ô 

3 / 8 

L? , 
4 x 1 

A veces pera ahoi-rar espccio un vector coluiaiia se pone en forms de 
fila, pero para indiosr que en. replidad representa una colUiiTia. se le en~ 
cierra entre corchetes especiales, así 

. 1 3 = ! 3 

1 2 i— « 
También podemos representar un vector colaimiñ por un símbolo, por 

ejemplo ; , 
Xr 

t 
X •n 

En los textos impresos este s£jpboÍo en niinúsculos que suele repre-
sentar vectores columna, se imprime en negrita^ 

Les vectores fila también se denotan con una. minúscula similar, 
pero para diferenciarlos de las coluiimas se les agrega una coiinMla, Por 
ejemplo 

X ¿ r.j 

En la Bu.sma nomenclatura, las m.-ítrices se representan con mayúscu-
las impresas en negrita„ 



Diagonal principal; La diagonal principal de m a matriz cuadrada es 
la línea diagonal que divide la matriz desde el extremo superior 
izquierdo, al extremo inferior derecho y que está formada por los 
siguientes elementos; 

Ejemplo: 

22 

a m 

0 
7 

1 
S 

2 
3 
4 

3 
2 

U 

O 

5 6 

9 3 

4 x 4 

la diagonal principal está formada por los e].ementos O, 3, 5, 1= 

7) Matriz diagonal; es la matriz cuadrada cuyos elementos son todos ceros, 
excepto los de la diagonal principal. 
Ejemplos: 

1 0 0 0 \ 
0 3 0 0 
0 0 1/Õ 0 
0 0 0 0,3 

2 0 a 0 

0 7 
« 
f 0 b O | 

0 0 ol 
2 x 2 

4 x 4 
3 x 3 
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8) UsuâDjnente cuando s e s s c r i . b e ima m a t r i z i n ~ e x t e n s o , como en e l ca.Ho 

de e s t a s m a t r i c e s d i a g o n a l e s , s e omiten l o s c e r o s y e3. e s p a c i o que 

les c o r r e s p o n d e s e d e j a en b l a n c o . Aquí hemos d e j a d o l o s c e r o s s o -

lamente por r a z o n e s d i d á c t i c a s , 

9) M a t r i z unidad ' l a m a t r i z c u a d r a d a donde t o d o s s u s e lementos son 

c e r o s , menos l o s de l a d i a g o n a l p r i n c i p a l que son t o d o s i g u a l e s a 

xino. E j e m p l o s : 

1 0 0 
0 1 0 J 
0 0 i! 

i 
!0 » I-

1 0 0 0 
O I G O 
0 0 1 0 
O O O 1 í 

Su s ímbolo es I j o b i e n I , 

IC)) M a t r i z n u l a ; e s a q u e l l a en que t o d o s sus elemeritos son i g u a l e s a 

c e r o . Puede s^r r e c t a n g u l a r o c u a d r a d a . 

E j e m p l o s : 

jo q 

c] io o O o d 

O p e r a c i o n e s con m a t r i c e s 

a ) T r a s p o s i c i ó n : l lamaremos a una l i ia t r i z l a t r a s p u e s t a de o t r a s i 

s u s f i l a s p r i m e r a , segunda, e t c » , son r e s p e c t i v a m e n t e l a s c o -

lumnas prjJTiera, segunda, e t c . , de l a segunda m a t r i a » Ln o t r a s 

p a l a b r a s , s e i n t e r c a m b i a n f i l a s por columnas y columnas por 

f i l a s , en e l mismo o r d e n . S i e n d o A la m a t r i z o i - i g i n a l , s u t i -as-

p u e s t a s e s i m b o l i z a con A ' , 

S i A e s una m a t r i z de 2 x 43 A' s e r á una m a t r i z de 4 x 2 , 

E j e m p l o s : 
M a t r i z A 

a 
1 3 

^ 2 1 ^ 2 2 i ^ 2 3 
( 

— 

Il3 
2 3 

M a t r i z t r a s p u e s t a 

a, 22| 

3 x 2 
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6 » I. 

Õ 
1 

0| 
4i 

2 x 3 

4 2 
S 1 
0 4 

3 x 2 

b 
'11 "12 

1 x 3 

13 ^ ! 

, "13 

Í3 X 1 

'11 

'23. 

C 
31 

3 x 1 

l^ix 21 
1 x 3 

Igualdad entre matrices. 
Dos matrices son igiasles cusndo son del mismo orden y todos 

los elementos correspondientes sou iguales entre sí. 
Ejemplo: 

- 3 
- 1 3 . 

- 3 

~1 
5; 

; 
3i 

( 2 , 3 ) ^ ( 2 , 3 ) 

Es decir si A = B, ambss deben ser del irásmo orden y 
ademas todo a^^ = b^j , es decir los elementos que ocupan 
la misma posición (corirespondientes) deben ser iguales entre 
si. 

Ij La notación que usamos en este caso, para el orden, es equivalente 
a la anteriore 
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c) §HSJLJ!®SÍâ 
Para sumar dos matrices, estas deben ser del Bãsno orden. La 

stima se efectúa suiiando m o a uno los elementos correspondientes. 
Así si A -f B " C 

"tí 'ij" «ií 

2! J = L^. .11 

Ejemplo: 

il • .L 
Por lo tanto, la matriz suar'O es del misiao orden qr.e las 

matrices suiiiandosr. 
En el caso de la reste, se restan uno a uno los elementos 

correspondientes, y lógicsinente, las matrices deben ser tainhién 
del mistio orden. 

Esto también puede hacerse sijiaando los eleni.entos con el 
signo cambiado. 
Ejemplo: 

2 

y tajnbién 
2 
"5 

1 
2 

1 
2 

i - 5 4 
^ zIJ. 

"4 -7 
1 10 

-3 
7 

2 "5 -4 
-2 -1 3 

r r -4 - r 
f-7 1 10 

De donde, el signo (-) colocado delante de la matriz afecta 
a todos los elementos de Is matrxz, 

d) PRODUCTOS Hp.UgGIALS 
d»l) Producto de un escaler por una matriz. 

Esta operación es conmutativa, o'sea si el escalar es 
G y la matriz A 

cA = Ac 

Es decir, coiao en algebra, el orden de los factores no 
altera el producto. 
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El producto se forma multiplicando todos los elementos de la 
matriz por el escalar. Ejemplos: 

5 i 1 2 
'3 5 

•j 5 = 
3 

5 10 5! 
15 25 id 

-2 |_2 1 

• 1 2 ^Jl 2 
' 4 ó Ô j 5 

i-4 -2 "61 

2 J-, 
ib 15 20 

Ejercicios: 

2 
3 
2 
3 
2 
3 

3 
2 

-0,03 

" 2 
"3 

0.2 
4Ô 

1 
3 
6 
X 

2 
4 0.0001 
21 

d-2) Vector fila por vector columna 
El resvUtado de esta operación es un escalar. Por definición 

este producto se forma multiplicando uno a uno los elementos 
primeros, segundos, etc. y sumando los productos. 
O sea 

3̂ 2 
y-3 

=: X^y^ -S- X^y^ •!• x^f^ - un escalar 

Ejemplos: 

1 1 ^ I I 

ij; 3 7. 
( I A T 

2! = (3)(1) (2)(2) ̂  (1)(5) = 1?. 
k 

\l" "o -2 3; = 2x1 3x0 7x(-2) a 8x3 - 12 
(4,1) 
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De la definición se deduce que para poder efectuar el producto 
se reqxiiere que el número de e3.ementos del vector fila debe ser 
igual al número de elementos del vector ccluinnaj Esto misriio puede 
decirse de manara algo más co7aplicada, pero más coherente con lo 
que sigue, el requisito es.que el nú;nero de columnas del vector 
fila debe ser igaal ál núraero de filas del vector coluinnaa Si ex6~ 
minamos los números que indican el orden, el requi.sito para que 
pueda efectuarse el producto puede expresarse así: 

(1 X m) por (m. x 1) results ( 1 x 1 ) 
La matriz resultante de orden (1>1) sería un elemento de otra 

matriz si indicáramos su ubicación dentro de elD.a, Mientras no demos 
importancia a su posición, es un escalar. 

Del producto de un vector Tila (1,5) por un vector columna 
(5,1) obtenemos un escolar (1,1)» 

Representa clon 
Gráficamente la operación que estudiamos puede simbo?,izarse 

así: 

(l,ia) (1,1) 

(m,l) 

Ahora daremos una i-epi-esentación gráfica y ímemotécnica de 
este producto, en la cual alteramos ligeramente le posición usual 
del x'ector columnas 
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3 4. 4 - 10 10 ó = 13 

La utilidad de esta representación se apreciará después en 
productos matriciales mas compiojos. Después suprirflirenios las rayas 
trasversales que indican los elementos que se multiplican entre sí, 
y pondremos solamente 

I I 
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El producto de un vector fila x por un vector coluinna y 
a l g e b r a i c a n E n t e podemos e x p r e s a r l o a s i : n 

i= 1 

x'y es la expresión mtricial, la suraa que aparece del otro lado^ la 
expresión algebraica correspondiente. 

Una ecuación lineal puede simbolizarse por un producto de este ti'-ô  
por ejemplo 

2X1 4 4X2 - 3x3 - 20 
puede s i m b o l i z a r s e , en m a t r i c e s , p o r 

ÍJ ^ -úi 

o bien 

-3} = 20 

20 

d-3) >iatiá.z por vector columna 
El resultado de esta operación es otro vector columna, 5ste caso 

puede considerarse una e2±ensión del anterior dado que la mtriz está 
formeda por varias filas. Si efectuamos el producto de cada una de 
las fi3-as que componen la ciatriz por el vector columna, obtenemos un 
escalar cada vez. Si colocamos estos escalares en el orden que 
corr-esponde a las filas de la matriz, obtenemos el vector columna producto, 
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Gráficamente (nA) 

matriz 

vector columna 

resultado 
(vectorcoltffiina) 

(2,n) (2,1) 

Cada uno de los productos se forim como en el caso anterior^la 
diferencia consiste en que ahora están ordenados. El elemento que ocupa 
el lugar 2, resulta de multiplicar la fila 2 de la matriz, por la columna« 



- - . l i ~ 

G r á í i c á m e n t e , se. a p r e c i a que e s lane s a i p l i a c i ó n d e i c a s o a n t e r i o r 

de f i l a p o r columna. 

Ejemplo 

2 
5 

1 
2 

2 
-3 
1 - a . . J -

s i disponemos e s t e p r o d u c t o g r á f i c a m e n t e : 

2 

1 

2 
5 

1 
2 5 I 

a p r e c i a r e m o s de e s t e modo como l a f i l a de l a m a t r i z i n d i c a e l orden 

d e l p r o d u c t o de e s a f i l a por e l v e c t o r columna. S i n embargo, e s t a 

r e p r e s e n t a c i ó n g r á f i c a s ó l o t i e n e por f i n r e c o r d a r m e j o r l e f o r m a -

c i ó n y p o s i c i ó n d e l p r o d u c t o , y no s e u t i l i z a en e l t r a b a j o p r á c t i c o . 

Por l a d e s c r i p c i ó n que hemos hecho d e l producto de una m a t r i z 

por un v e c t o r columna, se puede a p r e c i a r que e l r e q u i s i t o para que e l 
.. r -

producto s e a p o s i b l e s i g u e v á l i d o , o sea e l número de coliamnas de l a 

m a t r i z debe s e r i g u a l a l inlmero de f i l a s de l a columna. E s t o mismo en 

l o s números que i n d i c a n e l o r d e n , debe a p a r e c e r a s í ' 
••. 

(p,m) por ( m , l ) r e s u l t a ( p , l ) 

l o s dos m son i g u a l e s y e s t á n j u n t o s , p y 1 , detex-nilnan e l orden de 

l a m a t r i z p r o d u c t o . 

E j e r c i c i o : 

E f e c t u a r e l s i g u i e n t e p r o d u c t o e i n d i c a r s u orden 

-3 5 - 7 5 
5 - 7 

1 - 2 6 

(2,3) 

-3 
1 

(3,1) 
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. M e d i a n t e e l p r o d u c t o de una m a t r i z por un v e c t o r coluinna pu.ede 

r e p r e s e n t a r s e un s i s t e m a de m e c u a c i o n e s l i n e a l e s con p i n c ó g n i t a s , 

a s í , 

= a 3^1 

7X, 

b 

c 

puede e x p r e s a r s e m a t r i c i a l m e n t e : 

3 1 
2 4 
7 2 

X 

(3,2) (2,1) (3,1) 

donde x - I x̂ ^ Xg | 

Justamente l a n e c e s i d a d de a b r e v i a r l a e s c r i t u r a de l a r g o s s i s -

temas de e c u a c i o n e s l i n e a l e s es uno de l o s f a c t o r e s que i n f l u y ó en e l 

d e s a r r o l l o h i s t ó r i c o d e l a l g e b r a m a t r i c i a l . 

E l s i s t e m a a n t e r i o r de e c u a c i o n e s , aún p o d r í a a b r e v i a r s e más d e l 

s i g u i e n t e modo 

ibc 

don A r e p r e s e n t a l a m a t r i z de l o s c o e f i c i e n t e s . 
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E l pasa i n v e r s o e s también f a c t i b l e . Dada una e x p r e s i ó n m a t r i c i a l , 

d e s a r r o l l a r e l s i s t e m a de e c u a c i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e . Sea por e j e m p l o 

donde B 

Bx = d 

'5 3 1 

1 -3 -8 

(2,3) 

l X =: s XI X2 X3 , 
( 3 , 1 ) 

d = J d l d2 

(2,1) ^ 

E l s i s t e m a de e c i i a c i o n e s e s 

5 x ^ -f 3 X2 4 1 X3 = d]L 

1 X I - 3 X2 X3 z d2 

o sea 2 e c u a c i o n e s con t r e s i n c ó g n i t a s . 

E l s i s t e m d e l mismo número de e c u a c i o n e s que de i n c ó g n i t a s e s t a r í a 

r e p r e s e n t a d o de l a misma manera, o sea Bx = d , p e r o B debe ser en e s t e 

c a s o una m a t r i z cuadrada» 

Cada uno de l o s e l e m e n t o s de l a m a t r i z p r o d u c t o puede e x p r e s a r s e 

en n o t a c i ó n m a t r i c i a l o en n o t a c i ó n a l g e b r a i c a . S i tenemos e l p r o d u c t o 

Bx = d 

de l a m a t r i z B por e l v e c t o r columna X^ h e m o s ' i n d i c a d o q u e , por e j e m p l o 

d2 = f i l a 2 de B por v e c t o r c o l u í m a x 

s i a h o r a denotamos l a f i l a 2 de B por b2. d2 podemos e x p r e s a r l o 

m a t r i c i a l m e n t e , a s í : 

= 

j en g e n e r a l 

di r. 
donde b^^ s i m b o l i z a l a f i l a i de l a m a t r i z B . 

E s t a nomenclatura e s n u e v a . Su f o r m a c i ó n e s s i m p l e . S i observamos 

l a f i l a 2 de l a m a t r i z B, e s t a f i l a en t é r m i n o s g e n e r a l e s e s t a r á , formada 

por e l e m e n t o s 

f i l a 2 : b 2 i b22 ^23 • • • b2n 
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en e l l o s e l s u b í n d i c e que d e n o t a l a f i l a , o s e a 2, se m a n t i e n e c o n s t a n t e . 

De a h í s u r g e l a n o m e n c l a t u r a que u t i l i z a r a o s . A l g o s i i a i l a r p a r a l a f i l a 

i , que se s i m b o l i z a b ¿ . 

P a r a l a columna j d e l a m a t r i z B , podemos también d a r e l s í m b o l o b . . o J 
A l g e b r a i c a m e n t e l a e x p r e s i ó n d e l p r o d u c t o de una m a t r i z por un v e c t o r 

coluDina, e s a l g o más e n g o r r o s a . P a r a e l e l e m e n t o d^ en e l mismo e j e m p l o , 

l a e x p r e s i ó n a l g e b r a i c a e s 

n i ^^ih % = di 
h:: 1 ^ 

que no h a c e s i n o r e p r e s e n t a r n u e v a m a i t e l a d e f i n i c i ó n . 

La nueva n o t a c i ó n se h a c e p r e c i s a p a r a d i f e r e n c i a r l a s columnas o 

f i l a s de una m a t r i z , de c o l u m n a s o f i l a a a i s l a d a s , en l a s que p o d r í a 

b a s t a r un s o l o s u b í n d i c e p a r a c a d a e l e m e n t o . 

Es i m p o r t a n t e o b s e r v a r que l o s p r o d u c t o s m a t r i c i a l e s no son 

c o n m u t a t i v o s . Es d e c i r , e l p r o d u c t o de un v e c t o r f i l a p o r un v e c t o r 

col i ic ina, no e s c o n m u t a t i v o . O s e a d e l orden de l o s f a c t o r e s depende e l 

p r o d u c t o » 

E l p r o d u c t o de una m a t r i z p o r un v e c t o r c o l u m n a , tampoco e s c o n m u t a t i v o . 

O b s é r v e s e que de a l t e r a r s e e l o r d e n de l o s f a c t o r e s n i s i g u i e r a se c u m p l i r í a 

( s a l v o c a s o s e s p e c i a l e s ) e l r e q u i s i t o p a r a que l a u . u l t i p l i c a c i ó n sea ^ 

f a c t i b l e . » 

Como v e r e m o s d e s p u é s e l p r o d u c t o de dos m a t r i c e s e n t r e s í , ta í .poco 

e s c o n m u t a t i v o . 

O b s e r v ó s e que s i tenemos 

B X 5 d 

(5,3)(3,1) (5,1) 

no podemos e f e c t u a r e l p r o d u c t o x B 

(3,1)(5.3) 
por s e r 1 d i s t i n t o de 5 . 
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d-4) P r o d u c t o de m a t r i z p o r m a t r i z 

P a r a poder e f e c t u a r e l p r o d u c t o l a s m a t r i c e s deben c i i m p l i r e l mismo 

r e q u i s i t o a n t e r i o r , e s d e c i r que e l número de columnas de l a p r i m e r a debe 

s e r i g u a l a l número de f i l a s de l a s e g i m d a . E l o r d e n de l a m a t r i z p r o -

ducto S3 forma en forma e .nálcga a l a a n t e r i o r . De l a e x p r e s i ó n d e l 

orden d é l a s m a t r i c e s , que s e imJlt ipDlcan e n t r e s í , r e s u l t a e l orden de 1 h 

m a t r i z p r o d u c t o , a s i : 

= c 
(p,in)(ni,q) 

m = m cumple e l r e q u i s i t o de l a l á u l t i p l i c a c i ó n e l orden de l a m a t r i z C 

e s ( p , q ) . 

G r á f i c a m e n t e e l p r o d u c t o d e d o s m a t r i c e s r e s u l t a una e x t e n s i ó n d e l 

p r o d u c t o d e -una f i l a p o r una c o l u m n a y de una m a t r i z p o r una columrLa. 
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La r e p r e s e n t a c i ó n g r á f i c a ( imeaiotécnica) e s ; 

m a t r i z A 

U . . , 

m a t r i z B 

(m^q) 

En e s t e 

g r á f i c o 

p n 3 

m = 5 

q = 2 

1 ' 1 I ' 1 
) ( 

1 ' < 1 1 1 
1 1 t t 

í I 

¡ _ ! • _ 

p r o d u c t o 

C ( p , q ) 

( P , m) 

E l p r o d u c t o de dos m a t r i c e s no e s coniríutativo ^ O s e a , ii3 no 

e s i g u a l a BA ( s c l v o c a s o s e s p e c i a l e s ) . Además puede a p r e c i a r s e que 

BA puede no c u m p l i r con e l r e q u i s i t o de m u l t i p l i c s c i ó n . 

Como e l orden de l o s f a c t o r e s t i e n e i ippor ' tancia en l o s 

p r o d u c t o s m a t r i c i a l e s debe d i f e r e n c i a r s e l a p o s i c i ó n . En e l p r o d u c -

t o AB - C , s e d i c e que A " p r e m l t i p l i c a " a B, O que B " p o s t m u l t i -

p l i c a " a A , 

La f o r m a c i ó n de l o s e l e m e n t o s en 1? m a t r i z p r o d u c t o e s s i -

m i l a r a l o s c a s o s a n t e r i o r e s de p r o d u c t o m a t r i c i a l , y puede además 

a p r e c i a r s e en e l g r á f i c o mnemotécnico» 

E l e lemento 2 1 de l e m a t r i z p r o d u c t o , r e s u l t a de ü u i l t i p l i c a r 

l a f i l a 2 de l a m a t r i z que p r e m u l t i p l i c a , por l a colurrna 1 de l a que 

p o s t m u l t i p l i c a . En e l g r á f i c o e l e l e m e n t o e s t a determinado donde s e 

c o r t s n l a s l í n e a s de l a f i l a c o r r e s p o n d i e n t e a l p r i m e r s u b í n d i c e , 

y l a columna que c o r r e s p o n d e a l segiando = 
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La e x p r e s i ó n j n a t r i c i s l c e un eleraento de 1E ¡ústrl?. produc-

t o e s coKio en l o s c a s o s a n t e r i o r e s f i l a por columna. 

E j e m p l o s : 

(1 ,3 ) 

1 
3 

2 
2 •Ll 

( 2 , 3 ) 

2 1 | 
1 2 

3 5 
— ——i 

(3 ,2 ) 

-1 2 
~2 

3 1 

(3 ,2 ) 

13 

(1,2) 

- 2 1 

- 1 0 3 

(2,2) 

1 
2 

1 

2. 

(2,2) (2,2) 

j5 
í 10 

5 
IQ 

(2;2) 

En e s t e ú l t i m o c a s o son m a t r i c e s c u a d r a d a s . S i tenemos e l 

p r o d u c t o AB, podemos también f o r m s r e l p r o d u c t o p e r o l o s 

p r o d u c t o s , en e l c a s o g e n e r a l , s e r á n d i f e r e n t e s » 

Un c a s o p a r t i c u l e r de l a c c n m u t e t i v i d a d s e pi-esei i ta en l o s 

p r o d u c t o s con l a m a t r i a u n i t a r i a , Una m a t r i z c u a d r a d a , p r e o p o s t -

m u l t i p l i c a d a por l e m a t r i z \ai i j . tar la , no s e a l t e r e . Es d e c i r 

E j e m p l o s f 

1 
O 

AI = l A = A 

-7 
25 

0 
1 

!l 
!o 

30 
2 

0 
1 

104 
-90 

- 7 
( 

25:-

30 104| 

2 -90 
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En n o t e c i ó n m a t r i c i a l e l e lemento c^ ^ de l a m a t r i z pro-

ducto en J\B = C , puede e:q5res3rse a s í 

c . . a . c , . Ij 3.0 O 

O también Cj^^ = 

La e x p r e s i ó n a l g e b r a i c a c o r r e s p o n d i e n t e es 

= k V "hJ 
que a veces s e e x p r e s a s ó l o a s í 

c . . = V. 'bu ^ 
x j i h h j 

e ) Proceso i n v e r s o de l a m u l t i p l i c a c i ó n 

Se hará pr imare un s í m i l a l g e b r a i c o s S i tenejinos un^ ecuaoió.'i 

a l g e b r a i c a 

ajc = b 

y deseamos d e s p e j a r x , usualmente s e d i v i d e ambos tér jn inos de l a 

e x p r e s i ó n e n t r e a , o b t e n i e n d o 

^ b X - -í 
a 

Menos u s u a l , pero er^uivalente e s m u l t i p l i c a r aiübos nder/ibi-os 

de l a e c u a c i ó n por a"'^, p u e s t o que aa"^ - 1„ Tendrei¡ios 

a x = b 

a~^a3C ~ b 

I x = a-^b 

X = a~^b 
3n forma s i m i l a r s i tenemos un s i s t e m a de n e c u a c i o n e s l i n e a l e s 

con n incógnitas (matriz) cuadrada-, por l o g e n e r a l podremos r e s o l -

v e r e s e sistema despejando l a s incógnitas.' Es d e c i r (en ñobauidn 

Eatricial)^ 

B x - . d 

s i e n d o B m a t r i z c u a d r a d a . S i logramos d e s p e j a r l a s x habremos 

r e s u e l . t o e l s i s t e m a . Para e s t o n e c e s i t a m o s p r e s a u l t i p l i c a r arri>os 
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ijiiembros áe la ecuación por una matriz R tai, que prenuitiplicada por B 
nos de la matriz unidad. 

De este modo obtendremos corao 
RB = I 

RBx = Rd 
(RB)x - Rd 
Ix ~ Rd 
X = Rd 

La matriz R que tiene esta propiedad se denomina imtriz reca'proca o 
invertida de la matriz B, y se usa la notación 

R = 

f) Aplicaciones a ecsnoniia 
En el esquema de insumo producto en una economía cerrada, si ss 

examina una fila puede plantearse una ecuación de oferta igual demanda 

Suma de transacciones intermedias más demanda final - Valer bruto 
de la producción. 

En tériuinos algebi-aicos, para la fila 1 si indi.camos cada ^ -
transacción con T- la demanda final con y el valor bruto de la 
producción por 

Til ̂  TI2 ....o ^ T.^ IJi 

y en la fila i 
Til ̂  TÍ2 ..... 4. Tin 71 = ̂ i 

Pero cada una de las transacciones puede expresarse en térnànos 
del coeficiente técnico correspondiente y el valor bruto de la prod.ucción 
del sector que insume: 

Por lo tanto la ecuación de la fila i, se transforma en 

Todo el sistema de ecuaciones resultante, para las n filas podeaos 
representarlo matricialmente como sigue 

Ax •!• y = X 

j .... . . i'-i i • . , : ;. v , - • ' * .. 
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donde A es l a matriz de c o e f i c i e n t e s t é c n i c o s , x ç y son l o s v e c t o r e s 

columna d e l valor bruto de l a producción y l a demanda f i n a l , , r e s p e c t i v a m e n t e . 

Procediendo matricialmente 

X - Ax = y 

(I~A)x = y 

X = (I~A)-V 
§) Invers ión de l a matriz por e l método de Jordan 

El método de Jordan para l a so luc ión de s i s temas de ecuaciones l i n e a l e s 

e i n v e r s i ó n de matrices corresponde a l s i g u i e n t e procedimiento a lgebraico 

de e l i i iànac ión que describimos a continuación^ 

Sean l a s e cuac iones : . 

1) ^ 3x2 = 12 
2) Ux^ - 5x2 = 2 

Dividiremos l a primera ecuación entre coe f i c i er - t e a l qvie llamamos 

p i v o t e (en su lugar , después de l a d i v i s i ó n aparecerá m uno) entonces 

obtenemos 
3 

1) x^ •!• 2 X2 ~ 6 
2) - 5x2 r 2 

De l a segunda ecuación restamos l a primera mul t ip l i cada por 4? con 

l o cua l eliminamos x , de l a segunda ecuación, obtenemos: 
1) 4 3 X2 r 6 

2 
2) X2 = 2 

y restaremos de l a primera ecuación l a segunda mul t ip l i cada por ( 3 / 2 ) , 

obteniendo 

1) . ^ • 
2) • ^2 ~ ^ 

Obsérvese que no hemos a l terado e l orden de l a s i n c ó g n i t a s en l o s 

pasos suces ivos» Cada incógn i ta l a hemos dejado en su columna. La 

so luc ión puede representarse a s í 

- l . - 3 -

• 1 2 
— — , • • - — 

o sea X, 3, X2 a 2, 
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En l a s e c u a c i o n e s r e s u e l t a s p o d r í a n haber s u r g i d o o t r o s métodos p a r a 

obtener l a s o l u c i ó n . E l método que hemos a p l i c a d o e s e l de Jordan y 

c o n s i s t e en e l i i a i n a r cada i n c ó g n i t a de t o d a s l a s e c u a c i o n e s cienos mía , 

de modo que á l f i n a l se t i e n e l a s o l u c i ó n en l a forma 

I x íc 

o sea X = k 

Aunque l a a p l i c a c i ó n que hemos hecho p a r e c e t r i v i a l , e l problema se 

compl ica cuando e l s i s t e m a de e c u a c i o n e s e s g r a n d e . En e s t o s c a s o s e l 

método de Jordan r e s u l t a e l más b r e v e p a r a l a i n v e r s i ó n de m a t r i c e s , con 

l a v e n t a j a de que también se u t i l i z a en prograi i iación l i n e a l . E l p r o c e -

dimiento i t e r a t i v o t i e n e l a v e n t a b a de q\ie e l t r a b a j o puede s e r r e p a r t i d o 

e n t r e v a r i a s p e r s o n a s , Pero cuando e l o r d e n de l a m a t r i z e s mayor de 1 0 , 

e l método de Jordan r e s u l t a mucho más v e n t a j ó s e que o t r o s raétodos h a s t a ahora 

e x p l i c a d o s . , 

Como un s i s t e m a de e c u a c i o n e s , m a t r i c i a l m e n t e se r e p r e s e n t a por una 

e x p r e s i ó n c 

BK - d 

y en e l e j e m p l o dado hemos operado en r e a l i d a d , s ó l o con l o s c o e f i c i e n t e s , 

s i n v a r i a r l a s i n c ó g n i t a s (cuando no a p a r e c e una i n c ó g n j . t a e s que su 

c o e f i c i e n t e es c e r o ) . Podemos d e d u c i r que l a s mismas o p e r a c i o n e s l a s 

podríamos haber r e a l i z a d o s ó l o sobre l a m a t r i z B y l a columna d , s i n 

n e c e s i d a d de e s c r i b i r l a s i n c ó g n i t a s . 

Representaremos e s t o de l a s i g u i e n t e manera: 

i; 

2) 
2 3 12 
4 ~5 2 
1 3 6 N 

2 

k -5 2 
1 3 6 

2 
0 ~11 - 22 
1 3 6 ^ 

2 
0 1 2 ' 
1 0 3 
0 1 2 y 

II 
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E l p r o c e d i m i e n t o e s e l na.smo, p e r o con mayor a h o r r o de e s p a c i o 

y de e s c r i t u r a . Pero ai5n p o d r í a h a b e r s e s i r a p l i f j . e a d o más, 

pues l a s d o s - o p e r a c i o n e s s e ñ a l a d a s por l a s l l a v e s I y I I , 

podr-ían h a b e r s e h e c h o , cada u n a , en una s o l a e t a p a , como s i g u e : 

X2 d 

2 'í 1 2 

k 2 
1 3, 

2 
6 

0 - 2 2 
1 0 3 
0 1 2 
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, Como 7 a s e i n d i c ó , en l a p r á c t i c a no e s p r e c i s o e s c r i b i r - l o s 

c e r o s , b a s t a coh d e j a r su e s p a c i o en b l a n c o , por c o n v e n c i ó n . 

T r a b a j a n d o de l a segunda mnera s e r a p r e c i s o c a l c u l s r t a n t a s 

e t a p a s como f i l a s t e n g a l a m a t r i z a r e s o l v e r . 

En e s t e método de t r a b a j o a b r e v i a d o s e c o p i a en l a e t a p a s i -

g u i e n t e l a f i l a con e l p i v o t e r e d u c i d o a 1 , y l u e g o s e o p e r a con e s t a 

nueva f i l a y l a s de l a e t a p a a n t e r i o r con o b j e t o de e l i m n a r l o s demás 

c o e f i c i e n t e s en l a columna d e l p i v o t e e 

Para p a s a r de 

' ( 2 ; 3 12 

; 4 ^ -5 2 

a l a e t a p a s i g u i e n t e , s s c o p i a pr imero le f i l a d e l p i v o t e ( p i v o t e 

marcado con c í r c u l o ) 

3 6 
2 

l a nueva f i l a dos s e forma r e s t a n d o de l a f i l e dos a n t e r i o r l a nueva 

f i l a m u l t i p l i c a d a por U, o s e a 

primer elemento = 4 - 1 x 4 - 0 
segundo elemento = -5 - x 4 " - H 
tercer elemento ~ 2 - 6 x 4 ® -22 

o p e r a c i o n e s que r e p r e s e n t a n en d e t a l l e 

( f i l a 2 ) ' = ( f i l a 2) - ( f i l a 1 ) ' x 4 

o b s e r v e s e l a p o s i c i ó n de 4 en l a misma columna d e l p i v o t e 2 , E l e lemento 

4 s e l l a m a s e m i p i v o t e . 



~ 26 ~ 

Ls r e p r e s e n t a c i ó n g r á f i c a , de e s t a o p e r a c i ó n , e lemento a e l e m e n t o , 

es l e s i g u i e n t e : 

f i l a i 

f i l a h 

( f i l a i ) 5 

( f i l a h ) ' 

Con l o que a n t e c e d e queda e5q)l icado e l método de Jordan p a r a 

r e s o l v e r un s i s t e m a de e c u a c i o n e s . Con l a s o p e r a c i o n e s e f e c t u a d a s hemos 

pasado de un s i s t e m a 

Bx = d 

a un s i s t e m a I x " x = Rd = v e c t o r coliimna 

s i n embargo 3.a m a t r i z R = B*"^ no f i g u r a e x p H c i t a m s n t e , s i n o que f i g u r a 

l a s o l u c i ó n en un v e c t o r coluaana. S i t o d a s l a s o p e r a c i o n e s que h i c i m o s 

s o b r e l a m a t r i z B t a m b i é n l e s hubiéramos hecho s u c e s i v a m e n t e s o b r e l a m a t r i z 

u n i d a d , a l f i n a l cuando obtenemos en v e z de l a m a t r i z B l a m a t r i z \midad, 

s i m u l t á n e a m e n t e en v e z de l a m a t r i z m i d a d s o b r e l a que r e g j . s t r a m o s l a s 

o p e r a c i o n e s , obtendremos l a m a t r i z r e c í p r o c a . 

En e l e j e m p l o a n t e r i o r s i en v e z de p a r t i r de 

2 
4 

3 12 

empe.23mos además con una m a t r i z u n i d a d s o b r e c u y o s e l e m e n t o s e f e c t u a m o s 

l a s mismas o p e r a c i o n e s que s o b r e l o s demás 
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^2 d 
2 3 12 1 0 

4 "5 2 0 1 

1 3 6 1 0 
2 2 

0 -11 -22 -2 1 

1 
o 

0 

1 
3 22 

11 

22 

11 

Como indicamos, al finsl (últine etspa) cuando en vez de la matriz 
B tenemos la matriz unidad, en la columna d tenenios la solución del 
sistema de ecuaciones y donde teníaaof? Is matriz unidad tenemos ahora 
la matriz invertida c¡us es 

"1 „ 

5 3 
22 22-
2 1 
li' ~ 11 

La utilidad de esta matriz es que mi-entras los coeficientes de las 
incógnitps no cambien, a cualquier nr.evo valor del vector columna d 
puede obtenerse las nuevas soluciones con ayuda de B"^, pues 

X " B-^ d 

Así si en Ic-'s mismfs ecuaciones anteriores hubiéramos tenido un 
juego de coeficientes d distinto de -j 12 2.1 , por ejemplo 22 y 6, 

\ j 
la nueva solución sería 

5 3 22 
22 221 

- 2 1 é 2 
i lf 11 ) 

= 5 . 

s 5,0182 

^2 L. 
n 4 

3.4546 
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En otrss palabras, mientras los coeficientes de las incógnitas no 
varían podemos obtener la matriz invertida, y en este caso a cualquiei-
valor de la columna d, obtendremos le solución correspondiente. De 
tal nodo que en el caso anterior podíamos haber prescindido de la columna 
d, Sxi inclusión sera una cuestión a decidir que depende de la convenien -
cia o inconveniencia de esto para los fines que se persigan» 

De modo que en el sistema de acuaciones lineales correspondiente al 
anterior, pero algo más generala 

1) 

2) 

2 x^ 

ipĉ  5x. 

= d-, 

Si queremos obtener la matriz invertida por el método Jordan, pro-
cedemos como sigue, ahora trabajareiaos con decimales 

suma de Xg control 
2 3 1 d 

k -5 1 

1 Oc5 3 
-12 

1 .23 .14 1,37 
1 .10 -,09 lo 09 

I.'a matriz invertida es 
23 
AÕ 

olh 

-,09 

que corresponde a la anterior dentro de la aproximación con que traba-
jamos. La nueva columna agregada y que llamamos sumss de control, co-
rresponde en cada etapa a la suma de todos los elementos de la fila. 
Con estas sumas^, desde la etapa inicial se opera igual que si fueran 
parte de la matriz con que trabajamos. Es decir igual que si fueren una 
columna como la d por ejemplco El control consiste en que la suma obte-
nida por el procedimiento indicado, para lona nueva etapa, debe ssr 
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efect-lvemente la suma de los elementos en su file en esa nueva etapas Ssto 

pueds compi-obarse en el ejemplo antepior. 
El control indicado es útil pues es fácil cometer errores en ope-

raciones como las indicadas,, y sería muy costoso, en mati^j.ces gi-andes, 
tener que rehacer nuevamente todo el trabajo, 

N o t a _ f i n a l 

La razón de que obtengsiros la matriz, invertida efectuando las 
mismas operaciones que hacemos sobre B, en 3.a matriz unidad, es que cada 
m a de las operaciones efectuadas corres^-'onde a un producto rastricial„ 
La matilz que premultiplica e B, en cada caso es m a matriz de tipo sen-
cillc que efectúa operaciones eleri.-?ntal-3S sobre B, tal.es como multipDJ.-
car (o dividir) toda uns fila de B por una cantidad; el pivote por 
ejemplo y/o suisar a una fila de B, j.a fila del pivote multi plica de por 
el seraipivouGo La foima de tales matiices consta en todo caso de la 
matriz unidad» Si uno de los unos diagonales de la aatris unidad esta 
sustituido por una cantidad tsiideemos la raultiplicación. por vuia fila» 
Si tenemos todos ].os irnos de la matria unidad y además otra de las 
casillas fuera de la diagonal llena con una cantidad, tendresios el 
caso de suma da dos fi3.as. Ademas pueden encontrarso combinaciones que 
efectúan ambas opsiaciones sinultsneamenteo 

Si partimos de Is m.atriz B y con estas premultiplicaciones suce-
sivas por matrices R^ , > > . . . etc o obtenernos la matriz, I, 
fts evidente que el producto R^ ^n-1 ^^ ~ 

Resta indicar que deberlos registrar este producto^ haciendo en cada 

caso las uásaas operado íes sobre la matrix I, o sea 

B I 
R-B R^I - R^ 

W T? T7 
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CORRECCIONES A: 

Seminario III de Técnicas de Planificación . . 

página linea dice debe decir 

5 5 matriz unitaria matriz unidad 

1 1 1 X X' 

11 1 y' y 

11 pri.mera fórmula x'y 

11 3 xy' x'y 

23 primera fórmula Ix - k Ix = k 

26 gráfico (fila i)' (fila i)' - -1-

(fila h)' - -1- - (fila h)' 




