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APENDICE I

‘ N001ones elementales sobre matrlces v -determinantes .

1. Consideraciones zenerales

En estas lecciones de contabllldad econémlca se usan, con cierta
frecuencia, operaclones elementales del algebra de matrices para anaglizar
esquemas contables que demuestran 1as relac1ones entre los sectores econd~
micos en un cuadro de conjunto de la economla.’

“El- algebra de matrnces es un utll.instrumento de ‘anilisis macroeco-
némico, cuyo emplec creciente ha contribuldo él esclarecimiento v a la -
sistematizacidén de estudios basicos, _

La contabllidad es, en esencia, un metodo de reglstrac1on de los
hechos econémlcos' de ‘tal modo que a poco que. Se avance en su sistematiza-
cién y generallzaCLOn se pasa, de una maneramatural, a la expresidén alge-
bréica con’las evidentes ventajas” que ‘ella ofrece para la "economiz de la
expresién y del pensamiento” y para asegurar, la compatibilidad de las
soluciones, dadas determinadas hlpéte51s o esquemas econdmicos concentuales,

El entusiasmo de la contabilidad econémica por esta rama de la mate-
mética 'se explica porque ella proporciéna un instrumento sencillo para el
andlisis coherente de las variables macroecondmicas entre si y en relacién
con los sub-agregados y'unldades (elementales) que las componen, manteniendo,
siempre, sus vinculaciones con la economfa en su conjuntoe. ZEra natural,
entonces, que cuando el estudio del producto y del ingreso penetrara en el
andlisis de sus componentes y de sus intimas interrelaciones, mediante
variables macroecondmicas de distinto,nivél de agregacién, aplicara los
principlos elementales del 4lgebra de matrices,

~ Aunque existe una bibliografia yé muy abundante sobre el &lgebra de
matrices y la teorfa de determinantes, se ha comprobado la necesidad de
agregar en este apéndice algunas explicaciones sobre operaciones y teoremas,
imprescindibles para comprender las aplicaciones que se hacen en el curso
de estas lectiones, Teniendo, pués, este apéndice esos propdsitos muy li-
mitados, el tema se desarrolla del modo mds elemental y se trata de evitar
demostraciones rigurosas,

' /2. Definicién
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2. Definicidn v notacidén de matrices

Se llama matriz a un conjunto ordenado de nimeros o funciones, La
ordenacidén se efectda en forma rectangular, ubicando_a los numeros o fun-
ciones en lineas horizontales y en columnas. o ’

A contimuacién se representa una matriz en la forma usual:

g h .
iadl (1)
a e '

Las letras encerradas en los corchetes, pueden. representar cualquier

clase de nimeros o funciones, y se llaman elementos de la matriz, La

adand o P
Mavriz (i) CONISGa

je tres filas o lineas y de cuatro columnas de elementos;

[o))

contiene, por lo tanto, 12 elementos,
Atendiendo al mimero de filas y de columnas se define el orden de la
matriz; asi se dice que la matrlz (l) es de orden 3 x ki es usual 1ndlcar

en prlmer lugar el nimero de fllas horlzontales y en segundo Jugar el .

numero de columnas, L/

Como lo establece la definicidn, el orden de los elementos, en las
1lfneas o columnas, es una propiedad esencial de una matriz; por ello, una
matriz que tenga los mismos elementos, por ejemplo, que la matriz (1),
perc con una ordenacidén distinta, aunque fuera delimismo nimero de lineas
y columnas, constituiria otra matriz, | ‘ ‘

Asi, si se intercambian las dos primerés columnas de la matriz (l)
se obtendria una nueva matriz (2), | 4

h a g h

idj 4 - (2)
1 k a e}

1/ Los autores no emplean simbolos idénticos para indicar los entes y, las.
operaciones del &lgebra de matrices, aunqﬁe con su difusidn se comprueba
una fuerte ﬁendencia hacia lz uniformidad. En este apéndice,se‘siéug en
general la notacién de Aitken, (A,C. Aitken, Determinante y Matrices,
versién castellana de la La. edicién inglesa, Editorial DoSsat s.s. ); y
de R.G.D, Allen (Mathematlcal Fconemics, N, ‘York St. Martin's Press, 1957)
autores de quienes se toma, ademis, algunas damostrac1ones

/De esto
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De esto se deriva que para identificar una matriz es necesario indiear,
ademds del orden, la ubicacidn de sus elementos. Ello se efectia mediante
Indices gue sefialan el orden de la linea (fila) y de la columna a que per-

tenece cada elemento. La matriz (2) se representa asi:
/

.
! 1 F2 A3 3y

a

a a

21 222 %3 % A (3)

23,1

a a

33

g8

\ /
El primer subindice indica la fila contando hacia abajo y el segundo

31 32

subindice indica la columna contando hacia la derecha: a23 representa el
elemento ubicado en la fila 2 y columna 3 y th.el elemento ubicado en la

fila 3 y columna 4., Esta sistematizacién permite simplificar la notacidn
de las matrices del modo siguiente:

aij: para: i =1, 2, 3
j:l:Z,Byh (4)

También es comin representar a las matrices por las letras maydsculas
A, B, C, ;......., pero en estos casos seria necesario dar por conocido el
orden de la matriz, o dar como sobrentendido el significado concreto del
conjunto de elementos que contiene,

En sintesis, las siguientes notaciones son equivalentes:

» N
n %12 %13 fmy
a a a a F a. . 4§
2 22 723 T2 g7 =hyy g (5)
1 %2 %33 i
spara: i =1, 2, 3
J=1, 2,3y 4
En general:
r'd
131 %2 %3... alp\
:' 8.21 322 3-23 ve e azrl
Jag a5, agy . B3 / 6
.. : = o= Ay o= A O
H H : ese * k
a a a ses &
. ml m2 m3 mn/' para: ie= l, 25 see

j:l’ 2’ ses IN

/[En (6)
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En (6) se presen+a una watrlz de m ¢;las horlzontales y.n columnas.
Con frecuencia se represvntan, tamblen, las mat*;ces 1nalcando exp11c1ta—
mente en los subindices el numero de fllas y de columnas. As;, la matriz
(5) seria 8y, ¥ la (6) a n? © A3h Y AL respectlvamente. “ '
3. Matrices rectangg;ares Y cuadradas, vectoresAy submatrlces

Se 1lama matriz cuadrada la que consta de 'un mlsmo mimero de llneas v

de columnas 1= J), por egemplo.

| o 3 ST
b 2f1=3=1,23 ()
/s

Méffig;réétéﬁéuiéf“éé'ia'dﬁéf£iéhé:unézcéﬁﬁida&'Eiétiﬁﬁé]dé‘lihééézifﬁ“'

de columnas (i = j); por ejemplo: |
‘ | s | 2 0| “iv BT _
3 4 123 o8
. 0o 0 | |
En general  am;? es cuadfadésbara mznyes rectangular para m = n.
Las matrices comnuestas de una sola fila y de mds de un elemento, es
decir, que son de un orden 1l xnm - para (m 1) - se llaman "vectores filas"
y se representan: S ”

A su vez, las mavrlces que constan de una sola columna y. varlos elemen~

~,

v

tos, o ses, que son de orden m X l, se llaman "yectores columnas" ¥y se ren

presentan, en una u otra, de las formas’ 51gu1entes.

Ol

/ T e w o U"
= S WN
11

/Es 9omﬁn

&}
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Es comin, asimismo, indicar los vectores, matrices de una sola fila o
de una sola columna, mediante letras minudsculas, asi como a las matrices se
las representa con letras maydsculas., Por ejemplo; B.es wna matriz cuadrada
o rectangular, de acuerdo con su orden, en cambio b es el vector columna
(10). Cuando se adopta esta dltima convencidén es necesario aclarar la no-
tacidén que se empleard para los vectores filas; se suele resolver ello em-
pleando la misma letra mindscula, pero indicando con un signo especial que

los elementos tienen una ordenacidén transpuesta a la del vector columna.
Asi:s b ;:Gl bz b3 essece bm]
b = {bl -b2 b3 ceanss gmi

Una matriz de un s6lo elemento, o lo que es lo mismo de una sola lines

(1)

y de una sola columna, representa un mimeroc o una funcidn,

Se puede descomponer una matriz en submatrices; estas submatrices de
‘elementos de la matriz dada serdn de un orden menor y pueden ser, por lo
tanto, rectangulares, cuadradas, vectores o escalares (de un solo elemen—
to).

A continuacidén se da un ejemplo de una matriz "Particionada" en sub~

matrices: y \
{
%2 1ot fyy ettt
i
a2.l 8.22 ’ a23 azh ®oeveane amo <12)
: = 410
3-31 a32 } 333 th seneen a310
4 1 g
al‘,:l_ l‘_2 j ahB aM sS0 3000 athJ
N P N
A2 Bog
Y
A = (13)
4.10 A5 A18
A2 Ag 7/

/Esta especificacidn
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Esta espe01flca016n de submatr;ces es de par+1cu1arkutll‘dad en el
anéllsis econcmlco, pues, como se veré més adeJante, se utiliza para el
estudlo 5e sectores detenminado iy sin qesv1ncularlos de'sus:iqplmas conexio—
nes cpn el esquema global., | | ” .
" "Por otfélpafte; desde él‘puhtd ae"vista”formél, ﬁna‘mAtriz pued§ con—
siderarse como el conJunto ordenado de vectores (filas S columnas) |

Asi la matriz (12) podria repreuentarse.

g . -
a.lo ‘\ (1 \4‘2 ,ACB‘; Ay, weees A(lOJ (14) ‘
~ En general, se define a una- submatflz como aquella ¢ormada por elemen—
tos de lineas y columnas de la matrlz dada, aunque esas lineas ¥y columnas
no sean contlguas. Este apénd;ce sdlo tratara de par§1c1pac1qpes de gétr— |
. ces que mantienen la ordenacidn de los eieﬁéntqs‘de‘ia matriz total, salvo
mencidn en contrafio. |

L, ‘R presentacidn métriciél de g;gynos esquemds econdmicos

Con31déwese un esquema de contabllldad econémlca que reglstra para un
periodo dado las ventas que las entidades productoras realizan. a otras en—
tldades productoras, a las famlllas, al Goblerno ¥y al exte*aor.l Supéngase,
por ejemplo, que bodas 1as entldades productoras pueden clasxflcarse en sec~
tores ¥y que se representan por V. 13 las Ventas que. las entldades del sector
i hacen al. sector J. . - Lf’; o . 'J;?ER“_“H‘"A}““ |

Un esquema contable de esta naturaleza es'el siguiente:

/Cuadro’ de

N ‘ S S P Y P

V?
P

24



-7 -

Cuadro de transacciones intersectoriales

(15)

Sectores de produccidén y demids entidades qu
adquieren los bienes :

Sectores econdmicos
que efectian las ven-
tas Sectores de produccidn Familias{ Gobierno | Exterior
__ n-}l ntl n—‘-3
1 21 3 ...n
, e : ]
7
1 Uy | Vapl Vig eeeVyy vt v b2l v 43
{ 1 |
2 Vo1:{ Va2 Vog «se¥on | Von 1 1 Von 72| Vopt3
i i {
1 .
3 {30 | T Va3 T | Ve TH | Vo T2) V372
41 2 .
b T ] vl s e Tim Ut Vip 20 T 13
: . S . . .
1 ' !
n . PV | Vo vnB " | Von T LR * 2PV, T13

En la 1fnea 1 se indican las ventas que el sector 1 hace a cada uno de
los demis sectores 2, 3, .:.,... D, a las familias, al Gobierno y a2l exterior;
en la linea 2, las ventas de bienes que se originan en el sector econdmico 2,
y asi para los demis sectores econdmicos, hasta la linea n que especifica las
ventas de bienes que se originan en el sector n.

El cuadro de transacciones intersectoriales (15) indica que existen
ventas intrasectoriales; es decir, que entidades de un sector electian
transacciones reales con otras entidades que estdn clasificadas en el mismo
sector, Estas transacciqnes-se représentan por vll’ Vza’ V33 seecos Vnn’

En el cuadro se utiliza una notacidn de caridcter general, pero es
obvio que algunas de esas transacciones pueden tener un valor absoluto nulo,

Si se da por establecida una clasificacién sistemdtica de las activi-
dades y un orden de ubicacién, por ejemplo, el que se indica en (15), podrian
tomarse los valores numéricos de ese cuadro para presentarlos en una matriz

y realizar luego, las operaciones que exija el andlisis,; economizando tiempo

vy esfuerzo mental y asegurindose coherencia en las soluciones,

Se tendria una matriz de transacciones, cuyos elementos representarian

valores absolutos de ventas entre los sectores:

oot
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~” . .
V110 Typ Yin Vinty Vnn-}z Vint3 (16)
\ \i

21 V22 ,ieeee. 'on Vondd Vond2 Vonds

(1)

M [ 3 L
eversroe . . » .

. » - - .

v . . s e s s e . . .

n,nd3 =

1 \Ynl“ Vn2 veseoee Vnh vnn{l Vnnfz Vnn+a |
En esta matriz podrian identificarse cuatro sulmatrices: una sub~- -
‘matriz cuadrada de orden n x n que representa los valores de las transac-
ciones entre los siytores de produccidn. \
| Ve, V - v P
11 10 eeieceeerece 1n
; - _ ; V?.l sz  seessensenms - VZn T . (16a).
. nn : : ceracovssene :
an Vn2 tescvscranas Vnn )
Un vector coiﬁmna que indica las compras de las familias a cada uno
de los n sectores econdmicos,
Yo = dvn Van Taan eeeens Vm',ﬁ (160)
Un segundo vector columna que indica las ventas al Gobierno
Ving2 = {v v Vo, Voo
{("Inf2  Tanfz "mnf2  ...... nn2§ (26e)
¥ un tercero y dltimo vector columna que indica las ventas al exterior
V(n"rB = {Vln‘f'B Vzn_';‘B V3n_l'_3 A..ur.. Vnn_%3§ (164)
La matriz de transacciones intersectoriales (16) puede representarse,
en consecuencia, asi: A . ‘
Vings = \vnn!: V(n%li Vint2 ! V(n—}B) (a7) .
Otro ejemplo de esquema contable que puede analizarse mediante la
operatoria matricial,es el del comercio internacional, -

Los datos de las exportaciones e importaciones por paises se pueden
ordenar en una tabla de doble enfrada,‘tomando como referencia, por ejemplo,
a las exportaciones, Si se especifican los n paises que comprende el
mercado internacional, se puede anotar por lineas las exportaciones gue un
_pais hace & cada uno de los demds; en las columnas aparecerdn las compras
(o importacidnes) de cada pais. FEl cuadro con las cifras absolutas ten-
dria la siguiente ordenacién y las cantidades Eij indican las exportaciones

que el pafs i efectfa al pafs j. /Cuadro de
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Cuadro de comercio internacional

Paises importadores
Paises exportadores
: 1 2 3 voevsneesn n
l o——— ElZ El3 esess00 0 &1n
2 ) E2l S—— E23 (AR BN R NN E2n
3 EBl E32 —— [ENE RN RN E3n
] n Enl En2 En3 esevoese Sw—

Este esquema estadistico podria sistematizarse tratdndolo en una ma—
triz de corercio internacional, en la cual podria interesar destacar sub-
matrices que correspondan al comercio de determinados grupos geogréficos,

politicos, econdmicos o financieros de paises,

- | | N\
0 By | By e oEmy .
: _ 19
E2l © ; Bas. '%"" Eon
(- ‘
x 4 ' l \
Ly = By By i o edeees Fan E..t Eg 1 By
. - - ' - f - M f
' ‘ t ':"" I N 5 Een | P
H H H s g 000 H ~ }
: % s Eer : Eeh | Eeu
{ /
Enl En2 { En3 opvroen O
\ i P

La matriz podria representuarse por sus vectores filas que indican las
exportaciones de cada uno de los palses; o por sus vectores columnas cue

indican las exportaciones de los distintos paises a un pais dado,

( .
B))
; F2) , (20)
0= %)) 2 | By E(, By eeeessess By
H
E E
\. n{’ /En la
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En la matriz (19) no se registran cifras absolutas en la diagonal prin-
cipal (la de sentido izquierda derecha) porque es obvio gue las exportacio-
nes al mismo pais son nulas. '

Sin embargo, cabe pensér en un esquema contable de "Produccidn’y co-
mercio ihternacional" qﬁe registrase en cada una de las lineas la "produc-
cidén final® de cada pgis y especificase, tal como lo hace el esquema (18}, B
las exportaciones a los demds paises.

Una forma -de presentacién, que no excluye otras, seria la de_fegistrar
en las lineas la produccidn nacional de utilizacidén final, integrada por
dos partes: a) demanda-final interna de bienes.naciodnsles y b) exportacio-.
nes, especificadas segin paises adquiriéntes. La demanda final interna
(consumo + inveréiéh'bruta) se ubicariz en la diagpnal principal, en el lu~
gar correspondiente de la linea de cada pais. . '

Ese tipo deé esquema seria iitil para analizér, en términos comparapivos
internacionales, produccién ¥y comercio exterior,

5 Operaciones de adicidén y sustraccidn de matrices

a) Igualdad de matrices

Matrices iguales son las de un mismo orden y de elementos homélbgos
igunales. ‘
‘ A = B
si tanto A como B sén del mismo ordenm X n, y, ademéds, &8 = b _ para

mn mn
todos los valores de m y de n.

b) Suma y sustraccidn N
Para sumar o restar matrices se requiere que las matrices sean del mis-
~mo orden. La operacidén se define como una nueva matriz, cuyos elementos re-

sultan de la suma o resta de los elementos homélogos de las matrices "suman-

)
13/

v
dos":

(21)

+
o
fute
e
n
l¢)
Hn
e
1
V.
e
*
o
P-
Cay

/Ejemploss



Ejemplos: / \ AN
2 0 1 1 1 1 3 1 2
1 3 2f ¢£{0 2 4= 1 5 3
L 0 0 2 1 7 2 1
& 3 0 1 T -6
\ 47 51 -1 6 8};' - -3

6, Operaciones de multiplicacidén de matrices

Multiplicacién escalar: Es la operacidn por la cual una matriz se mul~

tiplica por un ntimero dado (escalar):

eA = e 35 = ea; 5 (22)
Ejemplos: :
1 0 2 ’3 0 6)
3 L5 0 - 12 15 0 |
3 1 1 9 3 3

La multiplicacién escalar produce una nueva matriz, cuyos elementos
constituyen el producto de los elementos homélogos de la matriz dada por
el escalar,

Se define asl, la combinacidn lineal de matrices, como una suma de

matrices con coeficientes escaléres. (23)
elA 4+ ezB + eBC = elaij + ezbij + eBci{]
Ejemplo: P
3 1 1 0O 2 6 3 0 2 3 7 ~1
2 3 P - & - -

4 L 3 01 8 12 1o 11 |20

La multiplicacién escalar es conmutativa, o sea, que el resultado no
se altera si se modifica el orden de los factores; pero esta propiedad no
se verifica en la multiplicacidén de matrices, salvo en casos especiales.

b) Multiplicacidén de matrices, caso general

El producto de la multiplicacidén de matrices es una nueva matriz, cu-~
yos elementos resultan de la multiplicacidén de los elementos de filas de
la matriz gque premultiplica por los elementos de cada una de 1las columnas
de la matriz que posmultiplica del modo siguiente:

/1)
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fixl42x1 = 3 1x0+2x13

1 2} [1 o 3 2
VY3 1) {1 112{3x142x1 = & 3x0&1x1 1 b1

10 fi 0} (Lauxe = 3 1xOMx® = 2 1d#Hx0 =1_3 2
o 2 12" 27 ¢ 1232 = 4 o022 = 4 Oxlex0 =0 4 4

Es decif que los;elementos de la'primera fila de l¢ métriz que premul=- -

tiplica se multlpllcan, uno a uno, con los elementos de la prumera columna
de la matriz ~ue posmultlplica, se -suman los. productos y se obtlene el ele~
‘,mento de la fila 1, columna 1, de la matriz producto. Esos mismos elemen—
. tos de la primera fila de.la matriz multiplicador‘se aplican a la segunda

columna, haciendo las. operaciones de. multiplicacidn, elemento_con elemento;....

se suman 1os productos, ¥y se obtlene un nuevo elemento que se ubica en la
segunda columna de la primera fila de la matrlz producto. Si se realiza.
la misma operaclon cén la: tercera columna de la matrlz que posmultlpllca,
tal como puede verse: en el eJemplo 2, se obtlene un elemento que correspon-

' derd a la primera fila y tercera columna de la matriz producto. Asi se

irdn obteniendo elementos de la primera fila de la metriz producto hasta
terminar de. operar sobre suce31vas columnas de la matriz que posmultiplica.

Se continda la operaclon trabzjando con la segunda 1inea de la matrlz
que premultiplica. Los elementos de la segunda linea - témese como refe-
rentia el ejemplo'l'; multiplicédos por la primera columna de la matriz
que posmultiplica y sumados esos productos parciales (3x141x1 ='4) dan el )
prlmer elemento de la segunda flla de la matriz producto. Si se opera So~
bre la segunda columna se obtiene ‘el elemento de la fila 2 y columna 2 de
+la matriz producto. En el egemplo 2 -al operar sobre la columna tercera
* (oxl + 2x0 - 0) se obtiene el elemento de la- segunda flla ¥ tercera co-

Alumna de 1a matriz prodicto. ' ‘ ‘ o

Se comprueba, por lo tdnto, que los elementos de la matrlz preducto
‘aparecen en-el’ orden siguiente: los elementos de la primera fila resultan
de operar con la prlmera fila de la matriz que premult“pllca, los de la
‘segunda flla, de las .operaciones de la ‘tercera fila de la' matriz producto |
_ _resultan de las ope:ac1ones que se efectudn con la tercera fila de la
matriz que premultlpllca, h4 anl, suce51vamente. ’

De esto se deduce una primera conclL51én. la matrlz producto tendré
un nimero de filas horizontales igual al nimero de flldS de la matriz que -
premultlpllca.-

~ /E1 orden



I

-13 -

El orden de los elementos de cada una de las filas de la matriz pro-
ducto estd dado por el orden de las columnas de la matriz que posmultipli-
ca y sobre las cuales se va operando; el primer‘elemento ~=-columna l=—
resulta de operar sobre la primera columna de la matriz que posmultiplica;
el segundo elemento --columna 2-- resulta de operar sobre la segunda co-
lumna; el tercer elemento, hacia la derecha, de una fila de la matriz pro-
ducto, resulta de operar sobre la tercera columna de la matriz que posmul-
tiplica; y asi en adelante,

De esto se deriva una segunda conclusién: el mimero de columnas de la
matriz producto es igual al nimero de columnas de la matriz que posmulti-
plica.

En consecuencia, para que la operacién de multiplicacidén se pueda
efectuar es condicidn necesaria que el mimero de elementos de las filas de
la matriz que premultiplica sea igual al mimero de elementos de las colum-
nas de la matriz que posmultiplica, o, lo que es equivalente, la matriz que
premultiplica debe tener un nimero de columnas igual al mimero de lineas
de la matriz que posmultiplica,

Es conveniente generalizar estos tres requisitos de la operacién de
multiplicacidn:

Témese el case de un producto C de la matriz A por la matriz B.

A,.,B=¢

Para que este producto haya podido efectuarse es necesario que en.el
orden de A, el mimero de columnas, n, sea igual al ndmero de filas en B,
En la matriz C, habrd un nimero de filas, m, igual al nimero de filas de
A, y el nimero de columnas de C serd igual al nimero de columnas de B.

Si se indica el orden de las matrices con subindices que sefialan al
mismo tiempo el nimero (absoluto) de lfneas y columnas, se puede escribir

A, » B, = Co. (24)

ms= 1: 2: 3’ seensavense M
n=1,2, 3, tiiveececes N
r=1,2, 3, tesecccecss I
/Si se



Si se asigna a los sub::_nchces el sigm.flcado que se acaba de senalar '

es. fécil verificar, desde el principio, si dos matrices pueden multipli-
carse; pues el segundo subfndice de la matriz A que premultlpllca (n) debe
.ser igual al primer subindice de la matriz B que posmultlphca.

La primera fila de elemtntos de C se obtiene, segin se senalo multi- ‘

plicando la primera fila de A por. .cada una de las columnas de B; esta ope-
racién ‘puede indicarse asi: ' o ' ’

Fila 1 de A por matrlz B = Fila 1 de C. .

Si se representa con a ., bnr y‘_<‘: - los elemen’cos de las 'natrlces se

tiene: et eh et e s e 2 e e immar g e A st 5

Er et . n ~_,
“ . . b '= ¢, = Sab ,
e |
' ’ AT
"8,y 4 b . C = Sab
1) @ = "2 "
. ' n .
a . Db = = Sab
1) (3- 7 3 11n 03
. ) ’ 'n I
« by .= . 'wm Sab
| 8) (r clr 1lnar
Fila 2 de A por la matrlz B= F:Lla 2 de C. |
T A ‘ - n
%2) . by = °21 sab .
' l2nnl
a . b - ¢ = n
2) (2 22 “Sab
. 4 1.'2n n2
. . n
a . b,. = ¢ - Sa b
2) (3 23 12n n3
. on

/Fila 3

)
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Fila 3 de & por matriz B = Fila 3 de C,

n
a e D =~ ¢ ~ Sa b
3) (1 31 1 3n nl
n
a . b = ] - Sa b
3) (2 32 1l 3n n2
el n
a ° b = Cc = Sa b
3) (3 3 T a3
P : : :
n
a b = ¢ -~ Sa b
3) * (r ir 1l 3n nr

Operando con la \ltima fila (m) de A se obtendrd la dltima fila de C.

Fila (m) de A por matriz B = Fila (m) de C.
n

W) e = f@nE PP

2 )) o b(2 = Oy ga b

n m 1 (m)n n2
n

Wt T W Rt
n

) * P = E

c(m)r: Sa
il (m)n nr
N\

Estos desarrollos. se pueden escribir en una forma simplificada:

n
A e B - C - Sa b (25)
mn nr mr 1 mn nr

Pa.ra: m :'_l, 2, .'.-aom

r "‘l, 2, sesses I

—

/Es oportuno
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Es oportuno anotar otra propledad sobre la multlpllcac1dn de matrices.

Conforme se acaba de demostrdr, cada uno de los elementos de la matrlz
_ producto se origina de la multlpllcacidn de una flla de A por una columna de

B; en consecuencia, si se partlclona la matriz A en submatrlces (ordenadas)

que representen a cada una de sus fllas, y se particiona, a su vez, a la ma~

triz B en submatrices (ordenadas) que representen a sus columnas, y si la
matriz C se presenta part1c1onada en submatrlces que representan cada uno de
sus elementos, la multlpllcac16n de matrlces constltuye, en si mlsma, un
caso de mnltlpllcacldn de matrices particionadas, pues, cada elemento de la

' matrlz producto puede considerarse como el resultado de ‘una multlpllcacldn
de matrlces. ' '

f

'Si se tiene presente la notac16n que se 1nd1co en pérrafos anterlores,

la proposicidn que se acaba de establecer puede representarse asi:

/
, Al)j
Bl o
Amn - : . 3 Bnr = (B(l _ B(z B(B QOQ‘D'OOOOQOO B(l
, N Ay,
Aw)| | S
Al)B(l A].)B(Z Al)B<3 .-I‘o..ooo--oo-ofooaoo l) B(I‘-,'4
Az)B(l A'2)B(2 Az)B(B o-o-of'g.oicnu-o--t A2)B(r
AB)B(]-‘ AB)B,(Z AB)B(B .......ff.',..'..’..lAS)‘ B(r4
'Amnanr = : S 4 co s e s

../‘

S, . . w._. " /Un razonamiento

foy)
)

)

&
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Un razonamiento semejante podria efectuarse operando en una forma
distinta pero que conduce a idéntico resultado final, Consiste en obtener
los elementos de la matriz producto por columnas, en lugar de hacerlo por
filas segiin se ha venido explicando,
7e La propiedad no conmutativa de la multiplicacidn de matrices

Se demostrd que la operacidén de multiplicacidn matricial sélo se
puede realizar en el caso de que el mimero de columnas de la matriz que
premultiplica es igual al mimero de lineas de la matriz que posmultiplica,

En consecuencia:

A B = C

*

mn nr mr
En cambio, no se puede realizar la multiplicacién BA, si el numero
r de columnas en B es distinto al mimero m de lineas en A, Sin embargo,
la operacidn podria realizarse en el caso especial de que ambas matrices
A y B tuvieran invertidos los subindices, o sea, que el mimero de filas de
A fuera igual al mimero de columnas de B, y que, ademds, el mimero de
columnas de A fuera igual al nimero de filas-de B, Por ejemplo:

Amn * Bnm. = Cmm

La cormutacidn de factores:

B . A = C
nm mn nn

Es decir que, en este caso de subindices invertidos, se puede efectuar
la operacién de multiplicacidn, commutando los factores, pero se obtiene
una matriz producto distinta.

Véase un ejggplo numérico:

1) 1 2
13 2 1) jo 1} _|u 9
0 01 11 1
\ \ hY
12 4 3 2 3
01 323 _ oo
11 \001 3 2 2

/Finalmente, también
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Finalmente, tamblen en el caso de’ que las matrlces factores sean .
cuadradas se puede efectuar la multlplicaCLon con 1os factores conmutados,

pero }os ‘resultados" (matrlces) no tlenen neceSarlamente que ser 1guales

N

2) 1 2 15' ‘ _ h 5 )
7 ifi A 32
2 E& LB 1 ‘\8 é}

, Queda, pué -‘demostrada la propiedad general no conmutativa de la
multiplicacidn maur101al, por 10 cual 31empre es necesarlo sefialar si el
factor pre o pos multiplica.

. P -.'I‘J -
85 - La mabriz W LQac Vv

a) - Matriz unicad 6 matriz idéntica

Es la matriz cuaarada,‘ﬂuyos eLementos son nulos, con excepulon de
los corresoondlentes a la diagonal p“1n01pa1 que son de valor uno, Se
representa generalmente con 1 (i mayuscula latina). '

1 0 O
0 "1 O
0 0 1
0 0 O i .
Se suelen utlllzar puntos ( /) en 1upar de cero (O) para 1nd1car

(27)

los elementos de valor absoluto nulo,
Se 1lama diagonal principsl de una matriz a la indicada por los

elementos que desciende del extremo superior izquierdo al extremo inferior

derecho, . ‘ . A
La matriz uniéad puede representarse por?: .
1 = Y ; slendod= opararsfs,yd=1lparar=s,
b) Vectores unitarios B | | »

-Se suelen definir como vectores unitarios a aquellos que poséen un
elemento de valor absoluto 1 y los demis son ceros, Por ejempld:
5 ‘

(28)

LA N
O O © B
o+ O

/Tanto para

las matrices escalares’,” diagonales, triangulares
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Tanto para la matriz idéntica como para los vectores unitarios debe
sobreentenderse o indicarse su orden.

Tienen difundida aplicacidn en el andlisis econdmico los vectores
(filas o columnas) de elementos de valor absoluto sino que se suelen
simbolizar con la letra i. Por ejemplo: ‘

29)
l 1 (R X NN R NE 1

et
n
[

K
La matriz unidad (I) tiene las mismas propiedades que la unidad en

el 4dlgebra conocida, Asf, una matriz no se altera, si se pre o multi-
plica por la matriz unidad, I. Por lo tanto, para este caso especial de
multiplicacidn, se vueden conmutar los factores,

AT = A = 1A

Ejemplos:
/52 1Y 4 o o (3 -z 1)
1) 0o 4 2 o 1 ol=]o 4 2
235 o) L 3 5
\’ 1 0 o0 o2 17 (3 -2 1)
2) 0 1 0 o 4 2{=lo 4 2
O 0 1 Ll 3 5 \1 3 5 )
3 2 1 0 3 2]
’ L5 o 1 = b 5
6 3 h 6 3



-?20 -

L) 100 13 2

010 b5 =
0 01 6 3

Véase en los ejemplos 3) y L) como ha camblado el orden de 1a matriz
idéntica, en correlacién con el orden de las matrices, :

De acuerdo con las propledades de la matriz I, se deduce que - se pueden
suprimir o incluir las matrices I, sin alterar los resultados " | - 4
c)  Matrices escalares ' |

Son las matrices cuadrrdas que tienen un escalar'céhstantelen su : o
diagonal principal y nulos todos los demis elementos, |

' v/; - 0 o i
10 - =a o} | A . <30)
1 . ) . " .
fo. o© a
o | \ ‘

Se verifica que
{2 0 0

al = Ia = {0 a - oOf _ RS

o 0O

\

Es evidente la pr00031c1on de Que la multiplicacidn por matrices : |
escalares es commutativa,

d) Matrices diagonales

I

Son matrices cuadradas qué tienen nulos todos sus elementos excepto
los de la diagonal principal, . Por lo tanto, estas matrices tambiég se sue~

len llamar casi escélafes. Ejemplo:

11 0 0 ' ‘ H”: - . 4  3
0 a0 o (3 o
o o - : ' . L

. A . i .

Las matrices diagonales se suelen representar con la letra Dy
cuando se trata de un anallsls 0 apllcac1on especifica se suele utlllzar 1a
notacidn concreta que corresponde al 'significado de los elementos. de la

diagonal A
: /principal con



principal con un acento circunflejo. ASi'ﬁ} puede representar una matriz
diagonal de precios, ‘X una matriz diagonal de cantidades, etc. -
Las matrices diagonales son de uso freuente en el andlisis econdmico.
Asi cuando se necesita muiltiplicar los elementos de cada una de las
lineas de una matriz por un factor constante (que difiere de linea a 1fnea),
la operacién se puede realizar mediante una premultiplicacidén con una matriz

de constantes d.,

(33

17 P ‘
4 \
4 0 0 21 2 ¥3 diay 4%, 43,
0 A 0p . 2 22 33( = fhPn Y %P
° o “3,i 231 %32 %33] }d383  d3¥3;  dgagg
N\ / - \ Ve

Si, en cambio, son las columnas de una matriz A las que se desean mul-
tiplicar por una constante (que difiere de columna a columna) se puede re-

currir a la operacidén de posmultiplicacidn por une matriz diagonal.

31 %2 %3 4 0 0} fapnd;  mpdy apgdg (G4
a21' 8o a23 0 d2 0 = a21d1 a22d2 a23d3
85 83 33%/ 0 0 d.t aBldl a32d2 a33d?)
La misma operacidn se puede realizar con un vector fila:
‘dl 0 0
o T 0 dy O = (=ad  ayd, agdy (35)
0 0 d3

Es evidente que si el problema consistiese en obtener un vector fila
de elementos multiplicados cada uno de‘ellos por una constante, se trataria
simplemente de una multiplicacidn escalar,

La multiplicacidén de matrices diagonales entre si posee la propiedad
conmutativa; en cambio (33) y (34) demuestran que esa propiedad no se veri-

fica en la multiplicacién de una matriz general por una diagonal,.

/Véase el
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Véase el caso de &ultipiicécidn de maﬂficéé'didgonales:
) N\ 7 N A ‘ :
a, 0 .0 b 0 O fab e . (36)
0 a, 0 0 b2 -0 = . ' 82b2‘_ .
7 O /
/ N /o O\ : ™
bl 0 0 3y 0 0 bla1 0 0o :
0 b, O o &, O - 0 b, O
.QQA: 0 b3%‘ \? o - g%; . ,‘\O o . b3§3{

- Es decir que se obt¢ene una nueva matrlz dlagonal, cuyos eléméntoa re-
sultan del producto de lps“elementos homdlogos ae las matrices d;agonales
factores. ’ "

e) Matrices triangulares

Son matrices cuadradas que tlewen rulos todos ‘10s elementos de un 1ado

de la diagonal principal. Se suelen representar por T.

Ejemplos:
Y )
a 0 0. : : _
T = b ¢ L (31
d e )
‘ , N
T = a b
0 o f’t\ \
: )

El producto de matrices trlangulares de 1gual fonna, entre si, es una

nueva matrlz triangular, cuya dlagonal pzlnc:pal es el p”cducto de los ele—

mentos homélogos de las dlagonales de las matricas factores.‘ -

£ producto de estas matrices, no es conmutatlvo.u ‘

Ejemplos numérlcos'

2 0 -
13 1
2 1

o o

-

/30 0

&

B
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N\ N
3 6} 0 2 0] 0 6 0 0
1 2 o 3 1 ol = 8 2 o
1 1l 0 2 1l 2 5 1l 0
£) Matrices simétricas

Son matrices cuadradas que tienen idénticos sus elementos homdlo os,

a uno y otro lado de la diagonal principal: a - a

rs - C“sr
a b c - (38)
b d e
¢ e r
g) Matrices antisimétricas

Son matrices cuadradas, en las que se verifica que:
\

a - ~a
rs - sr
En consecuencia los élementos de la diagonal principal son necesaria-

mente nulos.

| ~b 0 d (39)
-~-c -4 ol '
En una matriz antisimétrica los elementos de la diagonal principal

son necesariamente nulos, en virtud de la definicidn.
9. Propiedad asociativa de la multiplicacidn de matrices

En la multiplicacidn de tres o mds matrices se verifica la propiedad
asociativa, en el sentido de que se pueden efectuar productos parcilales

para obtener el producto total, con la restriccidén de que se debe mantener

el orden de la pre y posmultiplicacidn.

ABC = E = A(BC) - (aB)C (L0)
ABCD = E =~ A(BCD) = (aB) (CD) = (sBC)D
a~(BC.D) = A(B.CD) - (4B.C)D = (a.2
Ejemplos: \ N _ .
2 1 (/2 3| [2 8 7] |, fz'z
3 2 . Lh 1 "LB - vlh 1t |, 4 - ‘;»’:.1
l ' S B

=2 1

-
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‘Véase en este-ejemplo numérico’como se origina un caso especial en que ‘

el orden de los factores matr1c1ales no altera el proauc*o.

10. Prog_edad distributiva de la multipllccclén de matrices con respecto

a la suma

Lo mismo que en el £lgebra conocida, se resuelve la siguiente operacién

matricial: | ' ‘
(A + B)XC " -~ AC + BC ()
Sin-embargo, el orden de los.factores no debe altersrse. De mod§ oue
el resultado anterior, en general, no es 1guel a | ‘ \
| oA s B) = o s CB

1l. La prueba en la nultlpllcaclén de mat“lces.

5i, cuando se hace la operac16n AD =G, se aumenta el nimero de fi- -
1as de la matriz 4'con una nueva flla, cuyos: elementos ﬂepresentan la suma,
por columnas, de los elementos de la matrlz As y, por cotra parte, se agrega
una columna ala matr1~ B, cuyos elementos Ponstluuyen la suma, por fllas,
. de los elementos de la matriz B; se obLendré la misma thrlz C,’ con una
lineé j una coiumna'adicionales. Los elenentos de la 1linea. ad1c1onal re-
jpresentarén la suma por columnas de los elenentos de la matrlz c, y los
elementos de la columna ad1c1onal representarén la suma, por llneas, de-

log elementos de la matriz C.

" /Ejemplo:

v



Ejemplo: 4
2 31 2'; 3 7 6\ 13 (42)
1 © 11 2 ={2 3 5
2 1 01 1 5 3 8
5 4 3 _ 1 12 26
12, Intercambio de lineas y columnas de una matriz :
a) Se define una matrisz Eirs) que se obtiene de la matriz unidad inter-

cambiando las filas "r" y "s",
E(31) procede de la matriz I lievando la fila I 2l Jugar de la fila

3, ¥, a la vez, la fila 3 al lugar de la I, De ello se deduce que la

matriz es, por lo menos, de orden 3,

G 0 1
E = o 1 ©
(31)
1 o0 0 (43)

Se comprueba que 5(31) es simétrica y que, ademfs, en relacidn
con la matriz I, tiene intercambiadas las columnas 3 y 1.
Véanse demostradas estas propiedades en una matriz-de orden 4.

‘ 1 0 0 O
0 0 0 1
E = o 0 1 O
] 42
: 0o 1 0 0O

b) La operacién de intercambio de lineas y columnas de una matriz se

efectia aplicando las matrices E(rs)'

Fl intercambioc de lfness, pre multiplicando, y el intercambio de
columnas, pos multiplicandd.

Véase la solucidn del problema intercsmbiar las lineas v las colum-

nas 2 y 3 de la matriz A:
/A 00



. / \
1 0 O R &3 i1 0 0 | (44)
0 0 1} . 851 855 8yt 0 0 1 -
0 1 0 I 0o 1 o}
/N N/ \
1 %3 1 0 O
= 8.31 332 a33 0 0 1 =
821 8 83 0 1 0
A\ / \ . /
g
1211 313 %2
= 81 %33 %32
81 Ba3 2l

13, Combinacidn de lineal de’ liness v columnas
a Se defin m iz H
) ine una matri (rs) que procede ce I reemvlazando el elemento

nulo r-,s por una cantidad h

0 O
0 1
b) Las matrices H son operédores que premultiplicados a una matriz

realizan la operacidn de adicional a una lfnea combinaciones lineales de

otras y que posmultiplicando por sus traspuestas hacen el mismo trabajo

con las columnas, ' . Vs
Considérese el problema de agregar a la linea dos de la matriz A, h

veces la lifnea 3.

/ N | 1] -
10 0 fey ey ey 11 12 13 (467

0 1 hi} . a5y a22 _323‘ - a21--ha31 a22—ha32 a23~h§33

/) |* % %n ! 32 233

\ /N /
[Véase la '

!
a

0O 0 1
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Véase la solucién del ‘mismo. problema con respecto a las columnas,

/7 /
1 %12 fr o0 r313.‘ T CREL TN
ay :.a22; . 0 1 0 - a21" a22$h323 azj’ ®7)
ay 83 "0 h 1 331 aBzéha33 a33/
\ ‘ \
Ejemplo numérico: ’ N '
' SN 7 - / \
1L 0 0 3 2 1 3 2 1
2 1 O {4 1 1] = Jwo 5 3
>O 0 lq \P 2 17 '>9 ‘2' l:
(3.2 1} ,:1 2 0] 3 8 1
o1 1] oo 2 o o |49 1
0 2 1 0 0 1, 0 2 1,
\ /N / \ s .
c) Pueden generalizarse las matrices H para realizar las operaciones de
combinacién lineal con cualquier mimero de lineas y columnas. Por ejemplo:
/ N : |
SR
H = 0 1 hy (48)
hh h5 1l '

/ . ;
La premultiplicacidén por H de una matriz_n33 origina una nueva matriz,

cuyas lineas significan:
i) la primera linea serd: una suma de la primera linea de A més hl

veces la segunda linea y h2 veces la tercera linea.
ii) la segunda 1fnea: una suma de la segunda 1inea de A mds h3 veces

la tercera linea de 4, y
iii) la tercera linea: una suma de la tercera linea de A mds hh veces

su primera linea y h5 veces su segunda linea.
A continuacidén se incluye un ejemplo que consiste en obtener una nueva

matriz, cuyas:

/a) primera
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a)  primera linea, resulta de una resta de ld primera con la segunda.
b) segunda;lihea;”sé“mantiene inalterable, y
c)§ tercera'Linea, reéulta_&e una resta de la tercera con la segunda.
1.0 {2 4 of o =2 c;‘
1.0 43 6 of = 3 6 0
A1 da o2 1) 1 -4 1
AN ' 7

Es dtil comprobar la ubicacidén que tiene e} factor h en la matriz H.
En efecto, estd en la linea QQe se ha de modificar y en: el lugar 1, 2, ...n
que corfesponde coh las lineas 1, 2, 3, ees N Qque se han de combinar (adi~
cionar) con la linea dada. 1- o | }
14, Multiplicacidn especifica de lineas o columnaskpdr un éééalar

a) Se definen matrices K(r).obtenidas de la metriz I, sustituyendo el

elemento 1 de la fila r por una cantidad k.

1 0 O
O D | - (w9)
0 0 k ‘

%

Las matrices K se utilizan para obtener matrices, procedeuntes de la i,
cuyas lineas o columnas son productos escalares de las lineas o columnas de

la A,
Véase un ejemplo de multiplicacidén de la primera linea:

k 0 O ¢ ~ ) /k K K )
1 %12 %13 1 *2 3
0 1 © 1257 25 323. = 8 8 23 (50)
0 o0 1 a5 33 ag 33 %3 833 ; i
\ .

Véase, ahora, la multiplicacién de la primera columna de A.‘
) &

/(51)
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331k a32 333

L3 generalizacién’ de’ matrlces K en matrices diagonales K pe*mlt

efectuar la operacién de multlpllcar lineas o columnas por cantldades

determinadas,
Ejemplo numéricQ:_' - B o
3 1 9 2 0 0° (3x2)  (1x3) (9xL)
1 1 1 o 3 of (e @@x3) ()
0 2 0 0 0 &4 (0x2)  (2x3)  (Oxh)

15, Reduccldn del orden de ls matriz mediante suma de liness y cdlumnas

a) una forma particular de matrices H permite, mediante la operacidn
de multiplicacidn, transfbrmér una matriz en otra cuyas lineas y columnas
resultan de adiciones-de 1lineas y colunnas de la primera,

b) Séa una matriz Ahh que se desea transformar en otra matrlz éZh cuya
primera linea adicione la primera y segunda de 4, " ¥ cuya segunda 1ines

adicione la tercera y cuarta de AAA Lz solucidn es:
\ (e ome oms oy )
1 1 0 O 8y  Bop  Bp3 By i bll blé b13 blh
0 0o 1 1 By By 833 2y T by By by By
21 32 ahB‘ ,ahe
c) Si la matriz Ahh se desea transformar en otra matriz Ah2 cuya

prinera columna adicione la primera y segunda de Ahh’ ¥ cuya segunda
columna adicione la tercera y cuarta de Ahh’ la solucidn se lonra uos~
multiplicando por la matriz transpuesta que se utilizdé en la operacién

anterior:

/(53)
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o N LN S \

L PR R VA I ‘n G2 | 53
?.
By 8p 83 At fL 0 ] 21 %22
1 %32 %33 21 10 T 1% °x:
FaaT e Az | 0 1y b 2]

d) Las matrices que realizan esta operacién pueden adaptarse para efec-
tuar cualquier combinucidn de lineas o columnas, . ‘ .
e) 5i el problema consiste en combinar a la vesz 1ineas y columnas homélo-

gas en una segunda matriz de orden reducido, se selecciona la matriz H de
este tipo para efectuar la adicién de lineas y luego se posmultiplica por
la transpuesta. A

El ejemplo anteridrAilustra este caso:

. _ / \ 4 )
;- e DR PR & S VA B IC ) S (54)
{1 1 0 | Of oy 25 .a23 agy 1 © _ di; 94,
0 0 1 1 lay &g a5 8y ,\o 1/ - dy d22/
i %2 %3 P

£) De este ejempio pueden deducirse las proé&edades de estas matrices H
referidas a la que premultiplica:

i) El ndmero de lirieas es igual al ndmero de lineas de 1a matriz re—
ducida que se deba obtener y el nimero de columnas es igual al hﬁmefo de
lineas de la matriz de que -se parte.

ii) Sus elementos son nulos o unitariocs. Los elementos unitarios se
ubican en cada linea en un orden concordante con las lineas que se desean
sumar para construir la matriz-agregada.

Asifi si la primera linea de la matriz H es:

. 1 o 1 0 1
resultard una suma de las lineas 1) + 3) %+ 5) de A para construir la pri-
mera linea de la matriz agregada.

Si la segunda y idltima linea de H es
o 1L 0 1 0O

/indicard que
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indicard que se suman la segunda y cuerta linea de 4 para construir la se-~
gunda linea de la matriz agregada.

iii) La suma de 1la (1 (3 y (5 columna de A que origina la primera co-
kumna de la matriz agregada y la suma de la (2 y (4 columnas de 4 que crean

la segunda columna de la matriz agregada, se logra posmultiplicando por

/
] 1 0
o 1
1 O
0 1
1 O
X /

‘que es la transpuesta de la que premultiplica.

16. Agregacidn o combinacidn de cuenta de una matriz de transacciones

La operacién anterior se puede aplicar en la contabilidad econdmica
para establecer cuentas que adicionen transacciones de enticades que se
agrupan en clases definidas segin determinados criterios.

Sea, por ejemplo, T una matriz de transacciones de entidades, cuyas
lineas comprenden los elementos de las corrientes que se originan en la
entidad y afluyen en las n-l restantes, las de Tnn indicardn, a la vez, las
afluencias a cada entidad. .

Si el problema consiste en adicionur diversas lineas ycolumnas para
establecer las cuentas combinadas de ciertas clases de entidades, en una

matriz Tsr de clases o sectores de entidades, la solucidn es:

Hy, T, He = T (55)
a) Obtencidn de la matriz de insumo producto partiendo de la matriz de

contabilidad econdmica

De acuerdo con lo explicado en el capitulo IV, de una matriz de conta~
bilidad econdmica, cuyo extremo superior izquierdo contiene una sub-matriz
de orden n x n que representa las cuentas de produccién y m lineas y colum~
nas subsiguientes que representan las cuentas de ingreso y capitsl, se pue—
de derivar la matriz de insumo producto,adiqionando en una linea y en una

columna, respectivamente, las m cuentas mencionadas.

/Para efectuar
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Para efeétimr‘esa operacién debe premultiplicarse por una matriz H =
del tipo siguiente: ‘ .

/! ( oaoo--doo‘. ) - .. 0 (56) . :

a0t oo see

esvsevese

o O WV
o - o
H o o
o o o
o o o

0
.oiodooo‘o
0

11

evsenssvees Qececcve

LI B A N N

8
se

.
 sesececes o

. e T e : ) : :
» . s S esenees .. . ..0.‘.050 L4

SN I T T T RS R

L (Inn L Onm\ SR o
= S - B St O Ji(57) .

* Su transpuesta dé pos-multiplicaciones
\.\. f
R R - (s
o - .| ' '
m ml
R 8

A su vez, la matriz de contabllldad econém:.ca puede represantarse
por una matriz T de orden (nim) x (n¥m): ‘

N

N

Tn . Tm

N S I O R
s . - : ) T o . ' Y
(ET ) . T j o T : : . .
- La detenn:.nacn.én de la matrlz de muamo-producto resulta de la 51gu1en-‘ K

te operacidén: : S / o ‘« (60)
r ol fr o or |

.

| go - g".‘
Ef)

-/

o

/b) Cbtencién

/
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b)  Obtencidén de la matriz de cuentas nacionales partiendo de la matriz

de contabilidad econémica

El problema consiste en este caso en adicionar en una séla 1linea y
en una sdla columna las corrient.es reales que en 1a matriz (59) de tran-
saccmnes se representan.en el extremo superlor i qulerdo T .

La matriz d; adicién de 1ineas que premultlpllcaré es

l l LA X N2 ] 1 O 0 0 R NN O
' R (61)
. O O 8 e v O l O O s e e re O
H= 0O 0 ...... © c ¥ 0 ..... ©
{o o .....0 0 0 0 ... 1
Fsta matrizKH se part/iciona: ~ ot/
1 I ’ : O .
. In 1lm{ (62)
H =
Omn Imm/
La matriz H' gue posmultiplica es:
Tm O (63)
HY = J
Oml Imm
La operacién de obtencidn de leas cuehtas nacionales es en conse-
cuencia: “ y (64)
Iln Olm Tnn Tnm InIL Onm 11 Tlm
‘ . . e ser————— |
Omn Imm Tmn Tmm' | Oml_ Imm Tml Tmm
\ / /

J17. Andlisis
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17, Andlisis de precios y cantidades en las transacciones intersectoriales

Una matriz de valores de tronsacciones intersectorisles puede expre—
sarse mediante una multiplicacién matricial de los factores precios y
cantidades: ~

"4 \, (65) i
Pl O 0 sense :‘ O C12 C13 scasy Cln )
O P2 0 .. [ N ) N 0 Czl o c23 oo e a Czn ,‘
O ’.‘.‘.’ ” ® o s 00
0 P3 0 C31 032 0 C3n
\O o ‘O seveen Pn/ Cnl cn2 Cn3 'R \ O )' o
/b C..P P C,. P
]2 l 13 l .‘OQ._OO'O ln 1
Sz ° Cogfe  weenenene Oy
; 0 sossecesan ‘
CBlPB 032P3 . CBnP3>
Cann CrQPn CnBPn [ I A K K BN B OV 3 0 /

La matriz producto del ségundo miembro podria indicar en cada una
de sus filas (1fneas horizontales) el valor de la venta de un bien a
cada una de las n entidades del sistema estudiado. En el primer miembro
la matriz que premultiplica incluye en su diagonal principal los precios
de venta de cada uno de los n bieneé y los elementos de. la matriz que,
posmultiplica representan las cantidades (fisicas) vendidas, Ia matriz
de precios que contiene elementos de valor absoluto nulo con excepcién "
de los ubkcados en la diagonel principal es una matriz diagonsl, Fn

notacién mds abreviada, la operacién snterior se nuede representar asi:
. C = 'Y (66)

n nn . m

/Si se
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Si se deseara obtener las sumas totales de las ventas en cada uno de
los sectores, sdélo habria que posmultiplicar cada uno de los miembros de
la igualdad por un vector columna de 1 que tuviera una extensidn de orden n;

O Sea:

’g;. . Cnni = Vnni (67)

Es interesante observar cémo puede resolverse la multiplicacién de

tres factores del primer miembro, aplicando la propiedad asociativa.

A
o 1) - Po i
n nn ad nnn
o/ \ 7\ /n \
c C12 013 seces Cln 1l icij
n
021 0 023 senes C2n 1 fCZJ
n
c.i = Cyp C3p O eeeee Gy 1| - fcsj
n
Cnl Cn2 Cn3 tevee Cnn ' 1 ) anj
L / Q \\ /
/ 0o 0 o\ /gc ’h s )
P [ E X RN N} .
1 1 13 1 1 13
n n
0 P, O eeases O SC,. P SC.. .
2 1 23 2 1 2j
AN n n
Pn Cnnl = 0 0 P3 TIXXE 0 SCBj = P3 SCBj
1 1 .
n n
L 0 0 O Pm scnj Pn SC_.
/» \l \ 1 }

/Estd dends
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Esté demés de01r que este anélisis presupone que cada uno de los :

bienes son objetos homogenos cqyas cant idades se nueden sumar y multl— :

‘pllcar por’ un prec1o 1aént1co.

Si se deseara obtener una maurlz del valor de las transacclones 1n—

tersectorlales que reglstrara ademés los to alps or . columna (compras .

de cada sector) y por filas (ventas.de cada secuor) la operacidn de mul-

"tlpllqac16n de precios por cantldades debiera ordenarse asis
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18, Determinacién del producto bruto total en una economfa cerrada

a_) La deteminacién analitica del producto bruto de una economfa
cerrada puede efectuarse operando de dos maneras:

- Un procedimiento consiste en restar de los valores de produccidn
bruta de cada sector las ventas de utilizacién intermedia y sumar laa
diferencias., FEstas diferenciss representan las ventas de cada sector
para consumo e inversidny,

E) primer paso es el siguiente:
/ ) / N /l!F / \
’c]-j )L.Ll ﬁz )5'3 LI R R N ] xln | yl

X, ‘:x21 Xop KXoy seceeecs Xy 1 .'yz

X -3 X

3 31 sz x33 tesasona x3n 1 y3

- . . . .
3 . . . ®e s 00000 .

. » - » -
. H . . s 0c0r00 hd

xn }Cnl xnz an Pooepeoves xm .‘Fl.’ yn

\__/ . Y b N
El vector x representa la produccidn brut.?a (sectorlal) de cada uno

de los bienes. La matriz Xnn indica less ventas a los sectores de pro-
duccién., El vector unidad i opera. sumando los elementos cde cada una de
las filas de la matriz, E1 vector y representa, en consecuencia, las
ventas sectoriales a la demanda final (consumo e inversién bruta).

El segundo: pasc - ¢onsistiria en sumar las ventas de demanda final

para llegar al producto bruto (total), Esta .operacién se efectda
premultiplicando por un vector fila de elementos unitarios i‘= 111 ..,,1
En simbolos abreviados:

i (x~-Xi) = i'y

/o) Otro
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b) Otro modo de operar consiste en efectuar la sustraecidn del monto
de los insumos de bienes del valor de la produccidn de cada sector, Fl
desarrollo de la férmula es el siguiente: )

| N7\ (70)
AV , - Y
o) (m % o ma| 1] %)
\ ol X2 X2 %o ecee %n2 | 1 |2 )
N |
W ... 1) G Ed 343 T3 %33 e T3 .1*{111..1"3 i
: : : : vees f S AN /:
\U [ "0 30 oo "y 1)) \v.f

La matriz cuadradé nxn iiene filas y coluﬁnas‘o?denadas en forma
transpuesta con relacién a la matriz de transacciones intersectoriales,
Cada una de sus filas indica - ahora- los insumos de cada sector, de tal
modo que la diferencia entre el valor de la produccidén y los insumos re-
presenta el valor agregado sectorial que se indica por el vector (columna)
v,

La ecuacidn (70) puede expresarse en forma abreviada asi:

i (x-xi) =i% (71)
Ahora bien, se sabe que para el conjunto de una economia cerrada:
i‘v = i’y (72)

En consecuencia, si se comparan las ecuaciones (69) y (71) se

obtiene:
1% (x=-Xi) =4i° (x-X) (73)

Es interesante analizar esta ecuacidn (73). En el paréntesis
del primer miembro se obtiene un vector (columna) cuyos elementos re-
presentan las ventas para utilizacidén final; el paréntesis del segundo
miembro, a su vez, indica otro vector columna de elementos que represen-
tan valores agregados sectoriales,

De acuerdo con las reglas del #lgebra "conocida" se estaria tentado
a eliminar de cada uno de los miembros los vectores idénticos i‘que pre~
multiplican, De ello seguirfa que los dos vectores que incluyen los

/paréntesis serian
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paréntesis serian iguales y, en consecuencia, sus elementos homélogos
también; lo que significaria gue las ventas sectoriales para utiliza-
cién final serian iguales a los valores agregados de cada uno de los
idénticos sectores. |

Es obvio, lo incorrecto de esta concliisidn, no obstante el aparen—

te rigor del método de deduccidén. Sin embargo, debe anticiparse que
los vectores i“no pueden eliminarse en el 4dlgebra de matrices, como se
lo haria en el 4lgebra conocida. No existe una inversa de estos vec—
tores, o lo que es lo mismo no se puede efectuar la operacidén de divi-
sién por esos vectores. Este ejercicio es de interés en el andlisis

de la contabilidad econdmica porque demuestra una equivalencia para'el
conjunto de la economia que no se verifica en cada uno de sus sectores
de actividad.

El primer procedimiento a) de determinacidén analitica del producto

interno de una economia cerrada puede expresarse de otro modo, como se

‘\@‘*K
/Xll PR PRV SR

demuestra a continuacidn.

X12 X22 XZB ....Xn2 1
X X Xrn eeesX 1
x1x2x3 s e xn -1111eee 1 13 23 33 n3
\ : : : essas .
! an X?Z\ Xn3 oo-.Xnn/ \l /
\ 1
1
1
= ylyzyB esece yn K
1
\ /

/La expresidn

11
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La expresidn abreviada de (74} es: -
| R N (R PN o ..(75)

En este caso especial, es evidente que si se suprlme el vector (co~
lumna) i quedarian en cada uno de 105 miembros vectores fllas cuyos e~
Jementos homdlogos son 1guales, ¥y, en consecuencla, tqmb;en lo son los
vectores; pero -~ es conveniente repgtlr - ello no significa Gue se pue~ .
da dividir por i cada uno de los miemvros. Se verd mds adelante en
que condiciones se efectda la operacidn de le;Slon de matrlces.-

Por otra parte es de interés formal y conceptual.compdrar las ecua-
ciones (75) y (69); se verd mé&s adelante que una puede derivarse de la

otra de un modo dlrecto medlante la liamada one“a01dn de.transpos sicidn. -~

s L St

" 19. Definicidn'y notacidn de Qeterm¢nantes o

) Se suele definir al detérminsnté como la funcidn tnica de una ma~-
triz; si se toma como ejemplo, a una matriz cuyos elementos son nume—
ros absolutos, el determinante de esa matrlz ‘€8 un escalar.

Sea la matriz:

A

—
-

Su'determinante: () = 1'x 5 « 4 x 3

1
4

En general dada una matriz: . , : ,
all 312 313 . seveae aln . E o ﬁ

21 B B3 ceeere By R

b 331 832 333 essess . §3n>
A = : H H tessce :l
anl anz anB ‘o{o.}p I,annf
Su determinante éé: g ;/ : i
. % . Co
‘A‘ : S— alA aZB [ X XN AN ) anz . - (76)

O sea, una suma de factor real n (n?) de términos. Estos termlnos
constan de n elementos de la matriz. Cada uho de ellos se iorma me=—

diante’ permutac¢ones de elementos de lineas y columnas en la forma

/seﬁalada por

4

7

Y



sefialada por la expresién {746). Es decir we en cada sumando hay un

elemento de cada linea, seleccionando entre los n! sumandos, segin las

permutaciones que sepieden efectuar con el orden progresivo de las
columnas: 1, 2, 3, ... n, representadas en la expresidén (76) por
A, B, ....2.

Si se toma una matriz cuadrada de orden 2
/

a a

11 12

a a

21 22

Su determinante tendrd 2 términos que se construirdn sobre la

base de: 314 @ las letras A y B indican las permutaciones para

2B*
las columnas 1 y 2.
En consecuencia los términos son:

811 %2 3 ¥1p 8py

Los signos pesitivo y negativo de cada uno de los términos se

a

determinan asi: Si el nimerc de inversiones de los segundos subindices

A, B .... Z es par le corresponde el signo positivo; si es inmpar se le

asigna el signo negativo,_7 L—El orden par ¢ impar de una permutacidn

se determina por el nimsro de lugares en que se encuentran desplazadas

las columnas con respecto a su orden natural. En el caso especial de
p

ue no hay inversién alguna se asigna el signo positivo,
(&3 [ Iy

£ a : lleva signo positivo
11 %22 va sSigno p
815 85y ¢ tiene una inversidén o transposicidén de orden

1; o sea impar, y llevard el signo negativo,

En consecuencia:

Ak = a 8, ~ 2 -

/Una consecuencia



Unia consecuencia directa de la definicién de determinantes es ia
de que ellos sélo existen para matrices cuadradas.

Considérese el determinante de una matriz cuadrada de orden 3,

’/:- . \u )
11 %12 %13 - (77
- a8, a an. — o L

\‘A_‘ = 2 "2 f23) =8E ey ay ey

, 831 %32 %33
, 8

. . / v, :

Les permutaciones de A, B, C: 1, 2, 3 son las siguientes:
(4£) 1 2.3, .(=) 1.3 2. —
(#) 312 (=) 213
(£)2 31 (=) 3 21

= - 4
A= A e 8y, agy o 3y 8y 33 £ 2y 2y 8y
- 21y 823 835 T 815 8y 833 T 813 8pp f8gy

Bl nimero de términos de la sumatoria es igual al numero de pernu~

taciories que se pueden efectuar con n elsmentos, o sea n!. El nimero de .

sumandos positivos son n! y los sumandos negativos son hl

20. Desarrollo de la determinante en términos de c¢factores

a) Deter mlnanteq menores complementarios

- Sonn los que se obtienen mediants la e¢1m1nac16n de una linea ¥ una
columna de un determinande dado, ‘ '

Sea el determinante:

L,y L
1% 23y L (78)
}'Al = | %22 %3 o |
831 %32 %33}
/7

Si se suprime la linea 1 y‘éolumna 1, cuya interseccién es a1q;

se obtiene: f/
- 1 222 (79)
Mil‘ = a ..
i 32

/8i se
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Si se suprime, linea 2, columna 2, cuya interseccidn es 8,5 SE€

obtiene:
/ a
! 11 13
Mo, = »
;22 831 a33
b) Cofactores adjuntos /

Son los menores de un determinante con un signo ( % ) o ( - )

segln gue la suma de los subindices sea par o impar

[c A 4
A o (s%r) M (83)
sr sr

c) El valor de un determinante se establece mediante la suma _de los

productos de los elementos de una linea o columng por sus COrres—

pondientes factores

n
Ai - fars Brg (81.)
' - i .
Ejemplo (1):
R 2 1%
: = 1 0
1 !

Se puede calcular tomando como base de cofactores la linca 1.

A 1.0
14 = 2x041x1 (1) s0-12 -4

Ejemplo (2):

‘3 1 0
lAl 1 2 1 1
s

Se aplicari la férmula (8l), pero en lugar de desarrollar el cdlculo
por una linea, se lo hard por una columna, Se tomard la columna (3) pues

en este caso, simplifica las operaciones,

- 1&3
/h = o2



bh =

1y ST N

‘ 143y | SR o2 X N (1343 '
al = oty 1 (%) HIEELEC R PO
Se comprueba que los termlnos pr¢me“o y tercero son’ nulos.
241 "} L 7 , B . “ : ;‘
3x2 & lxl (ml , )S o= ~(O*l) = =5 . 2
Para determlnaptes de 2° 'y 3° orden ealsteﬁ reglas prdctlcas pa~ ’ ?f 
ra efectuar el c&lculo. . E ' ‘ . e

21.. Célculo de determwnantes de segundo v tercer orden ‘ji . -

Los determlnantes de segundo orden se calculan medlante la dlfe~ m::“,'

renc1a de dos productos algebralcos el mlnuendo es el producto alge~
bralco de los elementos de la dlagonal pr1nc1pal, y el su straendo es

‘el producto de los dos elementos de la o+ra dlagonal.

" asi por.egemplo‘
2ol o= (B - () s -8-(3) = -5
\ Los determinantes de tercer orden‘se calculan mediantelia regla
de Sarrus. Los tres términos con'§ignos;pOSitiv§s son los productos
algebraicos que se obtienen:’ o L : ‘
a) con los elementos de La‘diagonal privicipal, y -
b) .con los elementos de las- dlqponales paralelas a la pr3n01paL.

y el del vértice opuesto, segun se: 1nalca a contlnuac

. N . o . .

Los tres tén'nrinos con. signos . negativos se 'o‘b't‘ienen: R

a) con los elementos de la dlagonal securdarla, v o

b) 'con los® elementos de las dlagona Les. parale1ao a la dlagonal o
secupdarla y el elemento del vért ce opueono, segun se: in- '

N

“dica a contlnuacmn°
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4
o

L% A ]
S

avY
v/ v ]
Ejemplo numérico de cdlculo de un determinante de orden tercero:

10 3
1-2 1 JT—- ¢+ (1.1.3) + (0.1.0) + (2.1.3) - (0.1.3) - (-2.0.3) - (L.1.1)
3

o 1
=340-6~-0~-0-1=-4

22, Propiedades de los determinantes

a) Los determinantes de metrices ‘. anspusstas son iguales

TE

{

Ejemplo:
|2 0 3 ! ' 2 0 1 4
*A}" fo 110 ; 4af = lo1 o]
1101‘ o 1311

A = 24 0 £ 0 -3~0~-0=-1
A" = 24 0 £ 0 -3-0~0==1

b) Si se invierten lineas o columnas el determinante no cambia su

valor absoluto; sélo su signo cuando la inversidén es impar.

2 0 3 101 (23)
H: 01 1 :-ﬂslz 01 1] =3-2=1
101 ’ 2 0 31
10 1}
ic‘: {1 10f =2 3=n2
302}
}

/El determinante
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o dnte“mlnantf B se ha obterldo Lel dc,erWLnaan A 1levando la
'pvlmera fila d“baJO de la flla 2 o sea, efectuando una inversién'y
despuds llevando la tercsra Llla al lugar de la prlmera, © sea, med 3iante
2 ihversiones- en toté‘ g ha Lec tuado 3 inversiones; el misro m wer
de inversiones ge efectud con el determinante B nara obtener C, mediante

el 1ntercemb10 de la prlmera y‘ucrce$ vcolumnas. Véanse otros ejemplos:

{3 2 .Oi

%Dm-*l' O_l%a 2 - .3 =

S {1 1 O S "

_‘Eli {1 0 i}mzwém; 2 = 41
o1 o1t

Ll.D se obtuvo de A med"ante dos inversiones de su tercera cobxnaa
v su valor no se ha alterado. E se obtuvo de B medlanue dos inversioncs

de su tercera fila y su valor absoluto tampoco se ha alterado,

-¢) . Ura consecuencia del lema b) €5 que un dsterminante gue tiene
igualss los CluﬂbﬂbOS de dOo 11ueas ‘0 columnas es de valor absoluto cero.
j2o3oald
“iAl:f, Joo1 ol w2 2 =0 (e
B o 3.1
\ }1- 2. .2 S
,‘ i {3 1 }1% = 2 4 122 12 = 0 ,.
o jo 2 2t ) o
d)  Una p”Obledad general que 1nclave ala propledad c) dice que es

nulo todo deteminante que tenga una 1itea, 0 colunna, c1yos elementos

son una comblnac¢on 11neal de otras llnoas 0 colnmnay. LT

S 23 (85)
!Ai-w 0_.l~'§ mo L edy om0
‘ DA |

. /La tercera
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La tercera fila de A es equivalente al doble de la primera fila

més la segunda.

2 3 1
lA: 0O 1 0f{=2 -2 = O
! !21,1’7
La tarcera fila de A es una combinacidn lineal de la primera y
seganda,
e) El determinante de una matriz diagonzl se reduce a un sélo término

(afectado de signo positivo) constituido por el producto algebraico de

los elementos de la diagonal principal,

2 0 0O
ln, = lo -3 0 = -24 (88)
‘o O

El determinante de la matriz unitaria I es 1, y el determinante
de la matriz diagonal de orden n: al = a",
£) El determinante de una matriz producto escaler de orden n es igual

al determinante d la matriz multiplicado por una potenciacidn n del

escalar,
hai = p° *Al
3 2 0 t6 4 0] (87)
H: 2 il 0 1 =]2 0 2’
1 1 0 l2 2 o
‘Bl-—ﬂ 23 iAi= 8 (-1) = -8

|B] = 16 -2, = -8
Esta propiedad puede utilizarse para simplificar el cilculo de
determinantes,
g) El determinante de una matriz producto de otras cuadradas es igual

al producto de los determinantes de las matrices factores,

/

& B C.....




~ 50 ~

1) ¢ Un determinante puede expresarse como suma de oiros determina?tei.
: , 93
3 2 04 281 1l 00 2 1 O i 1 1 O]
tAi,_ 1 1 6f- |21 1 ot{=}1 1 oksi1 1 o
2 2 3 b2 2 3 2 2 3% 412 2 3%

o .Mz_ 32 (6 -3) &+ (3-3)

Esta propiedad suele utilizarse para abreviar el cdlculo de deter—
minantes, como se demuestra en el ejemplo precedente.

La primera linea de} Al se expresa por sumandos parciales y el deter—
minante se expresa lﬁego cémo suma de dos determinantes que tienen las
mismas filas 2a. y 3a. de iAi ; en tanto que la primera fila estd cons-—
tituida en cada uno de los determinantes por los elementos parciales
sumandos de la fila que se desagregd en el determinante {AL

En el ejemplo (93) uno de los determinantes parciales es nulo, por—
‘que tiene dos filas idénticas.

m) El detérminante de una matriz triangular es igual al producto de
los elementos de la diagonal principal.,
2 1 3 (94)
T%,—; “Jo 1 4| =2x1x5 = 10
10 0 3 ‘

La demostracidn es evidente si el determinante se desarrclla por
columnas.
n) Son equivaléntes los determinantes de matrices diagonales y trian-
gulares, que tienen elementos de valor absoluto igual en la diagonal

principal; aungque no lo sean los homdlogos, .

2 1 3 2 0 0 i 1 0 :

) 0 1 4= 140 1 o= j0 2 (95).
|0 0 5 i0 0 5. {0 0

0) Es nula la suma de los productos de una linea o columna de un de-

terminante por cofactores ajenos.

/Sanr
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ganr A, = 0 ; para n ¥ s (96)
1
n
Sanr Ans = 0 ; para r ¥ s
1
Fjemplo:
2 1 1
lA‘= {3 o 1
1 1 17

Si se multiplica los elementos de la primera columna por los co-
factores de la tercera columna, se obtiene:

2x34#3=2(-1)#1x(-3) = 6-3-3 =0

23. Calculo general de determinantes

El desarrollo de los determinantes por el método de los cofactores
¥ las propiedades que se enuncian en el apartado precedente se utilizan
para abreviar el cdlculo de determinantes, Ello es dtil - en particular -
para determinantes de orden mayor de 3, pues para los de orden menor se
aplican las reglas conocidas., F1l método consiste en simplificar los
valores absolutos de los elementos hasta llevar una linea o columna del
determinante a valores nulos excepto uno de ellos con valor uno, De
este modo un determinante de orden n puede calcularse mediante otro
determinante de orden (n-1); este es el procedimiento conocido por el
nombre de Chio,

Véase un caso de simplificacidén, sea el determinante A

5 6

; 3 4
R P
5 6

oy O N
e W w

/a) Si
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a) Si se resta a la prlmera llnea la cuarta se obtlene, sin alterar |
el valor,- - g B B ; |
0O 0 -4 -6
| 3. b2 03 ,
Bl= 12 6 5
5 6 6 8

b) Se puede dividirila tercera columha por 2 y'multiplicar por 27t
| 10 0 -2 -6 | a

'R q3ow 1 3 |
[A'vé;zgu.hxnkﬁh;;x3@w,m,3;,.~ et . 3
ods e 3 s o

¢) A la cuarta columna ‘puede sumarsele (~3) veces la tercera sin

alterar el valor del detenmlnante.

0 0 -2
3 4 2
v 2 3
5 6 3 .
d) ¥l determinante puede caléularse por deéarrollo de cofactores dé ' la

primera linea, aprovechando, shora, la: 01rcunstanqla “de ‘que, excppto uno’

todos los elementos son nulos,

K (Z—Z ,.<-11’f3> A' 2 ~6 1

l {2 -2 (-6 i~120 # 108 4 16)}
1a regla general de. Ohio ‘para redu01r el orden del determlnan+e
puede expresarse asi:

a), Escoger una llnea ¥ columna del detennlnante cuva 1ntersec016n

tenga un elemento de VaJor absoluto 1; si no exlste transformar el deter»

minante en otro de 1gual orden d1v1d1endo una llnea pOr uno de sus

/elementos y

TR

Sl

@

<7
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elementos y multiplicando al determinante por ese elemento,
b) Operar, luego, de tal modo que los demds elementos de la linea se
hagan nulos,
c) Calcular el determinante mediante el cofactor (transformado) del
elemento 1,

Las operaciones que se requieren son las siguientes,

Sea el A:

g1 %2 %3 8y

a

] a 23 32h

{821 %2
*]-

891 %3 833 3y,
g1 %2 A3

como elemento pivotal

Supéngase que se elige a

13
moe 1t (57)
|
&3 23 i ! °13
‘ 313} 2 322 1 331 3,
k i
831 %2 | %33, %3
%%1 %2 ; awj %W |
Témese a4 a5 A,
<L ; —=£ = ; = =0 , (98)

El determinante puede transformarse dividiendo cada una de las

columnas por su correspondiente of en:

/A= ay30(1y Xqp A1y



1
un
&

]

f1 %22 a%ih
AL A12 . AU

N .. . . . . . . ‘ v
I N W R e
13 X0 %127 S 5 : 2

{ ) ]

T la

a a,~| & a

PP 22! %3 2l

K11 Q2 }oﬁ'ﬁif

De cada una de las columnas se resta la columna pivotal y el

determinante no se altera ... o i gmAnY .
: . B ‘ o 1 00 g
0 o -k | 0
T T |
%20 - %23 %22 %23 %23 ll2, - %23}
11 12 ‘ b}
' - ‘ ‘ | - | a . a -~ 85n1
A= a .oy ofpdy | 231 7 %33 232 T 833 %33 %3 33!
BULTER AT T Az T
S T
a, . . - . D m
AT 3 e T30 %3 bt o %3
A , } A 12 ' | 30\1&»

Los factores que multiplican al determinante se pueden introducir
teniendo en cuenta que son cocientes (véase ecuaciones (98) de los ele-

mentos de la linea pivotall y el elerento pivote 8937 de tal modo que se

obtiene: ; o . B "  (101)
0 - o __
‘ - - ‘ - g o< - X .
f21 T %23 1 %2 23 T12 1 %23 (ay, = 8y ")

1w o I S s E
|- 23f o = g oy 2y = ey °,.“1:2ua33': (a3, = ag3 %4y
i . ¥
A3 a1 F2 T B3 12t A3l (o, = 243 *W)

. t . ’ ' a2
Se demuestra, pues, un método rutinario del célculo de reduccidn,

de determinantes de Chio Que se expone en los libros de Qélculo numéri co

¥y textos de &lgebra; pues o ) . :

Al - -1)5J : S

;Af = &, (DY A | (;02)
' /Siendo
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Siendo fﬁk el determinante adjunto de tercer orden,

Véase el cdlculo por este método del ejemplo numérico anterior:

Se escoge como elemento pivotal al3

5 6 124 2
|4 = 3 a;233
B L2 (6% 3
15 6 16! 8]

TR

Yoid

A = B3 Ay =3 Xy, =1

0
(3 - 2x2,5)
*A{:z 4 - 6x2,5)
(5 - 6x2,5)

H = 2(<1)H3

H ~ 2(6h - 60 £132 ~ 160 + 72 - 4b)

(4
(2
(6

0]

- 2x3)
~ 6x3)
- 6x3)

o~ 2

-11
-10

-2
-16
-12

oo N

1
-3
2

® W W

24, La matriz adjunta v la matriz inversa o reciproca

a) Matriz adjunta

= 8

Es la matriz transpuesta de los cofactores de una matriz.

/a
11

&

a

>

A

31

11

Ao
A

13

\

412

822

a

32

413 }

a

a

A

A

A

23

33

3L
32
33

(103)

/Recuérdese que



- 56 —'_...,.

Recuérdese que los cofactores son los menores complemenbarlos

8.9
~con un signo (—-l)i J

b) Matriz inversa o reciproca i

A”l

= _1_ adj. A B ,(1ou)-
] —TKT- - o ; ‘

En consecuenc1a, solo existen inversas para las matrices cuadra-
das cuyo determinante no es nulo (matrices no §1ngulares).

25, Propiedades de las mafrices inversas'(Allen)

a) La pre o pos multiplicacidn de una matriz por su inversa de la
{matrizaidénpica{_vt__}vrh;':ua‘ o

) | | N \
] all 312 secee’ 1'321 ‘ceses Anl A O' evess O
5321 a22 Qe ovee A22 lof... Anz ! O A [ RN N O

y
..

29 000

csaas Gese

!“

*
ow
=
"
(1]
A}
(Y

o8 e8 O

saoese . eveas

‘.anl anz e A2n oroee Ann AO 0: ecoce A‘
\ - v A W
La demostra016n del &aso' de premultiplicacidn es ahora obvia.

b) La matriz inversa es la unlca que produce la natriz 1dentlca al

pre o pos multiplicar por ella la matriz de que se derlva. .
Demostra01én- si se supone que existe otra m;trlz B tql que.
48 B = I

Se tiene: _
~1 =L

a7t ot 2w = wltays - = B (108)
c) La inversa de una matriz inversa es la matriz ,
wh™ = a0 L
d) La. inversa de un nrooucto de matrlces es 1Fual al nroducto de o
orden 1nvert1do de las inversas de cada matriz,
C = 1B 5 o . o
o T o SR SR (108) .

'+ '/fe) La inversa

R
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e) La inversa de la matriz transpuesta es igual a la transpuesta de
la inversa de la matriz, /

™t = ta 2 (109)
f) El determinante deé unha matrizinvefsa eé igual a la inversa del

determinante de la matriz,

g)

igual forma

h)

26,

jA.‘lf =ﬁr = |A}."1 (110)

La inversa de una matriz triangular es otra matriz triangular de

N
&1 %p 83 217 %1 233
-1
A - L R R (111)
0 0 i 0 0 Y s
\ 433 33
La inversa de la matriz idéntica es la misma idéntica,
y S (112)

Un método para calculer matrices inversas

Hay varios métodos para calcular las inversas evitando la tarea de

determinar cada uno de los cofactores y el determinante de la matriz, de

acuerdo con la definicidn,

Uno de ellos consiste en efectuar operaciones elementales sobre la

matriz mediante sucesivas multiplicaciones hasta reducirla a la matriz

idéntica.

En consecuencia, las matrices que han premultiplicado hasta comple~

tar esa reduccidn, proporcionan la inversa,

Sea la matriz A, cuya inversa se propone obtener:

L, 0 2
A = i 1 O
0O 2 1

/Se comprueba
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La operacidn G(l) A = A(l) es:
} 1 Yo _
hay =10 (e -2y 'f(mz) (ap5 = 251 #43)
0 (a32 - a31<s412) (a33 - a31‘9(13)

Incidentalmente puede comprobarse como las operaciones realizadas
con la matriz A han conducido a una matriz A(l)’ cuyo determinante se
puede calcular por otro de orden inferior; las operaciones efectuadas
son similares a las que se explicarion con el nombre de método de Chioj;
de tal modo que el paso anterior puede utilizarse como una demostracién
de la reduccién de un determinente equivalente, en efecto:

. -1
M=Gay 4

-1
t4= e ‘ Fra
1]
El G )les 1nmed1ato pues se trata de una matriz triangular,

cuyo valor equivele al producto de los elementos de la diagonal principal,

Si se continda con el problema del cdlculo de la inversa y se
cambian los simbolos de A(l) para simplificar la notacidén, el segundo
paso sera:

. @t =/“(2> X
1 o 12 /. e -\ ol /g
> O [ 1 10 (5 =%y M2g) |
0 0(]_ 0 0 K < ] |
22 22 ‘23]~ 0 1 623
0 =K32 -
——. 1 0 @\’ o‘( i . ) /6
<2 TN R, 4\0 0 (g3 = Agp 23)’.

/¥l tercero
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E1l tercero y Ultimo paso es

Gi3) Ay = 1

N /
1o - gy A food,
10 1 = Bos By o 2 4523
4 A
G g A3 ) 10 0 Bas
Vale decir gue: G(B) G(Z) A(l) - T "’;

1

O o H\.

G
(3) Gyoy
(2) Gy & =1

Gy Sz !

Si la matriz hubiera sido de orden

que premultiplican formando la inversa,

Gi1y
‘i’ se habrfan obterido n matrices

Incidentalmente, se demuestra que el }A, se puede obtener como el

producto de las inversas de los determinantes G,
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