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APEI-jPiCE I 
Nociones elementales sobre matrices y detenninantes „ 

1 . Consideraciones generales 
En estas lecc iones de contabilidad econdndca se usan, con c ier ta 

frecuencia, operaciones elementales del álgebra de matrices para analizar 
esquemas contables que demuestran l a s relaciones entre l o s sectores econó-
micos en un cuadro de conjunto de l a economía. 

EL álgebra de matrices es un ú t i l instrumento de ,anál i s i s macroeco-
náadco, cuyo empleo creciente ha contribuido sX e so lá i s cimiento j a la. 
sistématización de estudios básicos . 

La contabilidad es, en esencia , tin método de registración de l o s 
hechos econémicos; de t a l modo quê  a poco .que,, se avance en su s istematiza-
ción y generalización se pasa, de una maneranatural, a l a expresión alge-
braica con'ías evidentes ventájaé' que e l l a ofrece para l a "economía de l a 
expresión y del pensamiento" y para asegurar, compatibilidad de l a s 
soluciones, dadas determinadas h ipótes i s o esquemas económicos conceptuales. 

El entusiasmo de l a contabilidad económica por esta rama de l a mate-
mática "se explica porque e l l a proporciona un instrumento s e n c i l l o para e l 
aná l i s i s coherente de l a s variables macroeconómicas entre s í y en relación 
con los sub-agregados y imidades (elementales) que l a s componen, manteniendo, 
siempre, sus vinculaciones con l a econcanxa en su conjunto. Era natural , 
entonces, que cuando e l estudio de l producto y del ingreso penetrara en e l 
anál i s i s de sus componentes y de sus íntimas interre lac iones , mediante 
variables macroeconómicas de d i s t in to nive l de agregación, aplicara l o s 
principios elementales del álgebra de matrices. 

Aunque ex i s t e una b ib l iograf ía ya muy abundante sobre e l álgebra de 
matrices y l a teor ía de determinantes, se ha comprobado l a necesidad de 
agregar en este apéndice algunas explicaciones sobre operaciones y t eormas , 
imprescindibles para comprender l a s aplicaciones que se hacen en e l curso 
de es tas lecciones , Teniendo, pues, e s te apéndice esos propósitos muy l i -
mitados, e l tema se desarrolla del modo más elemental y se tjjata de evi tar 
demostraciones rigurosas, 

/ 2 . Definición 
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2. Definición y notación de matrices 
Se llama matriz a un conjunto ordenado de números o funciones. La 

ordenación se e fectúa en foima rectangular, ubicando, a l o s números o fun-
ciones en l í n e a s horizontales y en columnas. 

A continuación se representa una matriz en l a forma usual: 
a h g ÍB 
d i j d (1) 
k 1 a e ^ 

Las l e t r a s encerradas eii los corchetes , pueden-representar cualquier 
c lase de números o funciones , y se llaman elementos de l a matriz. La 
matriz (1) consta de tres filas o l í n e a s y de cuatro columnas "de elementos; 
contiene, por l o tanto , 12 elementos. 

Atendiendo a l número de f i l a s y de coluiiinas se def ine e l orden de l a 
matriz; as í se dice que l a matriz ( l ) e s de orden 3 x 4 ; es usual indicar 
en primer lugar e l número de f i l a s horizontales y en segundo lugar e l . 
número de columnas. ^ 

Como l o es tablece l a d e f i n i c i ó n , e l orden de l o s elementos, en l a s 
l í n e a s o columnas, es una propiedad esenc ia l de una matriz; por e l l o , una 
matriz que tenga l o s mismos elementos, por ejemplo, que l a matriz ( l ) , 
pero con una ordenación d i s t i n t a , aunque fuera del, mismo número de l í n e a s 
y columnas, c o n s t i t u i r í a otra matriz. 

As í , s i se intercambian l a s dos primeras colvannas de l a matriz ( l ) 
se obtendría una nueva matriz^(2), ^ 

h a g h 
i d o d (2) 
1 k a e 
\ / 

1 / Los autores no emplean símbolos idént i cos para indicar l o s entes y l a s , 
operaciones del álgebra de matrices , aunque con su d i fus ión se comprueba 
una fuerte tendencia hacia l a uniformidad. En e s t e apéndice se . s igue en . 
general l a notación de Aitken, (A.C. Aitken, Determinante y Matrices -, 
vers ión cas te l lana de l a 4a, edic ión i n g l e s a , E d i t o r i a l Dossat, S . S . ) , y 
de. R.G.D. Alien (Mathematical E c o n ^ i c s , N.'York S t . Hart in ' s Press , 1957) 
autores de quienes se toma, además, algunas demostraciones. 

/De es to 
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De esto se deriva que para ident i f i car una matriz es necesario indicar, 
además del orden, l a ubicación de sus elementos. Ello se efectúa mediante 
Indices que señalan el orden de l a l ínea ( f i l a ) y de l a columna a que per-
tenece cada elemento. La matriz (2) se representa a s í : 

^12 ^ 3 

^22 ^23 ^24 

^31 ^32 ^33 ^34 
k 

(3) 

El primer subíndice indica l a f i l a contando hacia abajo y e l segundo 
subíndice indica l a columna contando hacia l a derecha: a.̂ ^ representa e l 
elemento ubicado en l a f i l a 2 y columna 3 y a e l elemento ubicado en l a 

3 4 

f i l a 3 y columna 4 . Esta sistematización permite s impl i f icar l a notación 
de l a s matrices del modo s iguiente: 

para: 

(4) 
i =: 1 , 2, 3 
j = 1 , 2, 3 y 4 y 

También es común representar a l a s matrices por l a s l e t r a s mayúsctilas 
A, B, C, pe3?o en estos casos sería necesario dar por conocido e l 
orden de l a matriz, o dar como sobrentendido el s ignif icado concreto del 
conjunto de elementos que contiene. 

En s í n t e s i s , l a s s iguientes notaciones son equivalentes: 

= ^ i j = A (5) 

y 

^12 ^ 3 / 

- 2 1 ^22 ^23 ^24 t . " i j 

^32 ^33 "34 
\ / 'para: i 

j = 1 , 2, 3 y 4 

En general: 
< 

a, 
•21 

3̂1 

a 'mi 
s 

2̂2 

"m2 

^ 3 

2̂3 

a. 3̂2 "33 

\ 

2̂n 

3̂n 

mn 

/ \ 

r A . . - A 10 ~ 

para: i = 1 , 2, , , , m 
j - 1 , 2, . . . n 

(6) 

/En (6) 
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En (6) se presenta' una raa t r iz de m f i l a s horizontales y n coltimnas,. 
Con frecuencia sé representan, también, l a s matrices indicando e:cplícita-
mente en los subíndices el número de filas y de, columnas. Asi, la matriz 
(5) sería a^^ y la (6) a ^ , o A^^ y A ^ , respectivamente. 
3 . Matrices rectangulares y cuadí-adas, vectores y submatrices 

Se llama matriz cuadrada la que consta de vin mismo número de lineas 
de columnas ( i - j ) , por ejemplo: 

O 
4 
i-

V 
3 

2 

6 
i = J = 1 , 2, 3 (7) 

Matriz rectangular es la que tiene una cantidad distinta de líneas y 
de columnas ( i s j ) ; por ejemplo: 

y 

En general a mn 

V 

p 
0 

{ 

3 4 

0 0 
/ 

i = 3 (8) 

Las matrices cospiiestas de una sola f i la y de más de un elemento, es 
decir, que son de un orden 1 x m - para,(ni l ) ~ se llaman "vectores filas" 
y se representan: „ 

(9) m 
A su vez, las matrices que constan de una sola colvtmna ŷ  varios elemen-

tos, o sea, qué son de orden m x 1, se llaman "vectores columnas" y se re~ 
presentan, en -una u otra, de las formas siguientes: 

S 

^3 m (10) 
47 

/Zs comiSn 
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Es común, asimismo, i n d i c a r l o s vec tores , mat:":.ces de una s o l a f i l a o 
de una so l a columna, mediante l e t r a s minúscu las , a s í como a l a s m a t r i c e s se 
l a s r e p r e s e n t a con l e t r a s ma.yúsculas. Por e jemplo, B es una m a t r i z cuadrada 
o r e c t a n g u l a r , de acueixJo con su orden, en cambio b es e l v e c t o r columna 
( lO) , Cuando se adopta e s t a ú l t ima convención es n e c e s a r i o a c l a r a r l a no~ 
t a c ión que se empleará para l o s v e c t o r e s f i l a s j se sue l e r e s o l v e r e l l o em-
pleando l a misma l e t r a minúscu la , pero indicando con un s igno e s p e c i a l que 
l o s elementos t i e n e n una ordenación t r a n s p u e s t a a l a de l vec to r columna. 

As í : >=3 r • • • O • m 
(11) 

" = "3 M 

Una m a t r i z de un sólo elemento, o l o que es l o mismo de ima s o l a l í n e a 
y de una s o l a columna, r e p r e s e n t a un número o tina f u n c i ó n . 

Se puede descomponer una m a t r i z en submat r ices ; e s t a s suhmatr ices de 
elementos de l a m a t r i z dada s e r á n de un orden menor y pueden s e r , por l o 
t a n t o , r e c t a n g u l a r e s , cuadradas , v e c t o r e s o e s c a l a r e s (de m so lo elemen-
t o ) . 

A cont inuac ión se da un ejemplo de una m a t r i z "Pa r t i c ionada" en s u b -
ma t r i ce s : / V 

! ^ 1 0 

^21 "22 ! '23 "24 

^32 ^34 

\ 2 ¡ ^44 . . . . . . a^^Q 

4ao = 

A 22 A 28 

^12 ^18 
A 12 ^18 / 

y 

(12) 

= A •4.10 

(13) 

/ E s t a e s p e c i f i c a c i ó n 
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Esta especificación de sutaatrices es de particular utilidad en el 

análisis econcmicp,.{ñies, como se verá más'adelantej se utiliza para el , 

estudio de sectores determinados, sin desvinciiLarios de sus intimas conexio-

nes con el esquema global. 

Por otr,a parte, desde el punto de vista formal, una matriz puede con-

siderarse como el conjunto ordenado de vectores (filas d columnas). 

Asi la matriz (12) podrí-a representarse: 

(14) 4̂JLÓ = j^^d ^(3 ^(4 ^(10 
En general, se define a una submatriz como aquella i'ormawia por elemen-

tos de lineas y columnas de la matriz dada, aunque esas lineas y columnas 

no sean contiguas. Este apéndice s<3.o tratará de participaciones de matr-

ees que mantienen la ordenación de los elementos de' la matriz totals salvo 

mención en contrario. : 

4 . Representación matr ic ia l de algunos esquemas económicos 

Considérese un esquema de contabilidad económica que registra para ijn 

periodo dado las ventas que las entidades productoras realizan a otras en-

tidades productoras, a las f^iilias, al Gobierno y al exterior. Supóngasê  

por ejemplo, que todas las entidades productoras, pueden clasificarse en sec-

tores y que se representan por V̂ ^ las ventas que,las entidades del sector 

i hacen al. sector j , ' , . • , , , ' ' ! 

Un esquema contable de esta naturaleza es el siguiente: ' , 

/Cuadro de 
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Cuadro de transacciones intérsectoriales 

(47) 

Sectores de producción y demás entidades que 

Sectores económicos 
que efectúan las ven-
tas Sectores de producción Familias 

n 4 1 
Gobierno 

n y l 
Exterior 

n \ 3 
1 2 3 . .«n 

Exterior 
n \ 3 

1 ''12 • -^ in 1 

2 1 T2nT3 
3 V 3 3 1 

4 
• 
• 

V • V * • • 
- V • 
* • • • 

v f • 
• 

1 

c • • 

• • 

n 

: • • • 

'n3 

• 
• • • • 

nn 

m 

V 1 nn 1 I 
1 

• • 

V 4 2 nn t 

• 
» 

Y 4-3 nn \ 
En la línea 1 se indican las ventas que el sector 1 hace a cada uno de 

los demás sectores 2, 3» n, a las familias, al Gobierno y al exterior; 
en la línea 2, lás ventas de bienes que se originan en el sector económico 2, 
y así para los demás sectores económicos, hasta la línea n que especifica las 
ventas de bienes que se originan en el sector n. 

El. cuadro de transacciones intersectoriales (15) indica que existen 
ventas intrasectoriales; es decir, que entidades de un sector efectúan 
transacciones reales con otras entidades que están clasificadas en el mismo 
sector. Estas travis&cciones se représentai:i por ^33 * ^nn' 

En el cuadro se utiliza itna notación de carácter general, pero es 
obvio que algunas de esas transacciones pueden tener un valor absoluto nulo. 

Si se da por establecida ima clasificación sistemática de las activi-
dades y un orden de ubicación, por ejemplo, el que se indica en (15)» podrían 
tomarse los valores numéricos de ese cuadro para presentarlos en una matriz 
y realizar luego, las operaciones que exija el análisisj economizando tiempo 
y esfuerzo mental y asegurándose coherencia en las soluciones. 

Se tendría una matriz de transacciones, cuyos elementos representarían 
valores absolutos de ventas entre los sectores: 

An,43 
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X 
V. 11- ^12 

^21 ^22 

V n i V n2 

^m 

T2n ^241 ^2n42 V 2 4 3 

V nn V V V 

(16) 

' n n | l m-f2 m-)-3 
En. e s t a matriz podrían i d e n t i f i c a r s e cuatro subnatrxces: una sub-

matriz cuadrada de orden n x n que representa l o s va lores de l a s transac-

ciones entre l o s sectores de producción. 
V,, V, 

X 
11 12 In 

V 21 Y 2n 

'n i V ? nn 

(16a) 

Un vector columna que indica l a s compras de l a s fami l ias a cada uno 
de l o s n sectores económicos. 

(n -̂l V, V V 'lnJ-1 , ' 2 n | l ' 3 n f l "nnjl 
Un segundo vector columna que indica l a s ventas a l Gobierno 

- ( 

(16b) 

' ( ^ 2 ^2n42 ^3n42 (l6c)^ 
y un tercero y último vector columna que indica l a s ventas a l e x t e r i o r 

- . . . . . . 

La matriz de transacciones i n t e r s e c t o r i a l e s (16) puede representarse. 
en consecuencia, asx: 

/ 
V n,nf3 = 

\ I 

V l 
(n^l 1 •̂(n|2 (n|3 (17) 

Otro ejemplo de esquema contable que puede analizarse mediante l a 
operatoria matr i c ia l e s e l d e l comercio internacional . 

Los datos de l a s exportaciones e importaciones por países se pueden 
ordenar en una tab la de doble entrada, tomando como re ferenc ia , por ejemplo, 
a l a s exportaciones. Si se espec i f i can l o s n países que comprende e l 
mercado in ternac iona l , se puede anotar por l í n e a s l a s e^qjortacipnes que ton 
país hace á cada uno de l o s demás; en l a s columnas aparecerán l a s compras 
(o importaciones) de cada pa í s . El cuadro con l a s c i f r a s absolutas ten-
dría l a s iguiente ordenación y l a s cantidades E... indican l a s exportaciones 

^ J 
que e l país i e fectúa a l pa ís j . /Cuadro de 
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Cuadro de comercio internacional 

Países exportadores 
Países importadores 

Países exportadores 
1 2 3 n 

1 
h2 

T-. 

h2 
2 . ^23 
3 
• 
• 

^31 • 
• 

®32 
s • 

E^ 3 
• 
• 

^31 • 
• 

®32 
s • • • 

3n 
* 
• 

• • 

n 

• 

ni 

0 • 

\ 2 

« • 

®n3 

• • • • 

n 

• 

ni 

0 • 

\ 2 

« • 

®n3 
M 

Este esquema e s t a d í s t i c o podría s is tematizarse tratándolo en una ma~ 
t r i a de conercio internacional , en l a cual podría interesar destacar sub-
raatrices que correspondan al comercio de determinados grupos geográf icos , 
p o l í t i c o s , económicos o f inancieros de p a í s e s . 

(19) 

E. , 

" o 

0 ^23. 

• 1•t• • 
1 

• i•*•« 
í 

, . J 

h n 

0 
• 

• i • • • • 
I 

• 
• 
• 

« 

• 

• • 

\ 
• 1 • • • • 

• 

« 

^nl 
\ 

®n3 
( 

• 9 • 9 9 0 

E sr 
f 
I E . I E ^ sh ' su "f 

E, tr ! ^th I ^tu 
E í E , E er , eh I eu 

\ < i 

La matriz podría representarse por. sus vectores f i l a s que indican l a s 
exportaciones- de cada uno de l o s pa í se s ; o por sus vectores columnas que 
indican l a s exportd,ciones de l o s distj .ntos países a un ixtís dado. 

^iJ = 

' 2 ) 

E, 
'3) 

^n) 
\ 

/ 
(20) 

E (2 E (3 (̂n 

/En l a 
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En l a matriz (19) no se registran c i f r a s absolutas en l a diagonal prin-
cipal ( la de sentido izquierda derecha) porque es obvio que l a s exportacio-
nes a l mismo país son nulas. 

Sin embargo, cabe pensar en un esquema contable de "Produccidn y co~ 
mercio internacional" que reg is trase en cada una de l a s l íneas l a "produc-
cidn f ina l" de cada país y e spec i f i case , t a l como l o hace e l esquema,(18), 
l a s exportaciones a l o s demás pa í ses . 

Una forma de presentación, que no excluye otras , sería l a de registrar 
en l a s l íneas l a producción nacional de u t i l i z a c i ó n f i n a l , integrada por 
dos partes: a) demanda f i n a l interna de bienes.nacionalen y b) exportacio=-
nes, especif icadas según países adquirientes. La demanda f ina l interna 
(consumo inversión bruta) se ubicaría en l a diagonal principal , en e l lu'^ 
gar correspondiente de l a l í n e a de cada pa ís . 

Ese t ipo dé esquema ser ía ú t i l para analizar, en ténninos comparativos 
internacionales , producción y comercio exter ior , 
5 . Operaciones de adición y sustracción de matrices 
a) Igualdad de matrices 

Matrices iguales son l a s de un mismo orden y de elementos homólogos 
igua les . 

A - B 
s i tanto A como B son del mismo orden m x n, y , además, a ^ a b ^ para 
todos l o s valores de m y de n. 
b) Suma y sustracción 

Para sumar o restar matrices se requiere que l a s matrices sean del mis-
mo orden. La operación se def ine como una nueva matriz, cuyos elementos re -
sultan de l a suma o resta de l o s elenentos homólogos de l a s matrices "suman-
dos": 

A -f B - C / 
{ > / \ 

b, . c, . i j -
N i ^ / 

4-
V 

(21) 

•í' 

/Ejemplos: 



Ejemplos; / 
2 

1 

4 

O 
3 

O 

\ 

\ 

1 

2 

O 

/ 

4-

6. 

/ 
4 

2 
\ 

/ 
1 1 

O 2 
3 2 

5 -

- 11 -

\ 
1 
1 

1 

/ 
3 

1 

7 

8 y 

1 

5 

2 
X 

1 

-4 

V 
2 

3 

1 
• 

-6 
- 3 

Operaciones de mult ipl icacidn de matrices 
Miatipl icacidn escalar; Es l a operacián por l a cual \ina matriz se mul-

t i p l i c a por un mSmero dado ( e s c a l a r ) : 

eA 

Ejemplos; 
/ \ 

1 0 2 

4 -5 0 

3 1 1 
\ / 

\ / 
/ 

ea •ij 

3 O 

12 -15 

9 3 

\ / 

(22) 

La mult ipl icacidn escalar produce una nueva matriz, cuyos elementos 

constituyen e l producto de l o s elementos homdlogos de l a matriz dada por 
e l e s c h a r . 

Se def ine a s i , l a combinacidn l i n e a l de matrices, como una svima de 
matrices con c o e f i c i e n t e s e sca lares . / 

ê A 

Ejemplo: 

e 

3 1 

4 a 

/ 1 

^3 

2® 
\ 

O 

3 
/ 

/ 
2 

-1 

v 
3í 

1 

B30 = 

6 

V i j 
(23> 

8 O 

/ 

12 
\ 

/ 
\ 
O 

9 
/ 

O 1 20 
\ 

N 
- 1 

La mult ipl icacidn escalar es conmutativa, o sea , que e l resultado no 
se a l t era s i se modifica el orden de l o s fac tores ; pero es ta propiedad no 
se v e r i f i c a en l a mult ipl icacidn de matrices , salvo en casos e s p e c i a l e s , 
b) Multiplicacidn de matrices, caso general 

El producto de l a mult ipl icacidn de matrices es -una nueva matriz, cu-
yos elementos resultan de l a mult ipl icacidn de l o s elementos de f i l a s de 
l a matriz que premultiplica por l o s elementos de cada una de l a s columnas 
de Xa matriz que posmultiplica del modo s igu iente : 

A ) 
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1) 

2) 
1< 

/ 
1 

1 1 
\ 

0 2 

/ 
0 

1 X 14- 2 x 1 a 3-
3 x 1 4 . 1 x 1 ~ 4. 

\ 

1 x 0 - ^ 2 x 1 ^ 2 
^ X 0 4. 1 X 1 s i -

\ 
3 2 
4 1 

2 
\ 

'1x14.1x2 - 3 
=̂10x14.2x2 = 4 

1x14.1x0 = 3 2 
QXÍ4-2X0 s o" 4 4 

1 

C / 

1x04.1x2 £ 2 
(3x04.2x2 - 4 

Es dec ir que los-elementos de l a primera f i l a de l a inatriz que premul-
t i p l i c a se mult ip l ican, uno a uno, con l o s elementos de l a primera columna 
de l a matriz nue posmult ipl ica, sé stanan l o s productos y se obtiene e l e l e -
mento de l a f i l a 1 , columna 1 , de l a matriz producto. Esos mianos elemen-
tos de l a primera f i l a d e . l a matriz mviltiplicador se aplican a l a segunda 
columna, haciendo ..0P§raCÍónM de^m el.^entp^ con 

se sman l o s productos, y se obtiene un nuevo elemento que se ubica en l a 
segunda colurana de l a primera f i l a de l a matriz producto. Si se r e a l i z a , 
l a misma operapión cón l a "tercera columna de l a matriz que posmultipl ica, 
t a l como puede verse en e l ejemplo 2, se obtiene un elemento que correspon-
derá a l a primera f i l a y tercera columna de l a matriz producto. Así se 
irán obteniendo elementos de l a primera f i l a de l a matriz producto hasta 
t e m i n a r de operar sobre sucesivas columinas de l a matriz que posmultipl ica. 

Se continúa l a operación trabajando con l a segunda l i n e a de l a matriz 
que premult ipl ica. Los elementos de l a segunda l í n e a tdmese como r e f e -
rent ia e l ejemplo 1 - miütipl icados por l a primera columna de l a matriz 
que posmultiplica y svmiados esos productos parcia les (33cl4-lxl s U) dan ¿L 
primer:elemento de l a s e ^ n d a f i l a de l a matriz producto. Si se opera s o -
bre l a segunda columna se obtiene e l elemento de l a f i l a 2 y columna 2 de 
l a matriz producto. En e l ejemplo 2, a l operar sobre l a columna tercera 
(oxl 4- 2x0 - O) se obtiene e l elemento de l a segundá, f ü a y tercera co-
lumna de l á matriz producto. 

Se comprueba, por lo, tanto , que l o s aLementos de l a matriz producto 
aparecen en e l orden s igu iente : l o s elementos de l a prímerá f i l a resultan 
de operar con l a primera f i l a de l a matriz que premultiplicaj l o s de l a 
segunda f i l a , de l a s operaciones de l a tercera f i l a de la 'matriz prcducto 
resul tan de l a s operaciones que se efectúan con l a tercera f i l a de l a 
matriz que premult ipl ica, y a s í , s u c e s i v ^ e n t e . 

De es to se deduce una primera c o n c l u s i ó n l a matriz producto tendrá 
un número de f i l a s horizontales igual a l número de f i l a s de l a matriz que ' 
premult ipl ica . ' 

/EL orden 

4) 
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El orden de l o s elementos de cada lina de l a s f i l a s de la matriz pro-
ducto es tá dado por e l orden de l a s colunias de l a matriz que posmultipli-
ca y sobre l a s cuales se va operando; e l primer elemento —columna 1— 
resulta de operar sobre l a primera columna de l a matriz que poamaltiplica; 
e l segundo elemento —columna 2— resulta de operar sobre l a segunda co-
lumna; e l tercer elemento, hacia l a derecha, de una f i l a de la matriz pro-
ducto, resulta de operar sobre l a tercera columna de l a matriz que posmul-
t i p l i c a ; y así en adelante. 

De esto se deriva una segunda conclusión: e l minero de columnas de l a 
matriz producto e s igual a l niimero de columnas de la matriz que poanulti-
p l i ca . 

En consecuencia, para que l a operación de multiplicación se pueda 
efectuar es condición necesaria que e l número de elementos de l a s f i l a s de 
la matriz que premulti p l ica sea igual a l número de elementos de l a s colum-
nas de la matriz que poanxiltiplica, o , l o que es equivalente, l a matriz que 
prem\iltiplica debe tener un número de columnas igual a l número de l íneas 
de l a matriz que posmultiplica. 

Es conveniente generalizar es tos t r e s requis i tos de l a operación de 
multi p l i cación: 

Táñese e l cas© de un producto C de l a matriz A por l a matriz B. 
A . B - C 

Para que e s te producto haya podido efectuarse es necesario que e n . e l 
orden de A, e l número de columnas, n , sea igual a l niimero de f i l a s en B., 
En la matriz C, habrá un número de f i l a s , m, igual a l númeir» de f i l a s de 
A, y e l número de columnas de C será igual a l minero de columnas de B. 

Si se indica e l orden de l a s matrices con subíndices que señalan a l 
miaño tiempo e l número (absoluto) de l íneas y columnas, se puede escr ib ir 

A . B = C (24) mn n r mr 
m = 1, 2, 3, m 
n » 1 , 2 , 3 , n 
r - 1 , 2 , 3 , r 

/S i se 
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Si se asigna a l o s subíndices e l s ignif icado que se acaba de señalar 
e s f á c i l v e r i f i c a r , desde e l principio , s i dos matrices pueden mul t ip l i -
carse; pues e l segundo subíndice de l a matriz A que premultiplica (n) debe 
ser igua l a l primer subíndice de l a matriz B que posmultiplica. • 

La primera f i ^ de elontntos de C se obtiene, según' se señaló, mult i -
pHcando l a primera f i l a de A .por cada una de l a s columnas de B; e s ta ope- ^ 
raci6n puede indicarse as í : 

Fi la 1 de A por matriz B « F i l a 1 de C, 'íí 
Si se representa con a^^, b ^ y c ^ l o s elsnentos de l a s matraces se 

t iene: n' 
b/- s c , . » Sa b 

1 In n i 

1 in n2 
n 

Wo = c^^ = Sa b 
1 In n3 

* ^ r = ^ -
. 1 in 

n 
i b 

nr 
F i la 2 de A por l a matriz B = Fi la 2 de C. 

' ( i 
n „, 

^2) , b,,- = ~ Sa t 
1 2n n i 

^ • ^ 2 - ^22 " 5 ^ oa D 
. 12n n2 

^ ^^ ^ ^ 1 2n n3 

n 
b/-- - Co_ - , Sa b 

1 2n nr 
/ F i l a 3 
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Fila 3 de Ji por matriz B = Fila 3 de C. 

^3) 

a •3) 

^3) 

(1 = ^31 = 

• = ^ 32 = 

^ 3 = '33 

n 
Sa b 
1 3n ni 
n 
Sa b 
1 3n n2 
n 
Sa b 
1 3n n3 

^3) '(r 
_ c •3r -

n 
Sa b 
1 3n nr 

Operando con la última fi la (m) de A se obtendrá la TÍltima f i la de C, 
Fila (m) de A por matriz B s: Fila (m) de C, 

n 
Sa b 
1 (m)n ni (1 = °(m)l= 

) (2 = °(m)2= 

= = c 

n 
Sa b 
1 (m)n n2 
n 

?(m)nn3 

(r = '(m)r= 

/ s 
n 
Sa b 
1 (m)n nr 

\ 
Estos desarrollos se pueden escribir en xana forma simplificada: 

n 
A mn B - C Sa b nr - mr ~ , 1 mn nr 

(25) 

Para: m = 1, 2, 
r = 1, 2, 

m 
r 

/Es oportiino 
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Es oportuno anotar otra propiedad sobre l a mult ipl icacidn de jiíatrlces. 
Conforme se acaba de demostrar, cada uno de l o s elementos de l a matíuz 

producto se or ig ina de l a mviltiFlicacidn de una f i l a de A por una colujnna de 
B; en consecuencia, s i se particiona l a matriz A en sutmatrices (ordenadas) 
que representen a cada una de sus f i l a s , y se part ic iona, a su vez, a l a ma-
t r i z B en submatrices (ordenadas)- que representen a sus columnas, y s i l a 
matriz C se presenta pajrticionada en suíanatrices que representan cada uno de 
sus elementos, l a mult ipl icacidn de matrices const i tuye , en s í misiiia, un 
caso de mult ipl icacidn de matrices particlonadas, pues cada elemento de l a 
matriz producto puede considerarse como e l resultado de ,una m\3ltiplicacidn 
de matrices , . . . ' • , 

S i se t i ene presente l a notacidn que se indicó en párrafos anter iores , 
l a proposicidn que se acaba de establecer puede representarse a s í í 

mn "" 

A 2) 

^3) 
B 
nr 

B (1 ®(3 
/ 

A , B mn nr "" 

V ( 2 

¿2)^(3 

^3)^1 V ( 3 A3) 
• " ' ' ' ' ' . . 

• , » • • , _ ' . • . • • 

• • • • • . 

'd 

/Ün razonamiento 
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Un razonamiento semejante podría efectuarse operando en -una forma 
distinta peiro que conduce a idéntico resultado final. Consiste en obtener 
los elanentos de la matriz producto por columnas, en lugar de hacerlo por 
filas según se ha venido explicando. 
7 , La propiedad no conmutativa de l a mult ip l icac ión de matrices 

Se demostró que la operación de multiplicación matricial sólo se 
puede realizar en el caso de que el número de columnas de la matriz que 
premultiplica es igual al número de líneas de la matriz que poamiltiplica. 

En consecuencia: 
A_ B inn • "nr mr 

En cambio, no se puede realizar la multiplicación BA, si el número 
r de columnas en B es distinto al número m de líneas en A. Sin embargo, 
la operación podría realizarse en el caso especial de que ambas matrices 
A y B tuvieran invertidos los subíndices, o sea, que el número de filas de 
A fuera igual al número de columnas de B, y que, además, el número de 
columnas de A fuera igual al número de filas de B. Por ejemplo: 

A . B - C mn nm mm 
La conmutación de factores: 

B , A = C 
nm mn nn . 

Es decir que, en este caso de subíndices invertidos, se puede efectuar 
la operación de multiplicación, conmutando los factores, pero se obtiene 
una matriz producto distinta. 

1) / 
3 2 
O O 

^ / 
1 
o 

\ 

v 
2 

1 

1 
/ 

/ \ 
1 2 / \ 
0 1 k 9 
1 1 1 1 

\ 
V N 3 

3 2 1 s 0 
0 0 1 O / 3 

\ 

S 
3 

2 
/ 

/Finalmente, también 
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• Finalmente, tainbién en el caso de que las matrices factores sean 
cuadradas se puede efectuar la mültiplicáclón con los factores conmutados, 
pero los resultados (matrices) no tienen necesariamente que ser iguales, 

y N. \ 
2) 

X O 

1, / 

O 1 
e, 2 
\ / 

2 2 
1 2 

3 1 8 6 
Queda, pues, demostrada la propiedad general no conmutativa de la 

multiplicación matricial; por lo cual siempre es necesario señalar si el 
factor pre o pos multiplica. 
ó ••Ji 

t) 

La matriz -gniuau y las matrices escalares V diagonales, tT^ánguláres ' 
y simétricas^ 
Matri?, unidad d matriz idéntica 
Es la, matriz cuadrada, cuyos elanentos son nulos, qon excepción dé 

los correspondientes a lá diagonal principal que son de valor uno. Se 
representa generalmente con I (i mayúscula latina), 

/ S 
1 0 0 0 

o 
o 
o 

"1 
o 
o 

(27) 

Se suelen utilizar puntos ( . ) en lugar de cero (O) para indicar 
los elementos de valor absoluto nulo. 

Se llama diagonal principal de una matriz a la indicada por los 
elementos que desciende del extremo superior izquierdo al extremo inferior 
derecho. 

La matriz unidad puede reDresentarse por: 
1 = "̂ re ; siendo d = o para r / s , -y d = 1 para r = s. 

b) Vectores unitarios 
Se suelen definir como vectores imitarlos a aquellos que poseen un 

elemento de valor absoluto 1 y los deinás son ceros. Por ejemplo: 
1 

O 
O 

\ 

/ \ 
O 
0 
1 
o 

\ / 

(28) 

/Tanto para 
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Tanto para la matriz idéntica como para los vectores unitarios debe 
sobreentenderse o indicarse su orden. 

Tienen difundida aplicación en el análisis económico los vectores 
(filas o columnas) de elementos de valor absoluto sino que se suelen 
simbolizar con la letra i . Por ejemplo: 

1 

1 / 
i = 1 1 1 

(29) 
1 

La matriz unidad (l) tiene las miañas propiedades que la unidad en 
el álgebra conocida. Así, \ina matriz no se altera, si se pre o multi-
plica por la m&triz unidad, I . Por lo tanto, para este caso especial de 
multiplicación, se meden conmutar los factores. 

AI - A = lA 
Ejemplos: 

1) 

2) 

3 
0 
1 

\ 

1 

O 
.0 

- 2 

4 
3 

0 
1 

O 

1 

2 
5 

/ 
V 

O 
O 

O 

sO 

0 
1 s. 

0 
1 

o 
-2 

4 

3 

\ o 
0 
1/ 

v, 
1 

2 
5. 

as 
3 
0 
1 \ / 
3 
O 

-2 
4 

3 

-2 
4 

3 

V 
1 

2 
5 

3 
4 
6 

2 
5 

3 

O 
\ 

0 
1 

3 
4 
6 

2 
5 

A) 
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k ) 
' \ 

1 0 0 
0 1 0 
0 0 " 

Véase en los ejmplos'3) y 4) como'̂ ha cambiado el orden, de la matriz' 
idéntica, en correlación con el orden de las matrices. 

De acuerdo con las propiedades de la matriz I , se deduce que se pueden 
suprimir o indluir las matrices I , sin alterar los resultados, 
c) Matrices escalares 

Son las matrices cuadrrdas que tienen \m escalar constante en su 
diagonal principal y nulos todos los demás elementos, - . 
Ejemplo:. _ . . .. 

/ 
3 
k 

6 
\ 

/ V 
3 2 

/ 
6 

Se verifica que 

al = la = 

'•a 0 
0 a 
0 

\ 
0 

/ a 0 
0 a 
0 

\ 
0 

s 
O 
O 

\ 
O 
o 
a 

(30) 

(31) 

escalares es conmutativa. 
d) Matrices diaconales , 

Son matrices cuadradas que tienen nulos todos sus elementos excepto 
los de la diagonal principal. Por lo tanto, estas matrices también se sue-
len llamar casi escalares. Ejemplo: 

(32) 

/ 
0 0 

0 . ^22 0 
0 • 0 a, 

\ di 
Las matrices diagonales se suelen representar con la letra D y 

cuando se trata de un análisis o aplicación específica se suele utilizar la 
notación concreta que corresponde al significado de los eleméntos de lav 
diagonal 

/principal con 
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principal con un acento circunllejo, asI^ puede representar una matriz 
diagonal de prec ios ,una matriz diagonal de cantidades, etc.' 

Las matrices diagonales son de uso freoiente en el análisis económico. 
Asi cuando se necesita multiplicar los elementos de cada una de las 

lineas de una matriz por un factor constante (que difiere de línea a línea), 
la operación se puede realizar mediante una premultiplicación con una matriz 
de constantes d. . 

* 
/ 

0 0 
y > (33s 

0 d , 0 « ^22 ^23 V 2 I V 2 2 V 2 3 
0 0 d3 

/ ^31 ^32 ^33 
/ 

V 3 I 
\ 

V 3 2 V 3 3 
/ 

Si, en cambio, son las columnas de íina matriz Á las que se desean mul-
tiplicar por una constante (que difiere de columna a columna) se puede re-
currir a la operación de posmid.tiplicación por una matriz diagonal. 

(34^ ^ 2 
"V / 

0 s a 

V 

^22 ^23 0 0 = ^22^2 

^31 
N 

^32 0 
V 

0 s 
/ k 

^32^2 

La misma operación se puede realizar con un vector f i la : 

0 
\ 

0 y N 
0 0 

- ^ ^ ^2^2 V 3 
0 

\ 
0 % 

(35) 

Es evidente que si el problema consistiese en obtener un vector fi la 
de elementos multiplicados cada uno de ellos por una constante, se trataría 
simplemente de una multiplicación escalar. 

La multiplicación de matrices diagonales entre sí posee la propiedad 
conmutativa; en cambio (33) y (34) demuestran que esa propiedad no se veri-
fica en la multiplicación de una matriz general por una diagonal» 

/Véase el 
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Véase el caso de multxplicacidn de matrices diagonales: 
/ / \ x 

h . 
0 0 \ 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 
t 3 \ 3; 

/ 
/ N, / \ 
\ 0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 2 -
\ 3/ \ 3 

/ 

\ 

V i 

^ 2 

(36) 

\ 

\ 

V i 0 0 

0 V 2 ^ 
0 0 b3a3 

/ 
Es decir que se obtiene una nueva loatriz diagonal, cuyos el méritos re-

sultan del producto de los elementos homólogps ae las matrices, diagonales 
factores. 
e) Matrices triangulares 

Son matrices cuadradas que tienen nvilos todos lo is elementos ae un lado 
de la diagonal principal. Se suelen representar por T. 

Ejemplos: 
r 

a 0 0 
T = b c 0 

. d e f / 

T, s 
/ a b c 

0 d e 
0 0 f 

(37) 

EL producto de matrices t^iang^lla^e& de igual foma, entre sí , es', una 
nueva matriz triangular, cuya diagonal principal es ^ producto de los ele-
mentos homólogos de las diagonales de lás matrices factores., 

EL producto de estas matrices, np es conmutativo,, 
Ejemplos numéricos: 

/ X / \ y 
2 . O 
3 1 
2 1 

3 
1 
i , 

\ 

0 
'2 
1 

O 
O 
o 

6 
io 

9 

O 
2'-
4 

N 
O 
O 
0. 

\ / 
73. o o 

a 
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N 
3 0 0 
1 2 0 
1 1 0 / 

/ N / V 

2 0 0 6 0 0 
3 1 0 8 .2 0 
2 1 2 5 1 0 

\ / S, / 
í) Matrices simétricas 

Son matrices cuadradas que tienen idénticos sus elementos iiomdlo^os, 
a uno y otro lado de la diagonal principal: â  

/ 
a 
b 

b 
d 
e 

\ 
c 
e 
f 

rs = % r 
(38) 

\ 
g) Matrices antisimétricas 

Son matrices cuadradas, en las que se verifica que: 
/ ^ y 

a rs - a s r 
\ / \ / 

En consecuencia los elementos de la diagonal principal son necesaria-
mente nulos. 

o 
~b 
-c 

b 
o 

-d 
(39) 

/ 
En una matriz antisimétrica los elementos de la diagonal principal 

son necesariamente nulos, en virtud de la definición. 
9. Propiedad asociativa de la mt¿Ltiplicaclón de matrices 

En la multiplicación de tres o más matrices se verifica la propiedad 
asociativa, en el sentido de que se pueden efectuar productos parciales 
para obtener el producto total, con la restricción de que se aebe mantener 
el orden de la pre y posmultiplicación. 

ABC 

ABCD 

E 
E 

- A ( B C ) 

- A (BCD) 

I - . (BC.D) 

(iiB)C 
(AB) (CD) 

A ( B . C D ) 

(40) 
(ABC)D 

( H B . C ) D - (A.13 

Ejemplos; / \ / N / S 2 1 2 3 2 
3 2 « 4 1 

« 

3 
1 \ 

0 / \ f 1 \ 

/ S. / \ / \ 
8 7 2 37 

14 11 3 — 
. 61 
1 

2 3 / 113 
\ 1 \ y 

/ = 2 . 1 
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2 
3 
1 

/ 
1 
2 

2 

O 

\ 
1 
2 

O , i 
/ 1 

/ 
5 
2 

6 

/ 

\ 
2 
0 / / 
1 

2' . 
\ 
/ 

/ \ 
Í3 
U 

\ > 
/ 
1 
2 , 

2 

O \ 

2 

/ V 
37 
61 

\ 
2 

O 
/ 

/ 
1 

13 
^ /v 

2 
O 

/ 
9 

10 

V 

10 

9 
10 

10 

' "V 
Id 

I . \ 
10 

Véase en este ejemplo,numérico como se origina un caso especial en que 
el orden, de los factores matriciales no altera el producto, 
10, Propiedad distributiva de la multiplicacidn de inatrices con respecto 

a la suma 
Lo mismo que en el álgebra conocida ,̂ se resuelve la siguiente, operación 

matricial: 

(A B)C AC 4. BG ( U ) 

Sin embargo, el orden .de los factores no debe alterarse. De modo que, 
el resultado anterior, en general, no es igual a 

C(A 4. 3). - Ca. -S. CB 

11. La prueba en la multiplicacidn de matrices» 
Si, cuando se hace la operación A.D - C, se aumenta el numero de f i -

las de la matriz A' con una nueva f i la , cuyos-elementos representan la suma, 
por columnas, de los elémentos de la matriz A} y, por otra parte, se agrega 
una columna a la matriz B, cuyos elementos constituyen la suma, por f i las , 

• . r 
de los elementos de la matriz B; se obtendrá la misma matriz C, con una 
línea y una columna adicionales^. : Los elementos de la línea adicional re-' 
.presentarán la suma por columnas de lós el^entos de la matriz C, y los 
elementos de la colmna adicional representarán la suma, por lineas, de 
los elementos dé la niatriz C. 

/Ejemplo: 
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Ejemplo: / 
2 

\ 
3 

y 
2 

\ 
1 3 

/ 
7 

\ 
6 

1 0 a 1 1 2 » 2 3 
2 

\ ^ 1 0 
\ 

1 
/ 

1 5 
\ 

3, 
J 

5 4 3 14 12 

/ V 
13 

5 
g 

(42) 

/ 

12. 

a) 

26 
Intercambio de líneas y columnas de una matriz 
Se define una matriz se obtiene de la. matriz unidad ir;^er-

cambiando las filas "r" y "s" , 
E^^^j procede de la matriz I llevando la f i la I al lugar de la f i la 

De ello se deduce que la 3, y, a la vez, la f i la 3 al lugar de la I. 

V matriz es, por lo menos, de orden 3. 

E (31) 

0 0 1 

0 1 0 

1 0 0 (43) 

Se comprueba que ®® simétrica y que, además, en relación 
con la matriz I , tiene intercambiadas las columnas 3 y 1. 

Véanse demostradas estas propiedades en iina matriz de orden 4. 
(l 0 0 

\ 
0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

0 
\ 

1 0 0 
E 

42 

b) La operación de i: 
efectúa aplicando las matrices ^^ .̂g)» 

El intercambio de líneas, pre multiplicando, y el intercambio de 
columnas, pos multiplicando. 

Véase la solución del problema interc8m.biar las líneas y las colum-
nas 2 y "3 de la matriz A: 

A O O 
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/ \ / / \ 
1 0 0 a ^ 1 0 1 0 

0 0 1 • ^21 ^22 ®23 19 0 0 1 

0 
\ 

1 0 
/ ^32 - 3 3 ] 

0 
\ 

1 ( D 
/ 

/ \ \ 
/ / N 

1 0 0 

a 31 "32 ^33 0 0 1 

^ 2 1 0 1 0 
\ J \ / 

\ \ 

a •31 "33 "32 
a •21 ^23 ^22 

( U ) 

13 . 

a) 
Combinación de lineal de líneas y colmmas 
Se define una matriz H^^^j proceda de I reemplazando el elemento 

nulo r'>,s por xana cantidad h 

H 
(23) 

/ 
1 

O 
O \ 

O o 
1' h 
o 1 

(45) 

b) Las matrices H son operadores que premultxplicados a una matriz 
realizan la operación de adicional a una, línea combinaciones lineales de 
otras y que posraultiplicando por sus traspuestas hacen el mismo trabajo 
con las columnas. 

Considérese e l problema de agregar a la línea dos de la matriz A, h 
veces la línea 3. 

/ \ 
1 0 0 

O 1 

o 

/ 
®12 ^13 \ 2 "13 (46^ 

^21 ^22 ®23 s ^23-^^33 j 

"31 ®32 ^33 ^31 ^32 ®33 
\ / \ / 

/Véase la 
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Véase la solución del mismo, problema con respecto a las columnas. 
V 

®11 
a. 

•21 

'31 

^22-

^32 

^3 

^23 

^33 y 

/ 
1 0 

> 
0 

/ V 

0 1 ó ^21 • ^22^^23 ^23 
0 h 1 

/ 

(47) 

» • 

/ \ / 
s 

/ V 
1 0 0 3 2 1 3 2 1 

, 2 1 0 • 4 1 1 10 5 3 
0 \ / 
3 

0 

.. 2. 

1/ 
Sj 

1 

0 
\ / 

1 

2 

2 
>) 

0 

0 y ' 
3 

2 

S 

1 / 
V 

1 
4- 1 1 « 0 1 0 , 9 1 
0 

\ 
2 1 

/ 
.0 0 1 / 0 

V 
2 1 / 

c) Pueden generalizarse las matrices H para realizar las operaciones de 
combinación lineal con cualquier número de líneas y columnas. Por ejemplo: 

/ \ 
1 h2 

H - 0 1 h3 • (48) 

^4 1 

La premultiplicacidn por H de una matrl;^ origina una nueva matriz, 
cuyas líneas significan: 

i ) la primera línea será: una suma de la primera linea de A más h^ 
veces la segunda línea y h^ veces la tercera línea. 

ü ) la segunda línea: una suma de la segimda línea de A más h^ veces 
la tercera línea de k, y 

i i i ) la tercera línea: una suma de la tercera línea, de A más h^ veces 
su primera línea y h^ veces su segunda linea. 

A continuacidn se incluye un ejemplo que consiste en obtener una nueva 
matriz, cuyas: 

/a) primera 



a) 
b) 
c), 
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primera línea, resulta de una resta de lá primera con la segunda, 
segunda línea, se iiiántiene inalterable, y 
tercera línea, resulta.de una resta de la tercera con la segunda, 

/ \ 
-1 -J-.^O 
O 1 0 
o -1 1 

\ 

/ 
2 4 

V 

0 
/ 

- 1 - 2 

3 6 ^mm 3 6 

4 
\ 

2 1 ¡ 1 
1 

\ 
o 
o 

/ 
Es útil comprobar la ubicación que tiene el factor h en la matriz H. 

En efecto, está en la línea que se ha de modificar y en.- el lugar 1, 2, , . ,n 
que corresponde con las lineas 1, 2, 3, . . . n que se han de combinar (adi-
cionar) con la línea dada. • 
14, Multiplicación específica de la'-neas o col'ffiinas por un escalar 
a) Se definen matrices K^^j obtenidas de la matriz I , sustituyendo el 
elemento 1 de la f i la r por una cantidad k. 

/ \ 
1 0 0 

•(3) = 
O 
o 

1 

o k 
(49) 

Las mtrices K se utüizan para obtener matrices, procédeiites de la A, 
cuyas líneas o columnas son productos escalares de las líneas o columnas de 
la Á. 

Véase un ejonplo de multiplicacidn de la primera línea: 
/ 

\ 

\ 
k 0 0 

0 1 0 

0 
k 

0 1 
/ 

/ \ / 
^ 2 

^21 ^22 • mm ^22 "23 

^31 ^32 ^33 ^31 ^32 ^33 

\ 

\ 

(50) 

Véase, ahora, la multiplicacidn de la primera columna de A, 

/ ( 5 1 ) 
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/ 

a 

^ 2 

^22 

"13 

®23 

31 32 3̂3 
/ 

/ 
k : 0 

\ 
0 

/ \ 

0 1 0' - ®22 (51) 

0 
\ 

0 1 ^32 

La generalización de iriatrices K en matrices diagonales K perrnite, 
efectuar la operación de multiplicar líneas o columnas por cantidades 
determinadas. 

Ejemplo numérico: 

3 1 9 ' 
1 
O 

1 

2 

2 

O 
O 

O 
3 
O 

15. Reducción del orden de 18. matriz mediante suma de lfne?s y c^umnas 

/ 
(3x2) 
(1x2) 
(0x2) 

(1x3) 

(1x3) 

(2x3) 

(9x4) 
(1x4) 
(0x4) 

a) vina forma particular de matrices H pemiite, mediante la operación 
de multiplicación, transformar una matriz en otra cuyas líneas y colijunnas 
resultan de adiciones de líneas y columnas de la priinera. 
b) Séa una matriz A ^ que se desea transformar en otra matriz A^^ cuya 
primera línea adicione la primera y segunda de Â ^̂  y cuya segunda línea 
adicione la tercera y cuarta de A W 

La. solución es: 

/ 

O 
\ 

1 

O 

0 

1 

\ 
0 

1 
/ 

^ 3 
\ 

/ (52) \ 
^21 ^22 ®23 ^24 ^11 "14 

-31 ^32 ^34 ^21 ^22 "̂23 

V 
\ 

V \ 3 -44J 
\ 

c) Si la matriz A,, se desea transformar en otra matriz A,^ cuya 44 4¿ 
prlnera columna adicione la primera y segianda de A^^, y cuya segunda 
columna adicione la tercera y cuarta de A^^; la soluc: 5n se lo.P'r? pos-
multiplicando por la matriz transpuesta qua se utilizó en la operación 
anterior: 

/ ( 5 3 ) 
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/ A / / \ 
^ 3 1. 0 

^21 ^22 ^23 ^24 1 0 ®22 

S i ^32 "33 "34 0 1 ' - °32 

\ 
^ 2 ^ 3 "44 

J 
ó 1 

/ 
r 

\ / 

(53) 

d) Las matrices que realizan esta operación pueden adaptarse para efec-
tuar cualquier combinación de líneas o columnas, 
e) Si el problema consiste en combinar a la vez lineas y col-umnas homólo-
gas en una segunda matriz de orden reducido, se selecciona la matriz H de 
este tipo para efectuar la adición de líneas y luego se posmultiplica por 
la transpuesta. 

EL ejemplo anterior ilustra este caso: 
/ 

/ 
1 

O 

1 

O 

0 

1 

\ 
o 

31 

^41 
\ 

^ 2 ^ 3 

^22 "23 "24 

^32 "33 "34 

"43 
/ 

/ 
1 

1 

O 
\ 

(54) \ 

\ 
•"ZL 22 

f ) De este ejemplo pueden deducirse las propiedades de estas matrices H 
referidas a la que premultiplica: 

i ) EL minero de lirífeas es igual al número de líneas de la matriz re-
ducida que se deba obtener y el número de columnas es igual al número de 
líneas de la matriz de que -se parte. 

i i ) Sus elementos son nulos o unitarios. Los el̂ ementos unitarios se 
ubican en cada línea en un orden concordante con las lineas que se desean 
sumar para construir la matriz agregada. 

Asífí si la primera línea de la matriz H es: 

l O 1 O 1 
resultará una suma de las líneas 1) 4- 3) 5) de A para construir la pri-
mera línea de la matriz agregada. 

Si la segimda y última línea de H es 

0 1 0 1 0 

/indicará que 
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indicará que se suman la segunda y cuarta línea de A para construir la se-
gunda linea de la matriz agregada, 

i i i ) La suma de la (1 (3 y (5 columna de a que origina la primera co-
iunina de la matriz agregada y la suma de la (2 y (4 columnas de A que crean 
la segunda columna de la matriz agregada, se logra posmultiplicando por 

/ N 1 o 
0 1 
1 o 
0 1 
1 o 

/ 
que es la transpuesta de la que premultiplica. 
16. Agregación o combinacidn de cuenta de una matriz de transacciones 

La operacidn anterior se puede aplicar en la contabilidad económica 
para establecer cuentas que adicionen transacciones de entioades que se 
agrupan en clases definidas según determinados criterios. 

Sea, por ejemplo, T una matriz de transacciones de entidades, cuyas 
líneas comprenden los elementos de las corrientes que se originan en la 
entidad y aflxiyen en las n-1 restantes, las de T indicarán, a la vez, las 
afluencias a Ccida entidad. 

Si él problema consiste en adicionar diversas líneas ycolumnas para 
establecer las cuentas combinadas de ciertas clases de entidades, en una 
matriz T de clases o sectores de entidades, la solución es: sr 

H T H - T (55) sn nn ns - ss ' 
a) Obtención de la matriz de insumo producto pb.rtiendo de la matriz de 

contabilidad económica 
De acuerdo con lo explicado en el capítulo IV, de una matriz de conta-

bilidad económica, cuyo extremo superior izquierdo contiene ima sub-matriz 
de orden n x n que representa las cuentas de producción y m líneas y colum-
nas subsiguientes que representan las cuentas de ingreso y capital, se pue-
de derivar la matriz de insumo producto.adicionando en una línea y en una 
columna, respectivamente, las m cuentas mencionadas.' 

/Para efectuar 
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Para efectuar esa operacidn debe premtiltiplicarse por una matriz H 

del t ipo s igu iente : 
/ N 

H -

1 0 0 0 0, ••*••«•• 0 
0 1 0 0 
0 0 0 0 

O _ O. . -0 

Es dec ir tina matriz que puede• part ic ionarse a s í : / • 
I O „..nn nm 

• • • • • o » ' i 

(56) 

H = 
O. an Îm 

(57) 

\ 
Su transpuesta de pos-muLtiplicaciones 

H' ~ 
nn O ni 

O 
(58 

mn nü. 
\ / 

A SU vez, la matriz de cpntp-bilidad económica puede representarse 
por una matriz T de orden (n-l-m) x (n4ffl): 

T ~ 

La determinación.c 

\ 

nn T :.nm 

(59) 

mn mm 
^ l a matriz de ináumo-producto resu l ta de l a siguien-? 

t e operacidn: 

nn 
\ 

nm 
> 

0. In 
\ 

nn T nm 
/ 

nn , O 
\ / (60) s 

ni T' mi 

mn mm 
A / \ 

O • mn • 'in 
/ \ 7 

/b)'Obtención 



b) Obtención de l a matriz de cuentas nacionales partienda de l a matriz 
de contabil idad econdnj.ca 
El problema cons i s te en e s t e caso en adicionar en tma so la l ínea y 

en Tina so la columna l a s corrientes rea les que en l a matriz (59) de tran-
sacciones se representan en e l extreno superior izquierdo T nn 

La matriz de adición de l í n e a s que pjronultipiteará.es: 
1 . . . . . . 1 0 0 0 . . . . . 0^ 

H = 

O 
O 

O 
O 

% • 

• • • • • • 

O O . . . . 
Esta m a t r i i ^ se partaciona: 

I . . . 0 

O 
O 

1 

O 
0 
1 

O 
O 

H = 

0 0 0 0 

In ' 

O 
\ 

mn mm 

O 
O 

1 

/ 

(61) 

(62) 

La matriz H' que posmultiplica es: 
4 , O 

H« = 
"ni nm 

O mi mm 
La operación de obtención de l a s cuentas nacionales es en cense-

(63) 

cuencxa: 

c 
/ 

mn mm 
\ 

X 
T T nn nm 

T T . mn mm 
\ / 

I ^ O n i nm 
\ / m 

i 

mi 
\ 

mm 
/ 

Á6k) 

11 Im 

T , T mi mm 
\ / 

A7. Anál i s i s 



17. Anál is is de precios y cantidades en Ists transacciones in ter se ctori ale s 
Una matriz de valores de trafisacciones in terse ctori a les puede expre-

sarse mediante vina multipl icación taatricial de l o s factores precios y 
cantidades: 4ac 

O 

O 

\ 
o 
p. 

o 
o '2 

O P, 

O 

O 

o 

o 
\ 

o 

y 0 C,3 . . . 

« 2 1 
0 0,3 . . . 

-

Si 0 
- S 

C ^P n i n 

V 

? ; c i í 

O 

O 

\ 
O 

La matriz producto del segundo miembro podría indicar en cada una 
de sus f i l a s ( l íneas horizontales) e l valor de l a venta de un bien a 
cada una de l a s n entidades del sistema estudiado. En e l primer mionbro 
l a matriz que premultiplica incluye en su diagonal principal l o s precios 
de venta de cada vino de l o s n bienes y los elementos de. l a matriz que^ 
poamultiplica representan l a s cantidades ( f í s i c a s ) vendidas. La matriz 
de precios que contiene elementos de valor absoluto nulo con excepción 
de l o s ubicados en l a diagonal principal es una matriz diaopnal. En 
notación más abreviada, la, operación anterior se puede representar as í : 

nn s "T nn (66) 

/S i se 
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Si se deseara obtener l a s Sumas t o t a l e s (ie l a s ventas en cada uno de 
l o s sectores , s<5lo habría que posmultipl icar cada uno de l o s miembros de 
l a igualdad por un vector columna de 1 que tuviera ima extensión de orden n, 
o sea: 

A 
n V i nn (67) 

Es interesante observar cdmo puede reso lverse l a mult ipl icacidn de 
tres factores del primer miembro, aplicando l a propiedad a s o c i a t i v a . 

A 
P C i n nn 

'12 

'21 
O 

'31 32 

/ 

O 

. . . (C^i) = PC n 

1̂3 

'23 

O 

n3 

O O 

O P̂  O 

O Po 

'In 

'2n 

3̂n 

• • • • • • 

nn 

n nn 

/ \ 
1 

O \ 

n) 
/ 

/ V 
1 

\ / 

n 
se 

i j 

n 
se 
1 

n 
se 

2J 

33 

n 
so 

P 

f x 3 

'2j 
n 
se, 
1 
n 

f 3 í 

n 
se . 
1 nj 

\ 

n 

nj 

n 
se 

\ 
13 

n 
se 2J 

n 
se 

3ó 

n 

1 • •n-

/Ef^t.í demás 
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Está demás decir que e s t e a n á l i s i s presupone qUe cada uno de l o s 
bienes son objetos homógenos bu,Vas cantidades se pueden sumar y mul t i -
p l i c a r por' un precio idént ico . , 

S i se deseara obtener vina jiatriis del valor de l a s transacciones i n -
t e r s e c t o r i a l e s que reg is trara ad©nás l o s totees por columna (compras , 
de cada sector) y por f i l a s (ventas de cada sector) l a .operación de mul-
t i p l i c a c i ó n de precios por cantidades debiera ordenarse a s í : 

'(68)\ 

• ^12 ^ 1 3 •••••• ^In ^ ^ I j 

/ 

/ D A .0 . 
\ 

. n . - \j ' 

0 
i 

0 ,0 

0 . 0 • • • • a • 0 

0 0 0- p n 

^2 ''3 P n 
\ / 

/ 

^21 O 

^31 ^32 

23 

n 
SCov 2n , 2j 

=3n f s ' j 

"ra 

O • 

\ 

V a 

n 
se , 
1 

n 
; 

In 1 i j 1 

O • •••«•«•••O Ĉ  P̂  o 3n 3 T 3 j 3 

11 

»Jv//. 

^(n)l^(n) 

n 
SC„P. 
1 ^ ^ 

n 
SC.„P; , ' ^ x2 X 

n 
. SC.. 

n. 

n nn 

f i 3 ® i • •••••••••• se,/ vP,. r>bC P 
: • l ^ ^ ^ ^ - ' - l l i j i 

\ / 
/18, Detenrinación 
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18, Deteiminaeién del, producto bruto t o t a l en> vina economía cerrada 
á ) La detenninación a n a l í t i c a de3. prodtxcto bruto de xma economía 
cerrada puede efectuarse operando de dos maneras: 

Un procedimiento cons i s te en res tar de l o s va lores de producción 
bruta de cada sector l a s ventas de u t i l i z a c i ó n intermedia y sumar laa 
d i f erenc ias . Estas d i f erenc ias representan l a s ventas de cada sector 
para consumo e inversióij . 

E l primer paso es e l s iguiente: 

• 
• 

^31 « 
• • 

• • 

• » • 0 » • • 

^n3 

\ 
^ n 

/ \ 
1 

1 72 

• 
* 

1 
• 
• • 

• 

n̂n 

• 

l f 

• 

^n iijl iij- iifc íij luy ' 'k 
E l vector x representa la producción bruta ( 'sectorial) de cada uno 

La matriz X indica I s s ventas a l o s sec tores de pro-nn de l o s bienes . 
ducción. E l vec tor unidad i opera, sumando l o s elementos de cada una de 
l a s f i l a s de l a matriz . E l vector y representa, en consecuencia, l a s 
ventas s e c t o r i a l e s a l a demanda . f i n a l (consumo e invers ión bruta) . 

El segundo; paî o • c o n s i s t i r í a en sumar l a s ventas de demanda f i n a l 
para l l e g a r a l producto bruto ( t o t a l ) . Esta,operación se efectúa 
premultiplicando por un vector f i l a de elementos u n i t a r i o s i ' « 111 . . , , 1 

En símbolos abreviados:. 
i ' (x - Xi) - , i ' y 

/b ) Otro 
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b) Otro modo de operar consiste en efectuar la s u f r a c c i ó n del monto 
de l o s insumos de bienes del valor de l a producción de cada sector. Él 
desarrollo de la fórmula es e l s iguiente: 

/ \ 
111 

\ 
\ 

/ 

Xj^ *32 

^ 3 *23 *33 

\ 

^n3 

/ \ 
1 

1 

1 

1 

(70) / 

111 . . 1 
: 

^n _ ^ ^ ^ n na 
La matriz cuadrada n x n t iene f i l a s y coluninas"^ordenadas en forma 

transpuesta con relación a la matriz de transacciones in tersec tor ia le s . 
Cada una de sus f i l a s indica - ahora- l o s insumos de cada sector, de t a l 
modo que l a d i ferencia entre e l valor de l a producción y los insumos re-
presenta e l valor agregado s e c t o r i a l que se indica por e l vector (columna) 
V. 

La ecuación (70) puede expresarse en forma abreviada as í : 
i ' (x - x ' i ) = i ' v (71) 

Ahora bien, se sabe que para e l conjunto de una economía cearrada: 
i ' v » i ' y (72) 

En consecuencia, s i se conparan la s ecuaciones (69) y (71) se 
obtiene: 

i ' ( x - Xi) • i ' ( x - X' i ) (73) 
Es interesante analizar esta ecuación (73) . En e l paréntesis 

de l primer miembro se obtiene un vector (columna) cuyos elementos re-
presentan l a s ventas para u t i l i zac ión f i n a l ; e l paréntesis del segundo 
miembro, a su vez , indica otro vector columna de elementos, que represen-
tan valores agregados s ec tor ia l e s . 

De acuerdo con l a s reglas del álgebra "conocida" se es tar ía tentado 
a eliminar de cada uno de los miembros l o s vectores idént icos i 'que pre-
íjíultiplican. De e l l o seguiría que l o s dos vectores que incluyen l o s 

/paréntes is serían 
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paréntesis serian iguales y, en consecuencia, sus elementos homólogos 
también; lo que significaría que las ventas sectoriales para utiliza-
ción final serían iguales a los valores agregados de cada uno de los 
idénticos sectores. 

Es obvio, lo incorrecto de esta concllisión, no obstante el aparen-
te rigor del método de deduccidn. Sin embargo, debe anticiparse que 
los vectores i'no pueden eliminarse en eL álgebra de matrices, como se 
lo haría en el álgebra conocida. No existe una inversa de estos vec-
tores, o lo que es lo mismo no se puede efectuar la operación de divi-
sión por esos vectores. Este ejercicio es de interés en el análisis 
de la contabilidad económica porque demuestra una equivalencia para el 
conjunto de la economía que no se verifica en cada uno de sus sectores 
de actividad. 

El primer procedimiento a) de determinación analítica del producto 
interno de una economía cerrada puede expresarse de otro modo, como se 
demuestra a continuación. \ 

/ 

/ 

\ 

\ 
ic n 

/ 

/ \ 

111... 1 

\ / 

X , 3 

\ \ 

/ V 

n 

^12 ^nl \ 

^22 1 

^23 « 
m 

« • 

1 
• 
• 

« • 

(l) 

• 
• 

^n3 

. . . 4 * 
O • • 

nn 
/ 

» • 

1 
\ / 

1 / 
1 
9 • 

1 
\ / 

/La expresión 
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La expresión abreviada de (74) es: 

U ' - i / X ) i a y ' i ^ (75) 
En es te caso "especial, es evidente que s i se suprime e l vector (co-

lumna) i quedarían en cada vino de l o s miembros vectores f i l a s cuyos e -
lementos homólogos son i gua l e s , y , en consecuencia, también ,1o son l o s 
vectores; pero - es conveniente repet ir - - e l l o no s i g n i f i c a que se pue-
da d i v i d i r por i cada uno de l o s miembros. Se verá más adelante en 
que condiciones se efectúa l a operación de d iv i s ión de matrices . 

Por otra parte es de in terés formal y conceptual;comparar l a s ecua-
ciones (75) y (69); se verá más adelante que una puede derivarse de l a 
otra de un.mocio directo mediante l a llamada operación,de,.transposició 
19 . Def in ic ión y notación de determinantes 

Se suele d e f i n i r a l detérminanté como l a función única de una ma-
t r i z ; s i se toma como ejemplo, a una matriz cuyos elementos son m3me-
rps absolutos , e l determinante de esa matriz es. un esca lar . 

Sea l a matriz: 
/ \ 

1 3 

4 5 

Su determinante: (A) - 1 x 5 -

En general dada una matriz: 

A -

4 X 3 .= , - 7 

/ \ 

A -

^ 3 

^22 ^23 

^31 S 2 ^33 • • • • • • 3̂n 

Su determinante es: 
A 

*n2 

- si 

n3 s • » • • * nn 
/ 

^ A V (76) 

O sea, Tina suma de factor real n (n!) de términos* Estos términos 
constan de n elementos de la matriz. Cada ufio de ellos se forma me-
diante permutaciones de elanentos de lineas y columnas en la forma 

• /señalada por 
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señalada por la expresión (76). Es decir .me en cada sujnando hay un 
elemento de cada linea, seleccionando entre los ni sumandos, según las 
permutaciones que se pueden efectuar con el orden progresivo de las 
columnas: 1, 2, 3j ••• n, representadas en la expresión (76) por 
A¡ B j . . . ' • Z . 

Si se toma una matriz cuadrada de orden 2 
t 

1̂1 

2̂1 

1̂2 

2̂2 
\ X 

Su determinante tendrá 2 términos que se construirán sobre la 
base de: a ^ a^g. Las letras A y B indican las permutaciones para 
las columnas 1 y 2. 

En consecuencia los términos son: 
a ^11 ^22 12 ^21 

Los signos positivo y negativo de cada uno de los términos se 
determinan asi: Si el número de inversiones de los segundos subíndices 
A, B . . . . Z es par le corresponde el signo positivo; si es impar se le 
asigna el signo negativo,_7 ./~E1 orden par o impar de una permutación 
se determina por el número de lugares en que se encuentran desplazadas 
las columnas con respecto a su orden natural. En el caso especial de 
que no hay inversión alguna, se asigna el signo positivo. 

^11 ^22 lleva signo positivo 

^12 ^21 • 

En consecuencia: 

tiene una inversión o transposición de orden 
1; o sea impar, y llevará el signo negativo. 

^11 ^22 ~ ^12 ^21 

Afna consecuencia 
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Una consecuencia directa de la definición ds determinantes es ía 
de que ellos soló existen para inátrices cuadradas. 

Considérese el determinante de una rnatriz cuadrada de orden 3* 
/ 

^12 ^13 

^21 ^22 ^23. 

^31 ^32 ^33 
\ 

(77) 

= S i ^lA 

Las permutaciones de A, B, C: 1, 2, 3 son lás siguientes: 
. ... ( ). 1 2 , . ...... . 

1 2 ( - ) 2 1 3 
3 1 ( - ) 3 2 1 • : 

/ 

( t ) 3 

-/ 

( / ) '2 

22 ^11 

\ 

a. 

"11- ^23 

^33 

^32 

^13 ^21 ^32 

^12 ^21 ^33 

^12 ^23 

^13 ^22 

^31 

El número de términos de la sumatoria es igual al número de permu-
taciones que se pueaen efectuar con n elementos, o sea n!. El número de 
sumandos positivos son ni y los sumandos negativos son hl 

•2~ 2 

20. Desarrollo de la determinante en términos de eófactores 
a) Determinantes menores complementarios 

Son los que se obtienen mediante? la eliminación de una línea y una 
columna de un determinande dado, 

' Sea el determinante• : 

^2 ' ^ 3 ,, (78) 

^21 ^-22 a.3 

^31 ^32 ^33 

Si se suprime la linea 1 y columna 1, cuya intersección ^s a^^, 

(79) 

/Si se 

se obtiene: / 

^22 "23 
^11 

^32 ^33 
\ / 
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Si se suprime, linea 2. coliimna 2, cuya intersección es a^^* 
obtiene: 

/ \ 
M, 22 

fc>) Cofactores ad.juntos 
3̂1 ^33 

/ 
Son los menores de un determinante con un signo ( ) o ( - ) 

según que la suma de los subíndices sea par o impar 

c) El valor 

sr -1 (s4-r) M sr (80) 

e un determinante se establece mediante la srjna de los 
productos de los elementos de una línea o coliunna por sus corr_es-
pondientes factores 

A 

Ejemplo ( l ) : 

! 
Á 

n 
Sa 
1 ^^ 

2 1 

]. O 

rs (SI) 

Se puede calciiar tomando como base de cofactores la línea 1. 

A - 2 X O -J- 1 X 1 (-1 ~ O - 1 ~ "1 

Ejemplo (2): 

Á 
3 1 0 
2 1 1 
1 2 0 

Se aplicará la fórmula (81), pero en lugar de desarrollar el cálciil.o 
por una línea, se lo hará por una columna© Se tomará la columna (3) pues 
en este caso, simplifica las operaciones. 

/ A 
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á 
2 
1 

1 

2 1 2 4. 0 . 
3 
2 

1 

1 

Se comprueba que los•téraiinos primero y tercero són'ñulos. 
'•V '" 

A - -1^3x2 4- ixl • 

Para deteráiinantes de 2®-y 3° orden existen reglas prácticas pa-r 
ra efectuar el cálculo." 
21. CálciíLo de determinantes de segundo y tercer orden 

Los determinantes de segundo orden se calculan mediante-la dife-
rencia de dos productos algebraicos: el minuendo es el producto alge-
braico de los elementos de la diagonal principal, y él sústraendo es 
el producto dé los dos elementos de la otra diagonal. 

Asi por ejemplo • " 

- - ( 6 - i ) 

- (-2x^0 (-1x3) 
-2 ,3 
-1 ,4 

Los determinantes de tercer orden se calculan mediante la regla 
de Sarrus. Los tres táiminos con signos positivos son los productos 
algebraicos que se obtienen: 

a) con los elementos de la diagonal principal, y^ 
b) con los elementos de las-diagonales paralelas a la principal 

y el del vértice opuesto, según se indica a continuación: 

Los tres términos con signos, negativos se obtienen: • 
a) con los elementos de la diagonal secundaria, y 
b) con los'elementos de las diagonales paralelas a la diagonal 

secundar:ia y el elemento del vértice opuesto, según sê  in-
dica a continuacións . , 

A 
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Ejemplo numérico de cálculo de un determinante de orden tercero: 
1 O 3j 

- 2 1 01= (1.1,3) 4- (0.1.0) -2- (2.1.3) - (0.1.3) - ( -2.0.3) - 0-1.1) 
0 1 3 1 

^ 3 4 - 0 - 6 - 0 - 0 - 1 = - 4 

22. Propiedades de los determinantes 
a) Los determinantes de matrices '.-.angpusstas son igua3.es 

A i 

Ejemplo: 

2 0 3 1 i 1 I 
2 0 1 

A i-. 0 1 1 1 Í A l = 1 0 1 0 
1 0 1 i » 3 1 1 

A = 2 - / 0 / 0 - 3 - 0 - 0 = - 1 
A' = 2 O-' / O - 3 - 0 - 0 

b) Si se invierten lineas ü columnas el determinante no cambia rsU 
valor absoluto; sólo su signo cuando la inversión es impar. 

(83) « 2 0 3 1 0 1 
A = 0 1 1 = -1 B = 0 1 l ' = 3 - 2 = 

• 1 0 1 2 0 3 

1 1 0 
3 0 2 

-3 = -1 

/El determinante 



El deterrrdnants B ss ha , obtenido del, debenninante A llevando la 
primera f i la debajo de la fiD-a 2, o sea, efectuando ma inversión y 
después llevando la tercera fi la al Itigar dé la primera, .0 sea, mediante 
2 inversiones; en total se han. efectuado 3 inversiones; el mismo número 
de inversiones se efectuó con el determinante B para obtener, G, mediante 
el intercambio de la primera y tercera columnas. Véanse otros ejemplos: 

3 2 O 
D 0 

1 

O 
0 
1 

1 

0 

3 
1 
1 

2 ~ = , - 1 

= 3 - 2 = ./ 1 

El D se obtuvo de A mediante dos inversiones de su tercera columna 
y su valor no se ha alterado,, E se obtuvo de B mediante dos inversiones 
de su tercera f i la y su valor'absoluto tampoco se ha alterado, 
c) . Una consecuencia del lema b) és q̂ ue'un determinante que tiene 
iguales los elementos de dos líneas o columnas es de valor absoluto cero. 

• 2'' '3 1 

B 
1 
o 

O 

2 , 

i 
2 

O 
2 , 

.2| 

2-» 

1 

3 
2 -2 = 0 (84) 

./ 12 -12 = O 

d) Una propiedad general cúe incluye á la propiedad c) dice que es , 
nulo todo determinante que tenga xma li'r:ea, o columna cviyos elementos 
son una combinación lineal de otras líneas o columnas. 

.2, 3 11 (S5) 
A O 

• 1. 

1 : 0 
7 2 

4; o 

/L& tercera 

A' 
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La tercera f i la de A es equivalente al doble de la primera fi la 
más la segunda. 

2 3 1 
A = O 1 O = 2 -2 -- O 

2 4 1 
La torcera f i la de A es una combinación lineal de la primera y 

segunda. 
e) El deteminante de una matriz diagonal se reduce a un sólo término 
(afectado de signo positivo) constituido por el producto algebraico de 
los elementos de la diagonal principal. 

2 O O 
3 = f O -3 O 

0 0 4 
- "24 (Só) 

El determinante de la matriz unitaria I es 1, y el deteniu.nante 
de la matriz diagonal de orden n: al a"", 
f ) El determinante de una matriz producto escalar de orden n es igaal 
al determinante dj la matriz multiplicado por una potenciación n del 
escalar. 

B 

=: 2 

B 

ha = A 

3 2 0 6 4 0 
1 0 1' 2 0 2 

1 1 0 2 2 0 
i 8 ( - 1 ) -8 

(S7) 

« 16 -24 = -S 
Esta propiedad puede uti]_izarse para simplificar el cálculo de 

deteminantes. 
g) El determinante de una matriz producto de otras cuadradas es igual 
al producto de los deteminantes de las matrices factores. 

/ A B C 
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1) ' Un deteiminante puede expresarse como suma de otros determinantes 

3 2 0 24.1 1-M OU) 2 1 0 1 1 0 . 

A 1 1 0 : : : 1 1 0 1 1 0 > 1 1 0 

2 2 3 2 2 3 2 2 ^ 3 ; 2 2 3 

A „ 3 ^ (6 - 3 ) (3 - 3 ) 

Esta propiedad suele utilisarse para abreviar el cálculo de deter-
minantes, como se demuestra en el ejemplo precedente. 

La priiaera linea de A se expresa por sumandos parciales y el deter-
minante se expresa luego como suma de dos determinantes que tienen las 
mismas füas 2a» y 3a. de A en tanto que la primera fila está cons-
tituida en cada uno de los determinantes por los elementos parciales 
sumandos de la f ü a que se desagregó en el deteimnante , A» 

En el ejemplo (93) uno de los determinantes parciales es nu3.o, por-
que tiene dos filas idénticas. 
m) El determinante de una matriz triangular es igual al producto de 
los elonentos de la diagonal- principal. 

T 

La demostración es evidente si el determinante se desarrolla por 
coliynnas. 
n) Son equivalentes los determinantes de matrices diagonales y trian-
gulares, que tienen elementos de valor absoluto igual en la diagonal 
principal; aunque no lo sean los homólogos. 

2 1 3 (94) 
0 1 4 - 2 X 1 X 5 : = 10 
0 0 3 

2 1 3 2 0 0 1 0 0 
0 1 4 0 1 0 - 0 2 0 (95) 
0 0 5 0 0 5 . 0 0 5 

o) Es nula la suma de los productos de una linea o columna de un de-
terminante por cofactores ajenos. 

% 

/Sa. 
n nr 
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Sa, nr sr - 0 para n (96) 

n 
Sa nr A ns 0 ; para r s 
1 

Ejemplo: 

A. 
2 
3 
1 

1 1 

0 1 

1 1 

Si se multiplica los elementos de la primera columna por los co-
factores de la tercera columna, se obtiene: 

2 X 3 / 3 r- ( - 1 ) / 1 X ( - 3 ) - 6 - 3 - 3 = 0 
23. Cálculo general de determinantes 

El desarrollo de los determinantes por el método de los cofactores 
y las propiedades que se enuncian en el apartado precedente se utilizan 
para abreviar el cálculo de determinantes. Ello es útil - en particular 
para determinantes de orden mayor de 3> pues para los de orden menor se 
aplican las reglas conocidas. F1 método consiste en simplificar los 
valores absolutos de los elementos hasta llevar una línea o columna del 
determinante a valores nulos excepto uno de ellos con valor uno. De 
este modo m determinante de orden n puede calcularse mediante otro 
determinante de orden (n-l); este es el procedimiento conocido por el 
nombre de Chio. 

Véase un caso de simplificación, sea el determinante A 

6 
4 
2 
6 

2 
2 
6 
6 

2 
3 

3 

8 

/a) Si 



0 0 - 4 - 6 

3' • ; 2 3 
4 ' 2 6 . 3 

5 6 6 8 

a) Si se resta a la primera línea la cuarta se obtiene, sin altérar 
el valor. 

A 

b) Se puede dividir la tercera colvmina por 2 y multiplicar por 2 ' ' 
0 0 - 2 - 6 

3 , 4 1 3 

5 6 3 8 
c) A la cuarta columna"puede sumársele (^3) veces la tercera sin 

= 2 

alterar el valor del determinante. 

= 2 

0 0 -2. 0 

3 4 1 0 

4 2 3 - 6 

5 6 3 - 1 
d) F1 determinante puede calcularse por desarrollo de cofactores dé'la 
primera línea, aprovechando, ahora, la circTinstanqia de que, excepto uno'> 
todos los elementos son nulos, ' ' , ' ' ' , 

= 2 1 - 2 ( - 1 ^ 3 ) 

= [ 2 -2 ,(-6 •-120 i 108 / 16) j 
La regla general de, Ohio para reducir el orden del. determinante 

puede expresarse así: ' ' ' 
a) Escoger una línea y columna del deteminante cuya, intersección 
tenga un elemento de va3-or absoluto 1; si rió existe transformar el detér-» 
minante en otro de igual orden dividiendo una línea por uno de sus 

' . • /elementos y 

3 . 4 0 
4 
5 

2 -.6. 
6 - 1 

\ 

) 
= 8,. 
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elementos y multiplicando al determinante por ese elemento. 
b) Operar, luego, de tal modo que los demás elementos de la Hnea se 
hagan nulos, 
c) Calcular el determinante mediante el cofactor (transformado) del 
elemento 1. 

Las operaciones que se requieren son las siguientes. 
Sea el A: 

^ 3 

^21 ^22 ^24 

^31 ^32 "33 "34 

"43 "44 
Supóngase que se elige a^^ como elenento pivotal 

^11 

^ 3 

hz 

^ 3 

Í ! i ¿ 

^ 3 

'21 

'31 

Tómese 

^13 - < 1 1 

3̂2 

4̂2 

=̂ 12 _ 

4 
^23 

^13 

I ®33 

^ 3 

= < 1 2 : 

(97) 

^24 

"34 

^ 4 

^ = < 1 4 
^13 

(98) 

El determinante puede transformarse dividiendo cada una de las 
columnas por su correspondiente en: 

/A - o ^ ^ o<j2 
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<11 ^ 1 2 J , '^lU 

1 - - : -I- I ' f i: 

'21 ^22 . ^23 1 ^24 

!41 3 2 } I a,, 

(99) • 

Hll , [«<14» 
De cada una de l a s columnas se r e s t a l a Goliimna -pivotal y el 

determinante no se altera _ . , , , , i . ^ . /-"ini -1 
O O 

.i— 
O 

í ™ r 

Í1 - ^23 f22 - ^23| ^23 i ^24, -
4 

a, 
<<11 

2̂3 

^ 1 1 . í<̂ 12 I . 
3̂4 - a 33 

t 

- \3\ %3 - '%3 
X l 2 1 

Los-factores que multiplican al determinante se pueden introducir 
teniendo en cuenta que son cocientes (véase ecuaciones (9Ó) de los ele-
mentos de la línea pivotal y el elemento pivote a^^, de tal modo que se. 
obtiene: ' (lOl) 

A - ®13 

O O' I 
1 O 

=̂ 21 

=̂ 31 

^41 

^33 ®32 

i l â  •23 ' ®23t ^^24 ~ 

a, o '̂ ><'-10 1. a, ^ i (a,, - "X, ' 4 3 ^ 1 1 V "" \ 3 '^12 I \ 3 i ^^4 " 
• • " 

Se demuestra, pues, un método rutinario del cálculo de reducción, 
de determinantes de Chío que se expone en los libros de cálculo numérico 
y textos de álgebra; pues 

(102) 

/Siendo 

•R 
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Siendo el determinante adjunto de tercer orden. 
Véase el cálculo por este método del ejeraplo numérico anterior: 

Se escoge como elemento pivotal a^^ 

A 

11 

6 I 2 I 
-r 

4 
2 

2 I 
6 ^ 

6 I 6 
i 

3 
3 
8 

14 s 1 

0 0 1 0 

(3 - 2x2 ,5) (4 - 2x3) 2 3 - 2x1 

A | = 2 (4 - 6x2,5) (2 - 6x3) 6 3 - 6x1 

(5 - 6x2,5) (6 - 6x3) 6 a - 6x1 

A 
- 2 - 2 1 
- 1 1 - 1 6 - 3 

- 1 0 - 1 2 2 

- 2(64 - 60 4. 132 - 160 72 - 44) 8 

24. La matriz ad.junta y la matriz inversa o recíproca 
a) Matriz ad.junta 

Es la matriz transpuesta de los cofactores de una matriz. 

A -

Ádj. A -

f a, 

^21 ^22 
a 

23 

^31 ^32 ^33 
> / s. 

^21 ^31 

^12 ^22 ^32 

^13 ^23 ^33 
\ 

/ 

(103) 

/Recuérdese que 
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Recuérdese que los cofactores son, los menores complementarios 
con un sxgio 
b) Matriz inversa o recíproca a - 1 

1 
¥ 

adj, A (104) 

En consecuencia, sólo existen inversas para las matrices cuadra-
das cuyo determinante no es nulo (matrices no singulares), 
25. Propiedades de las matrices inversas (Alien) 
a) La pre o pos multiplicación de Tina mĉ triz por su inversa de la 
matriz idéntica. 

'21 

^12 

^22 

» A" -1 

V / 
^ n ^11 

^12 
p • 1 « 

% 

A 
V 

'ni "n2 nn 

^21 
A 22 

A, ni 

^2 

A. A nn / 

l í 

A O 

O A 

(105) 

\ 
.. O 

O 

nn 

O O ; ^n; "2n 
La demostración del caso de premultiplicación es ahora obvia, 

b) La matriz inversa es la única que produce la raatriz idéntica al 
pre o pos multiplicar por ella la matriz de que se deriva. 

Demostración: si se supone que existe otra matriz B, tal que: 
A /B = I • ^ 

A 

Se tiene: 
. - 1 A"-" =: I - A"-̂  (AB) = (PT-̂  a) B - IB = B 

c) La inversa de ma matriz inversa es la matriz 
(iT^)-^ =; A . •;. (107) 

d) La. inversa de un producto de matrices es igual al producto de 
orden invertido de las inversas dé cada matriz. 

Á"^ (AB) = (Á' ;T1' (106) 

. - 1 
C - AB 
- 1 B A-^ (106), 

/e) La inversa 
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e) La inversa de la matiüz transpuesta es igual a la transpuesta de 
la inversa de la matriz^ 

A' - 1 
/ V 

- 1 (109) 
f ) El determinante dé tina matriz inversa es igual a la inversa del 
determinante de la matriz. 

- 1 - 1 (110) 

g) La inversa de \ana matriz triangular es otra matriz triangular de 
igual foraia 

A :: 

h) 

26. 

A . ^ 2 
\ 

^13 ^12 
0 ^22 ^23 

• 
9 

0 0 0 0 
\ 

\ 

^13 

2̂3 

S3 
La inversa de la matriz idéntica es la misma idéntica. 

- 1 

( m ) 

(112) I = I 
Un método para.calcular matraces inversas 
Hay varios métodos para calcular las inversas evitando la tarea de 

determinar cada uno de los cofactores y el determinante de la matriz, de 
acuerdo con la definición. 

Uno de ellos consiste en efectuar operaciones elementales sobre la 
matriz mediante sucesivas multiplicaciones hasta reducirla a la matriz 
idéntica. 

En consecuencia, las matrices que han premultiplicado hasta comple-
tar esa reducción, proporcionan la inversa. 

A -

/ 
4 0 2 

1 1 0 

0 2 1 
\ 

\ 

/Se comprueba 
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La operación 

/ 
A s 

^(1) = 

1 

O 

O 
\ 

12 

\ 
13 

23 " ^21 
(a33 -

/ 
Incidentalmente puede comprobarse como las operaciones realizadas 

con la matriz A han conducido a -una matriz cuyo determinante se 
puede calcular por otro de orden inferior; las operaciones efectuadas 
son similares a las que se explicarion con el nombre de método de Chio; 
de tal modo que el paso anterior puede utilizarse coffioima demostración 
de la reducción de un determinante equivalente, en efecto: 

G (1) A z A 

El ^(1)1 

A. 

A = G 

'(1) 

- 1 
(1) 

- 1 

A 
(1) 

(1) 

/ 

A 
(1) 

es inmediato pues se trata de una matriz triangular, 
cuyo valor equivale al producto de los elementos de la diagonal principal. 

Si se continúa con el problema del cálculo de la inversa j se 
cambian los símbolos de A^̂ ^ para simplificar la notación, el segundo 
paso sera: 

/ 
1 12 

22 
0 

22 
0 

^ 2 2 

\ 

O 

O 

/ 
^ 1 ) 

< 12 13 

^22 

^32 X33 

= A 
/ (2) 

O 

O 
\ 

13 

^ 2 3 

( c< 33 

12 

32 

' 23^ 

4 3 ) 
M 

/F1 tercero 
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El tercero y último paso es 

°(3) 
\ 

A 

/ 1 0 
0 1 

0 0 

decir 

(2) 
/ 
1 

= I 

o Á 3 ^33 

1 / ^ A3 

L3 decir que: Ĝ ^̂  G^̂ ^ A^^ ^ ^ 

G 

1 4 3 

O .^33 

/ \ 
1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

\ 

^(2) A = I 

Si la matriz hubiera sido de orden n^se habrían obtenido n matrices 
que premultiplican f o mando la inversa. 

Incidentalmente, se demuestra que el 
producto de las inversas de los determinantes G, 

ce puede obtener como el 



A 

t k 


