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Estimador Basado en un Modelo Aditive

-

1. E1 objeto de este trabajo estd relacionado con las estadfstices continuas y
coen 1os procedimientos de combinar los datos,
| En les estad{sticas sobre poblacién, empleo, produccidn, precios, y todas

aguellas gue se elaboran en forme periddica, puede resultar eficlente utilizar
estimadores compuestos., El estimsdof compuesto que anI se propons hacs uso de la
combinacidn de otros estimedores referidos a la misma variable y utiliza le
correlacifn que puede existir entre estos estimadores a través de los distintos
perfodos, o |

La utilizecidn de este estimador compuesto no incramenta'al cogto aperativo
de la investigacidn, F1 trebajo es de laboratorio y se puede llegar a aumentar la

eficiencia relativea {eficiencia por unided de costo) de las estimaciones,

2« Conglderemos el caso de una pnblacidn‘distribufda en k estratos donde
periddicamente se dan estimaciones por estrato , Desggnendo con t sl nimero

de perfodos definimos,

Y34h h - chservacifn en el ] - estrato
' del 1 = perfodo, donds
im 1325es004 ¢t perfodos
J = 1,2400eey k B8tratos
"h e 1,2,0000 o observacicnes en la

(13) - muestre .

Nij o \ _ ndmero de unidades musstrales en la
(13} = celda

nid rdmero de unidades muestrales en 1a
{1j) - muestra



N Nij ,ii . ~
13 = n Y Yi h astimador regular insesgado del
g oL 0
" , , total de la poblacién en la (ij}~celc

3, Establecemos el siguiente estﬁmsdor

-] - - -
Yy = Yy, * V= e o )

que tiene la propiledad de sjustar las estimaciones muestrales de las celdas
de tal manera que las nuevas estimacionss no modifiquen lqa totales margirales

- aestimados originalmente,

Es decir
t o ) t L) .
i i
K k
Voo Y (3)
L. u 15 |
i 4
t K £ K
A
= 4
DIV T N ¥ (4)
i 3 \ i J
4, El estimador establecido se obtiene ajustando a los datos el siguiente
modelo lineal ' k
Y =u+a +b, +e : (s)

13 17037 By

0 = Ye | - {e)
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by m Yy o= Fe (e)
sisndo A
| Z L. u
‘ V.. - 1 é {Q)
tk

Yx. L3 (10)
, K
t .
Z Y4y )
- 1 1)
Y. L d
d t

5. Los dos ssquemas musstreles que a continuacifn se tratan estdn basados en
¢l supuesto que la seleccidn de las muestras en cade perfode es indspendiente
de &’:strﬁto a2 estrato, Es decir le prcbabilidad de seleccionar una unidad
musstral en el sstrato § no eastf condicionada & la probabllidad de selscolonar
una unidad muestral ’en sl estrato j'. ‘

601 Muestras independientes de perfodo a perfodo,
Bsjo el supuesto que las muestras son independientes de perfodo a perfodo,

la varianza del estimador ‘ofi 4 viene dada por
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vark(zij) = Var { ?‘. + V.j - §..')
= Var (¥, ) + var (¥ .j) + var (Yeu)
+ 2 Cov ('\71‘ : '\?3 } = 2 tov (¥, i Yel)
2w (F O Vau ) | (12)
. o

donde

|

nN

: | K
Var (?i ) 1 var | [ Qij )
» k .
: J

k

K
ES A A -
= Z Var (Yij) +2Z " Gov (Yijsvij,) (13

J i< 3

f
l_‘

Jern de acuerdo con el supuesto establecido en el esquema mueétral, todas las

sovarianzas valen cero

Por tantg

k " Lo~ . +
- 1 A :
O] wdy
- J



Agimismo t‘
. 1 \— .
Var (?.,j) - ..:é a Var (Yij) (15)
n .
) t K
Var (Fau) = ch }: Z Ver (v, ) (16)
T :
Y . k £
Cov (Y Y )= Cov ( A A
ic 3 w3’ Tk }: Yij’[ i.])
3 i
1 A '
. K
Cov [-‘;' .?.;) = e— A
ie} b 2 [ Var (vij) | (18)
. 3 -
t
3.+ ¥ 1 var (¥, .) (19)
Cov (Y.J H Y..) = "t'é"'; ‘ ar ij ’
i N

Sustituyendo en (12) obtenemos
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o A
“ePx 1 Para comparar la Var {Yij ) eon la Var (Yiﬁ} consideremos primere el

&
. i o F
ans especial que las Ver (Y,

s

1 son comunes para todas las 1 y psra todas las Jj.

3
Ftogrle caso
) ) o o g sl
Var (v, ] = - Y ) 21)
‘ L ju&} i é: @C ar (:Ni:i.;i < { B

) | (22)

£
Ver {Yij} ¢ Var

~~
)

BT 2: ; k }u ’E;

A
L. Uonesidersmos shora el caso wls real, que las Var {Yi,
33
e un estrato a través de los perfodos. €5 decir Var % \ .
(Y. )} ss comln
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obteniféndose
var (¥,) = =tz 1) . v;r(ﬁ‘* y+d var (V. ) (2a)
ar g o 2 }Z: , 13 T 13 |
; v
Oe anuf se obtiene oue
var ( Y }J ¢ var { ; ) {25)
ii 13

)
Pch

) | | (25)

Esto significa que el estimador aditive seré més eficiente gue sl estimador wﬁﬁuhr;
cuando la varienza de la celda que se estd consider&hdo sas mayor que la
media de las varianzas de todos los estratos pafe sse perfodo, dividida por

el nimerc de estratas,
6.3 El sesgo del sstimador aditivo es

4] o
Seago { Y } = E (yig } - vij

K t t Kk '
Y : : Y
IR TEEED NP N T
i i -

d

J

+
k- t

Este sesgo puede atribuirse a la falla del modelo lineal, o "interaccidn®.
Sin embargo la suma de los sesgos sobre las j y la suma de los sesgos

sobre las 1 suman cern, Es decir

t
T
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- 6,4 Para estimar el desvio medio cuadrdtico ds Yij partimes de la expresidn

o 2 & o o ) o A — 2
E,(Yij-vij) = ElYy - &(vij) + E(Yi,j) - Yijl

t
L o [} A [+] A N 2
= Ver ( Yij } ~ 2 Cov (vij ; Yij ) +s[z~: (vij) - viJJ (29,

+2k { i‘E (?{id) - Yy J «Y:u - '?iﬂe

2 A
= | Sesgo {Yij)]_ + Var (Yid) | (3o}

dguco que E Yij ) - Yij

Por tanto sustituyendo sn (29) queda

o ’
E - Y/ Y
{ Yij Y 1 ) ar |

o 2, A . /
Sesgo {Yij] } + Var‘(‘r’ij) | ~(31)
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Fero por definicidn, el desvfo medio cuadrético de Yij es iguel a la varianza
] o '

de Yﬁj mis el sesgo al cuadrado.de Yig e Luego de la exprasidn (31) podemos

escribir

A

v Y
iy s 43

2 [4) o
- Y .} «=var { Yid } + 20w [¥

Yiy i3 ) (32)

[ ]
e ( Yi; } = & |

6.5 Pars hellar la covarianza de (32) sustitufmos en ella el estimador adltivo

por los sumandos del modelo, Obtenemos asf

A

2] g - . A . [
Cov ( Yij . Yij ] = Cov { Y, Yij ) + Cov (Y ; Yij )
¥ [ @ ey,
: 3
, - A \ '
- Cov { Yee 3 Y. ) (33}

i3

Desarrollands cada covarianza del segundo miembro y recordando el supuesto de
muestras independientes de perfodo a perfodo y varianzas comunes para un

estrato a través de los perfodos, obtenemos

- A
o~ ' - ) 34
v (Y, YiJ ) : var | Yey ) (aa)
o (% L var (Y, ) (25)
Cov ( ng H Yij i = ---E-- ar 13 e

- " 1 var (Y, . ) (26)
C&QV ( Y;. ; Yi‘j ) = "{;‘";‘(‘ i
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Reemplezando en {32) y aperando el &lgebra

o
}ME{Y -

al iy "gg
e { Y i3 i3 }
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E:.6 La estimacidn del desvip medio cuadrftico es

A o o " AR A A
me (v, ) ={vY,,=Y ) = gt =2 ~2 {k=1] ver (v
15 137 1 ==

A e
Se observa que si hay un solo estreto, es declr k= 1 ; ei IMO (Yii} as
o R

fal
) por ser en este caso Y,, = Y

A 7
“iguel a la Var (Yi 13 144

3

7.1 Nuestras correlacionades de perfode s perfoda,

Dejamos ahora de lado 8l supuesto oue les muestras son independientes de
neriodo 2 perfodo pero mantensmos el supussto oue son independientes de estrato
a extrato, £l sunuesto de varienzas comunes pers un estrato e través de los

perfodos se mantiene,

Lueagn
; _ 1 K
var Yi, ) o= e Z Var (%ij ) (33)
| | 3
var { Y., ) = 4 - - ¢ ¢
, ‘RS = Z L Gov {Yij;Y1'J)
’ i it
_ ) g—L ) o
= __::‘_ t Var {vij} + L Cov {Yij ’vi, b {am)
- ! id 17
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Fero

t . & S
. A ) . A . ' ‘ 1
Z Cov (Yij ;-Yi.J ] = Var (Yi“1 ) X r‘(i i') (.41.‘
1410

. A A
donde r (i i') es el coeficients de carrelacién entre Yij‘ e Yi‘j

Por tanto » _»
V. (‘?_) r t ]
var (¥, ) nar H e+ N\ 1‘ 2
*J —r ;o or (i3] {a2)
L o= ]
'y

. . k
1 t i
Var Wll)  m— T . ¢ + & é?
2 K2 ) Var (Yij) g Z: ry (1 1°) (43}
d id1t o

%
Lov (¥, Yoyl g Vv (Yi,j) 3—— r{11) (44
g

- k r -

v (%, 5 Tou) =g ‘vm-(v)\'t" |
. £ K W) vy ) ()

3 T |

| |



- 12 -

Peemplazands en (12) se tisne

- 7
(c- } 1 TE- 5 ("E"““'"' 1{
Var (Y, ) = e\ ’ (k=2) | t+} 40 ¢
‘ i3 P L var { Yij )+ tgk { ; ' is r{ii )! Var (Yi_j)
3 ; A
ke Z;_ Var { vij J it + v (iit)
J \ L. i#{i‘ j
. A t ‘ .
*org Ver (Y, E:Ar(ii')
=
k { ¢
Lo p
- Var { Y, ) ‘ a7
L 2 : l . ;,3 Z... ry (1 1%} (47}
3 il

7.2 Suponiendo varianzas comunes a través de los estratos e igual suma de los

ooeficientes de correlacidn s través de los estretos, es declir aceptando

K
Z Var | ?ij ) -zk var { Y . ) o {a8)

g i -
> > v, (1t} = kzm v (12) (49)

IEREYEL 141

se obtiens, luego de simplificar

v
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1.. r(ii'}—l N '
2o (k=1)Lt + e J Var(Yij) (50)

o

Var (Y

ij ) 2

t k

Haciendo r { 1 i') = 0 oqueda por supuesto la [21)

N

[+
7«3 Para hallar el dagvio medio cuadrdtico de Y, , consideremos el valor

i3

° A
esperado de [ Yij - Y )2 « Haciendo un.desarrollo similer al sstablscido

i3
en punto 6,4 cbtenemos la expresidn (32}, La covarianza de esta expresidn
en funcidn del modelo aditivo ostf escrita en (33). Bajo los supuestos de

musstras correlacionadas de perfodo a perfodo y de varienzas comunes a través

de los sstratus y a través ds los perfodos, obtenemos

- A 4 |
- - 51}
Cov(Yi';Yij} - Var(YiJ} (51)
. A ( t
P A .
Cov (Y Y } = _¥2£_£_1142 T+ E:: r (14 ) , {53
s ¢ iy ¢ _
t 11°
1ta=1 |
. £ ]
Cov { Yeo 3 $ij ) = ver ((vi3) |1 o+ r(440)] (55
!
£k idit !
L i’u.“ .J‘
7.4 Reemplazando en (32) v operande el &lgebra
4
° A - -~ + pt ) (ket) var(y, !
me (%) e e (% -0 P tlk=2)=2(1ept) o) var(l)
13 id i3 £ K

donde

bhri’ (55,




7.5 La estimacidn del desvio medic cuadrédtico es

A o o r\‘z[ t (k - 2) ~'2(1‘+pt)(k“1)</\r‘?
DMC("ij)”(Ym"Yij) - : ‘ t K a;“

Para muestras independientes entre perfodos o sea para p = 0 se obtlene
la expresién (38),

0 .
Para k = 1 el desvfo medio cuadrdtico estimado de Y, . se hace igual a la

i
A
varianze estimacda de Y
‘ itle
A
7.7+1 La eficiencia estimada del estimador regular Yij con respecto al
& .
estimador sditivo Yid pare la celda (41j) se puede medir ©ON
A 3 :
OMC (vij) (57)

t

S“' A o

_,...'DMC (Yij) |
i (s8)
t

A A A

L, Var (Yij)
i

7.7+3 Pars conocer la eficiencia estimada de todo el esguema se puede user

el criteric de la media de los cocientes

AL 4
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ot
13 , A 2 ’
Z DM C (vi 3 )
1 1 *
K T (ss
L T a A
3 /. Var (yi 3 )
i
o sl criterio del cocients ds las wadias
k t
S bhe(h)
L. L. 13
3 i
ke t
A A \
Vi Y &3
L) e Gy {
d i
8.1 El ejemplo que a contirwscién se presanta supone estimacionss de la |

poblacién nacida sn el extranjero en 4 regicnes diatintas de un pafs a través

¢a 3 efios consscutives,

lLos datos fueron abtenidos & través de investigsciones

mugatrales., Lla medis de los 3 coeficlentes ds correlseidn obtenido a través
da los 3 periodos se supuss sproximedaments igual a ,20 y este nfmsro ss usd :

para los cdlculos en todos los estratos. -
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Guadre 1, Cstimacidn de ia p@blaciﬁn‘ nacide en 8l extrenjero usands el estismdor

‘ &
remiar ‘?i ’ y el sstimedor aditive Yi 3
AR oS
Asgidn 4 2 3 Total
1 ¥, 26792 28571 31326 Vo, = 28896
&
Vi 27277 28580 30832
A . e
2 Y, 19206 20042 20887 Yo, = 20038
. |
Y 18419 19722 21574
12
A -
3 ¥ 9588 12384 17057 Yo. = 13009
13 , . 3
. |
Yy 11390 12693 14545
A . - .
4 v, 2208 2431 2802 Yo, = 2817
Yia 798 2104 43
Total '\71‘ ‘?’2‘ ?3. Yoo = 16090
= 14474 . 18774 18026




A
Cuadro 2, Varianzas sstimadas del estimador reqular Yij y desvios medios

@ 5
cuadréticos estimados del estimador aditivo Yij s (10)7,

- 17 -

. AN O S
Regidn i 2 3 Total
A A
1 var (v X 31 47 40 118
MG . 9, . 0,2 35,
(v, % 9,5 18,1 12 5
A A
2, Vvar ( yiPJS 3@ 82 62 176
-~ . -]
VD L.Yiz} 10,2 24,7 19,8 54,7
A " )} 9
3. Var 9 . 2
3 ar ( YiB 8 12
A [ ‘ .
s Hol Yiq)i 5,9 2.5 8,0 16.4
A 4!
4, Var (Y, ) 2 2 2 6
i4
A o}
mic { v, , )} 2.8 .7 2.5 Gt
igd
-~ e A .
Curdro 3. EFficiencias estimadas del estimador regular ?i con respecto al sstimador

34
aditivo Yij utilizando 8l coclente de las medias,

3

AN O s Eficiencia
Regidn 1 2 3 ggtimade
1 e 31 <30 <31 W31
2 «32 «30 e 32 231
3 o656 .3 »67 «57
4 1,40 35 1,45 107




N [
B.2 La eficiencia estimada de ij con respecto a Yij de tods el escuema €5 .57

aplicando la medis de los coclentes v es .34 aplicando el cociente de las medias.

8,1 Resumen, El estimador aditiveo ha sido investigado sabre lé‘base de mejarar.
los estimadores reguleres queise usan en las estimeciones‘de.cruzamignta de
variables ﬁue se presentan en clasificaciones a doble entrada.

Es un sstimador compuesto, definido como la suma de las medias marginales
correspondientes a ura celda, menos la media éntal del esquema,
| £l estimador aditivo ajusta los dates respetando los totalss marginales del
esquema, £s de hacer noter ogue los valores ajustados para una determinade celda
pueden aparecer negativos., Esto ocurre cuandn la suma de las‘medigs marginales
de esa celdas en particular es menor a la media totsl del escuema. En estos casos
esos valores negativos deben ser reemplazedos por ceross Este estimador aditivo
resulta mds eficiente oue el estimador regular pars una celda, cuando la varlanza
del estimador regular de esa’celda en particular es mayor que la media de las
varisnzas, calculada sobre todos los estratos pers assperfodo, dividida por el
nimero de estratos, |

En el eiemplo presentado se observa, Cuadro 3, que el estimador editivo

trabsjé con mayor eficiencia en 10 de las 12 celdas y en 3 de las 4 reglones.

X ]
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