
CEPAL/EST/Borrador/151 
D iv is ión  de E sta d ística  
Carlos C ava llin i 
Asesor Regional en Maestreo 
para E sta d ísticas  Demográ­
f i c a s  a d scr ito  a la  CEPAL 
Diciembre de 1976

ESTIMADOR BASADO EN ÜN MODELO ADITIVO

76-12-25^5 -  300 C, LAD-; -  SISTEMA DOCPAL
D O C U M E N T A C I O N  

SOBf^E P C B u A C IO N EN 

A M ER iC A  LA T IN A



t *



Oonteñicto

ObjBtlvo 

DeflrddLonea 

Bstlmador Actltivo ( l )

Modelo lin ea l (s) ............................ ...............................................

Muestras IndeperKitenbse de periodo a períado ••«».•«•»•«•«»o»««« 

Varlanzaa (20)

Varianzas comunes para la s  i  y passa la s  j  (2 l)

Varle^zas comunes para las i  pero no par« la s  j  (24) . .
Sesgo del csUmador (27) ............. ............................ .
Esti)«icl£n del desvao esdio euaeb^tico del eatiiaedor (38) 

Muastms csorrelacionades de periodo e  paricelo

Vasrianzas cMsaunas pera la s  1 pero no pera la s  J (47) «. 
Vasrlanzas comuress para las 1 y pam las  J (SO)

E t̂inacidn de la eflciancla 
Ejeoiplo ps^áctií»
Bssuaen
Bibliografía
is periodos 
j s ®sta«taia

Pirrafo

1 1

1 2

2 3

2 4

3 6.1

3 S,1

S 6.2,1

6 6,2,2
7 6,3

1 8 6,4
10 7.1

10 7.1

12 7.2
! 13 7,3

14 7,7,1
16 8,1
18
19

9,1





Estimador Basado en un Modelo Aditivo

1» El objeto de este trabajo está relacionado con las estadísticas continuas y 

con los procedimientos de combinar los detos.

En las estadísticas sobre poblacidn, empleo, producción, precios, y todas 

aquellas que se elaboran en forma pariddica, puede resultar eficiente utilizar 
estimadores compuestos. El estimador compuesto que aquí se propone hace uso de la 
combinación de otros estimadores referidos a la misma variable y utiliza la 
correlación que puede existir entre estos estimadores a través de los distintos 
períodos.

La utilización de este estinador compuesto no incrementa el costo operativo

de Is investigación. El trabajo ©s de laboratorio y se puede llegar a aumentar la 

eficiencia relativa (eficiencia por unidad de costo) de las estimaciones,

2. Consideremos el caso de una población distribuida en k estratos donde

periódicamente se dan estisiaciones por estrato , Destgnanckj con t el námero 

de períodos definimos,

ijh h -  observación en el j  ~ estrato 

del i  -  período, donde 

i  « 1 ,2 , , , , , ,  t períodos 

j « 1 ,2 ,«« .« , k estratos 

h • 1 ,2 ,» , . , ,  observaciones en la 

(ij)  -• muestra

N
ij número de unidades muéstrales en la

(ij) - celda

ni j nófnero de unidades muéstrales en la

(ij)  ~ muestra



-  2  -

î  JU
2 _
h

ijh sstiraactor regular insesgackj ctel 

total de la población en la (ij)~celc

3. Establecernos el siguiente estimaídor

(0

que tiene la propiedad de ajustar las estimaciones muéstrales de las celdas 

de tal manera que las nuevas estimaciones no modifiquen loa totales margirnles 

estimados originalmente.

Es dec^r

t . t

i j (2)

k
\ " O

L .

k

E iJ (3)

t k f  k

r  E ■ L E i j íá)

¿í. El estimador establecido se obtiene ajustando a los datos el siguiente 

modelo lineal

Y. . e u + a. + b. 4- 8 i j  i  j i j (5)

con

u  »  Y , , (6)
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A
b.

Y. -X»

(83

(7)

siendo

Y,.
E

- i ____ 1

r  V-
L .  "iJ

t  k
(S)

'i .  -

Y.,

r
^ _________

E
(10)

Cii3

5« Los dos esquenas muéstrales que a contimiaoién se traten están basadas en 
@I sipuesto que la selecoián de las muestras en rada periodo es indapeneümte 
ds estrato a estrato. Es deoir la probabilidad de aeleedUmar una unidad 
mu&stral en el estrato j no está condioionaciB a la probabilidad de seleQoionar 
una unidad muestral el estrato J*«

6«1 Muestras independlentss ds periodo a periodo.
Bajo el sLpuesto que las muestras son independientes de pw?£odo a perfocts, 

U  por



Var {Y_} = Var { Y, + Y -  Y }i j  «J ••

Var (Y. ) + Var (Y J  + Var (Y.,)
i »  « J

2 Cov (Y. ; Y,  ̂ } -  2 Cov ( Y  ; Y . . )
1* j

2 Oov (Y . Y., } (1 S )

cionde

Var (Y } Var C
K

E A )
Y ^
ij

K

E Var (Y^ )̂ 4- 2 ^

j<  j '

Oov (13

^ero de acuerdo con el supuesto establecido en el esc|uana muestral, todas las 

covai'ian^as '/alen cero

Por tanto
1

k
V»r (Y ) .  E “

j

V«- fV^j) (14)



Asimismo

Var (Y )
• j

i _  V “

 ̂ i

var (Ŷ )̂ (15)

Var (Y..)
t k

^  r  r var (Yy) ( 16)

i  j

Cov (y^ Y J  
i .  ; .j

1
“ F k

“ - T  ’ « , £
J i

1
*  t  k

Var (17)

Gov (Y .Y „ )
1« t

1
k

J I  Var ( í y )

j

(18)

Cov (Y.j .- Y ..)
'1

“ 2 
t  k

t

Y .
i

(19)

Sustituyendo en (l2) obtenemos



Var (°Y. . }  =

-  tj -
k

P A >1
Va.- CV^.) + ~  -,

j i

t k

2
i

» Wuj'mitn *■'
j

'/«r (Y^j)

2  , A

^  r
t !

var ( ?  ) »  4 » .
t k

t

Var (Y^^) (20)

i

Para comparar la ) con la  Var consideremos primero e l

é%
ifìso especial que las Ver [ y . .) son comunes para todas las i  y para todas las j«

este cassO

v a r  í t j )  -  var { í ^ i (21)

Var (V .j) < Var (Ŷ  ̂ ) (2 2 )

ara t i k > 1*

' ; 7 s 2  fkjnsideremos ahora €?1 caso más rea l» que la s  Var (Y.  J  son ccmuries
' i-J'

sra un estrato a través de los  períodos* Es decir Var #(Y j ss cwnun 
2-J

i í ’a las i  pero no para las j»

veno

r Var ( Y . .1x;?-'
t Vor { Y, j 

i j
(23)
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obteniéndose

Var (Y^j) t t  -  O
t k

^  Var [ íy  )  ̂I  Var (24)

Cte aquí se obtiene que

Var ( < Var ( Y,j Ì (25)

si

?s

K

r var C )

j

(26)

Esto significa que el est-imacbr aditivo será más eficiente qus el estimador rê «í*r* 
cuando la varianza de le celda que se esté considerando sea mayor que la

media de las varianzas de toctos los estratos pare ese periodo, dividido por 
el nilmerxi de estratos«

6,3 El sesgo del estimador aditivo es

k t t kr E EE
j i+ ..i..... ............... »  i

tK
-  Y^j(27)

Este sesgo puede atribuirse a le falla del modelo lineal, o "interaccidn", 
Sin embargo la suma de los sesgos sobre las j y la suma de los sesgos 
sobre las i suman cero. Es decir

r  ̂ o ^
Sesgo ( , 3 Y ”  ^sgo C } « oij L (28)



O6,4 Para estimar el desvío medio cuadrético de partimos de la expresión

«, 8 -

o  A ^  ! o  o o  A

L
i j

» Ver ( Y^, } - 2 Gov ( Y^^ . Y^^ } + E
i j

ij

"  -  '"u
( 2 9 ,

Pera

" l i  -  í  ̂ * " i j  -  ''■i j
L

"  '  ''i j  ’  -  "iJ

A p
+ E (Y., - Y )"

+ 2 E 

r

"  í '^ij ) -

i j  i j  

■ ' i j

Sesgo ( Y^^ .}  ̂ + Var ( Y ĵ ) (30)

tiscto que E ( Y^̂  ) «

Por tanto sustituyendo en (29) queda

E ( Yij ij f  . Var t “y ) -  2 Ì

Sesgo ( Y^^ } + Ver ( Y ĵ ) (31)



o
Pero por definicidn, el desvío medio cuadrático de Y, . es igual a la varianzaIj

o o
de más el sesgo al cuadrado de Ŷ  ̂ • Luego de la expresión (31) podemos 
escribir

í ) -  E ( 2 ( í y  ) *  2 C0„  ̂ ? y )  (32)

^ 9 -

6,5 Para hellai’ la covarianza de (32) sustitud&nos en ella el estimador aditivo 

por los sL«aandos del modelo. Obtenemos así

Cov ( Y V.. }i j  { IJ  ̂ ’ ^ij ) + Cov ( Y , } '

»  Cov ( Y., ; Y ĵ ) (33]

Desarrollando cacfe covarianza del segundo miembro y reoordandb el supuesto de 
muestras independientes de período a período y varianzas comunes para un 

estrato a través de los períodos| obtenemos

-1
k

Var ( Ŷ  ̂ } (34)

Cov ( Y.̂
a '

1
1

* t v-r ( í j ,

Cov ( Y,, i
1 Var (í^. ) ̂ y

’ ij “ t T

(35)

( 3 6 )



Bewnplazancío en (32) y aperando el álgebra

0..C ( Yy ) .  E í ) "
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V,r ÍŶ J )

* 2 Wsr ( ]
k

»L
t t k

o ?
t  í k 2 Ì -- 2 ( k 1 ] Ver (y^^) (

t k

6 * 6  La estimacidn del desvío medio cuadrátlco ,es

OÍC ( \  .  í ~ j2  Var (38j

1observa que si hay un solo estrato ̂ ea decir k ® 1 , hí (M€
igual a la Var (V, ,) por ser an este caso Y •» Y , , ij ij iJ*

7«1 Muestras correlacionadas de período a período,

íiejaraoR ahora tfe lado el supuesto que les muestras son Independientes de 
períocto e período pero mantenemos el supuesto que son independientes de estrato 
a estreto« E3 supiíesto de varlenzas comunes pera un estrato a través de los 
períodos se mantiene*

Lsjego

®
kr Var ( Y y ]

á

t t
Var ( Y.. } = 1j ^ r L tV j ■ V j  5

i i»
~ t

« 1 
t2

t Var
A

f Y )
‘ ij ^ + V "  l>,v (?L

iV 1'

(39)

(40)



Pei'o
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Var { ? „  ) r (i i ' ) (41)

 ̂ n
donde r (i i*l es el coeficiente de carrelacidn entre e Y ,̂^

Por tanto

Ver (Y.j }
Var ( Y.j) 

------^2—  ̂ r ( i i» }

5 i *

Í « }

:y
Var (Y.,) 2 2 t k

K

Var (Y^ )̂
t  1 /

 ̂ (i i®) ! ) (^ )
Z-r- i I

L i ^ *  jJ

cov VairiVr^j) ^  ^ i i l ' )
4ÌbeMaMMi

Cov (Y.j I Y ,,) »

i*

 ̂ ■̂ y ~  r (i i*)

fe *

( 4 4 )

( 4 5 )

i ^ i .  '  ' ^ ■ 4  ■  ¡ 7  f ''“ ■ P l j '  ^  r (1 i ’ } { « )

i»
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Reantíplazando sn (i2) se tiene

o ^
Var ( Y. . ) .. -1.. \

■ i j   ̂ 2 ) Var

C k

t  + r ( i  i * )

i  /  i ‘

v a r  ( Y j j )

^ i?i? (Var ) t 4- 

L i ^ i !

)
(i 1*}

J

t k Var í Vy )
t

r r (i i*)

t k

K.

E V « -  (  )
t

E (i i*) (47)

7s2 Stjponiendo varianzas comunes a través de los estratos e igual suma de los

coeficientes de correlacién a través de los estratos^ es ctecir ac8pt®wte

k
B ' !<; Var

i '

k t t
\ \ r (i i®) « k \

¿ - L  "
j  ii/i* i /i *

i j
(48)

r ( 1 i®} (49)

se obtienes luego de simplificar



« o r  {  y ^ . )
■fc "4" c k -  1 )

13 ~ 
t

, t  -f w ,

t k

r i l l » )
Var ( Y.  ̂ } (50)

Haciendo r ( i i*) » 0 queda por supuesto la (21)

7,3 Para hallar el desvío medio cuadrático de Y consideremos el valor
f  o  ̂ 2esperado de i. Y -  Y J , Haciendo un desarrollo similar al establecido

*̂Vi»

en punto 6,4 obtenemos la expresión (32), La covarianza de esta expresión 
en función del modelo aditivo está escrita en (33), Bajo los supuestos da 
muestras correlacionadas de período a período y de varianzas comunes a través 
efe los estratos y a través da los par&ctesg obtanwsos

" i j ’
Ver

í M

t

' • r r ( i i* )

i f í i «
i *  m i J

(51)

Cov ( Y.. ; Ŷ  ̂ } Var ( Yij)
t k

1 + r ( i  i '  )

i  v i

(53

7,4 Reemplazando en (32) y operando el álgebra

.  E ( ° y ,  -  ? , f  -
3̂ ij ij t k

donde
p «

i ;fS'
r { i i* )

( 5 5  ;
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7.5 La estimacldn del desvío medio cuadráticx» es

o o A 2

“ "  "  t i ■ t " i j  -  " i j  5 -
t (k -  2) ~ 2 (l  + pt ) (k -  l )

t k

A  A

Var (Y
i j

Para muestras independientes entre períodos o sea para p »  0 se obtiene 

la expresión (38),

Para k «  1 el desvío medio cuadrático estimado de Y , se hace igual a la
A ^

varianza estimada de Y
i j «

A
7,7,1 La eficiencia estimada del estimador regular Ŷ  ̂ con respecto al 

estimador aditivo Y para la celda ( i j )  se puede »«d ir

D M C ( ]

T E T T iT ^
(57)

7,7.2 La eficiencia estimada obtenida en el j  — estrato se puede conocer con

r . :
( S B }

t™ ”  A  A

7,7,3 Para conocer la eficiencia estimada de todo el esquema se puede usar 

el criterio de la media de los cocientes
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1
k

kBsene

t

T
\ i

L t
T "

j L .i

D M  C )

A .A .
V « r  )

im .

D criterio del cocient» cis laa »edias

L
t

A  ®

L .1
 ̂ Ti

l  L ,  A  .V«- ( Vy ) (60)

6.1 £1 ejiasplo que a contimmeián sa pra8W)i»i suporw cstiiRaclonaa da la 
pabladtfn nacida en e l extranjero m  4 regionea itLatint^e tíss un pote a través 
da 3 aPíoa mnsecutlvos* Los ciatos ^eron obtenidos a través de investigaciones 
Ksuestrales, La media de los 3 coeficientes de correleeién obtenido a través 
da los 3 períodos se stjpuso eproximadsment» igual a «20 y  este númera se usd 
pera loa cálculos eh todos los estratos«
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QíSífe'o 1» Estlaacién d® la poblaciár* nacida m  mi extrenjsiro u®ansto ®1 ©atlmto'

1,— “ V

A Ñ O S



A
Cuadro 2, Varianaas estimadas del estimador regular Y, . y desvíos medios

^ J
o 5

ctjaerráticos estimados del estimador aditivo Y , | (l0 ) ,
^0

~  17 -

Renidn 1
A Ñ O S

2 3 Total
A A

1. v ,r (Y ^ ^ J 31 47 40
Ì

110

DMC ( Y. } 
 ̂ i1 ^ 9» 5 14,1 12.2 35.8

1

3. Var ( Y^p) 32 82 62

1
.

176

CMC ( Y ^  } 1Q,2 24.7 1 9 . a 54.7

A A
3. Var ( Y. ,, ) ̂ i3 9 8 12 29

A . 0 .
™c ( . 3.9 2,5 8,0 16.4'

4, Var ( Y )x4 2 2 2 6

A  ° •>
»ÜC ( Y.^j l4 2.8 .7 2,9 5.4

Qjadro 3, Ffiniencias estimadas del estimador regular Y. con respecto a l estimador
O

aditivo Y ,. utilizando el cociente de les medias»
i j

Regidn 1
A N O S

2 3
Eficiencia
estimada

1 .31 «30 .31 ,31

2 .32 ,30 .32 .31

O »6>6 .31 .67 ,57

4 1.40 «35 1.45 1.07



A O
8,2 La eficiencia estimada de Y con respecto a Y de todo el esquema es »57
aplicando la media de los cocientes y es .34 aplicando el cociente de las medias.
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9»1 Resumen, L1 estimador aditivo ha sido investigado sobre le base de mejorar 
los estimadores regulares que se usan en las estimaciones de caPuzamiento de 
variables que se presentan en clasificaciones a doble entrada»

Es un estimador compuesto j definido cano la su?¡a de Xas medias mar,ginales 
correspondientes a una celda, menos la media total del esquema.

El estimador aditivo ajusta los datos respetando los totales marginales del 
esquema. Es de hacer notar que los valores ajustados para una determinada celda 
pueden aparecer negativos» Esto ocurre cuando la suma de las medias marginales 
de esa celda en particular es menor a la media total del esquema. En estos casos 
esos valores negativos deben ser reeraplazactos por ceros® Este estifsector aditivo 
resulta más eficiente que .'.el estimador regular para una celda, cuando la varianza 
tfel estimador x’egulgr de esa celda en particular es mayor que la media da las 
varianzasg ca3xulada sobre todas los estratos para período, dividida por el 
n&seíTi de estratoss

En el ejemplo presentado se observa, Cuafáro 3, que el estimador aditivo 
trabajó con mayor eficiencia en 10 de las 12 esletos y en 3 de las 4 regiones.
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