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INSTITUTO LATINOAMERICANO 
DE PLANIFICACIÓN ECONÓMICA 
Y SOCIAL

B  Instituto Larinm m aiono de Planificación Económica y Social ( i lp e s )  es un orga­
nisa» awdwna» creado bajo la égida de la Comisión Económica para América Latina 
(orear.) y establecido d  1 de julio de 1962 en Santiago de Chile como proyecto del 
Fondo ffaprcU de las Naciones Unidas con amplio apoyo de los paises de la región j  de d ñen u  a g a m a a  internacionales y privados.

Sa objeto principal re proporcionar, a solicitud de los gobiernos, servicios de capa- 
ô m ü u  y j» j n a r è MB en América Latina y realizar investigaciones sobre desarrollo 
y fb n ifiñ riia  Desde so fundación, el Instituto ha venido ampliando y haciendo más 
proCunda la obra de la cepal en el campo de la planificación, merced al esfuerzo con- 
ja » »  de rm grupo de economistas y sociólogos distinguidos de América Latina, entre­
gados por m»plcnre al anadio y solución de los problemas fundamentales que preocu­
pan en b  anualidad a  los p a in  de esta parte del mundo.

Desde sa creación d  Instituto ha realizado una labor de gran significación dentro 
«le las fsmcinnrs que se b  encomendaron. A fin de difundirla debidamente en el ámbito 
las juana-titano, se ha llegado a un acuerdo con Siglo XXI de México, para que vaya 
publicando y distribuyendo los trabajos del Instituto.
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PRÓLOGO A LA QUINTA EDICIÓN

La naturaleza de los trabajos que me correspondió realizar primero 
en el ilpes, luego como funcionario de gobierno y actualmente 
en la cepal, me ha brindado la oportunidad de verificar en el 
terreno que los objetivos que se tuvieron en mente al preparar la 
primera edición de este libro se han visto holgadamente cumpli­
dos. No soy el más indicado para evaluar sus bondades, si es que 
las tuviera. Pero no me parece falta de modestia destacar que el 
objetivo que más gravitó en la concepción del texto —«nal fue 
el de inculcar en el lector y, principalmente, en el alumno de los 
cursos del ilpes un espíritu crítico guiado por la búsqueda «le 
coherencias cuantitativas— es cada vez más legítimo.

En mis conversaciones con profesores universitarios, funciona­
rios de oficinas de planificación y ex alumnos del i l p e s  disemina­
dos en América Latina, invariablemente se toca el tema de la fi­
delidad de la información cuantitativa. La información estadística 
disponible en América Latina no siempre, por decir lo mote», 
satisface las pruebas básicas de coherencia. Es muy frecuente en­
contrar estimaciones que, debiendo guardar ciertos grados de 
consistencia con otras variables, aparecen publicadas contravinien­
do elementales pruebas de compatibilidad.

A medida que se progresa en los trabajos cuantitativos en la 
región, resulta más necesario realizar diversas pruebas de coheren­
cia de las estimaciones que se han de utilizar en los trabajos so­
bre planificación. Por mucho que ellas provengan de listados de 
computadoras o de sofisticados modelos matemáticos, es prudente 
someterlas a los contrastes indispensables. Sólo una vez que hayan 
resistido y pasado la prueba de formar parte de esquemas cuan­
titativos razonablemente admisibles e integrados, puede pensarse 
en utilizarlas en los trabajos que la planificación implica en sus 
distintos plazos y niveles de agregación.

Los diversos grados y sentidos de interdependencia entre las 
variables que conforman los procesos de planificación y política 
económica facilitan la configuración de esquemas cuantitativos 
coherentes. Las ventas de un sector son compras de otros, los in­
gresos de ciertos grupos provienen de otros, los excesos de gasto 
de los menos merman el consumo de los más, etc. No resulta di­
fícil vincular una estimación sobre cierta variable a otras ron las 
cuales, dado el funcionamiento de la actividad económica, debiera 
mantener ciertas relaciones razonables.

CviO



Estas reflexiones dirigidas principalmente a quienes enseñan 
la estadística básica tienen su sustento en reiteradas comproba­
ciones de lo indispensable que resulta dudar de estimaciones ais­
ladas. Cuántas horas de esfuerzo, cuánto dinero, cuántas decisio­
nes erróneas no se hubieran evitado si se tuviera como inclina­
ción permanente someter a pruebas de coherencia las estimaciones 
que te utilizan. Esta práctica no sólo favorece el trabajo cuanti­
tativo, también tiene enormes ventajas en la interpretación de los 
fenómenos económicos. Interpretar magnitudes que se relacionan 
con otras es más fácil —y más útil en la identificación de sus im­
plicaciones— que considerarlas aisladamente. De la misma manera 
que en medicina el conocer la temperatura o la cantidad de gló­
bulos blancos no es suficiente para aventurar un diagnóstico, 
en economía las estimaciones aisladas apenas sugieren la existen­
cia de eventuales fenómenos, y en todo caso no son más que el 
inicio de una investigación que en su desarrollo debe alcanzar 
niveles de rigor que avalen sus conclusiones.

A la larga, los economistas que trabajan con instrumentos cuan­
titativos desarrollan capacidades, muchas veces sobre la base de 
una aguda intuición, que les permiten calibrar las estimaciones 
y, utilizando su experiencia, establecer las pruebas pertinentes. 
Sin embargo, si en la etapa de formación de un planificador pue­
de desarrollarse esa tendencia de manera que su inquietud natu­
ral sea la de verificar coherencias, se habrá ganado tiempo y se 
habrá conseguido aumentar su productividad potencial.

La lectura de los distintos capítulos de este libro y especialmen­
te de los ejercicios, próblemas y temas de discusión, permite com­
probar la intención permanente de acicatear al lector para que se 
incline, antes de utilizar una información, por la verificación de 
consistencias fundamentales.

ARTURO NÚÑEZ D EL PRADO

VIII PRÓ LO G O  A LA Q U IN T A  EDICIÓN

agosto de 1976



PRÓLOGO

FRANCISCO AZORÍN

Mucho me honra y complace presentar una obra de tan sobre­
saliente mérito como es la Estadística básica para planificación, 
del profesor Arturo Núñez del Prado. Es evidente la necesidad 
de información estadística para la planificación del desarrollo 
económico y social; no lo es menos la conveniencia de planificar 
a su vez las operaciones estadísticas, para que sirvan a su fina­
lidad con eficacia. Este libro viene a satisfacer con suma opor­
tunidad tan urgentes requerimientos.

Es grande el número de publicaciones disponibles sobre esta­
dística matemática o aplicada e incluso de las dedicadas a las 
investigaciones económicas y sociales, pero apenas existen obras 
que tengan en cuenta el aspecto específico de la planificación. 
El profesor Núñez del Prado ha estado en posición privilegiada 
para preparar esta obra, por su extensa experiencia en las di­
versas fases de la planificación y por haber dirigido cursos y 
seminarios para planificadores, lo que no le ha impedido man­
tenerse fiel a su vocación original de estadístico. Así ocurre que 
el planificador incipiente o experto que consulte este libro se 
encuentra ante un estadístico que le habla en su propio len­
guaje. Desde el comienzo se trata del diagnóstico y de la prog­
nosis, de la delimitación de la estrategia, así como de los proce­
dimientos censales, muéstrales y de experimentación numérica, 
y partiendo, como es ineludible, de los elementos del estudio, 
se procede con ritmo mesurado a recorrer el trecho desde los 
estadígrafos descriptivos estáticos a los problemas bidimensiona- 
les de correlación y regresión, pero siempre atendiendo al ob­
jetivo principal de la tarea. Por ejemplo, en la primera parte 
se destaca la utilización de los indicadores de la programación 
y de los números índices, y en la segunda el empleo de los coefi­
cientes de elasticidad.

Atención especial merecen los temas de discusión, que con los 
problemas y ejercicios facilitan la comprensión y el dominio de 
las técnicas y suscitan el interés por nuevos caminos, distintos
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2 PRÓLOGO

de los que se siguen en las ciencias fisicoquímicas o en la inge­
niería clásica.

Este libro tendrá sin duda un efecto positivo y fecundo en la 
integración de los estudios de planificación y de estadística, y 
será una buena herramienta para quienes trabajan unidos por el 
común deseo de acelerar el desarrollo c’ ’ los pueblos.



Circula, tanto en castellano como en otros idiomas, una profusa 
bibliografía sobre estadística; la conocen, frecuentan y utilizan, 
provechosamente por cierto, los interesados. Por ello, qüizá cabría 
preguntarse qué sentido tiene aumentar, con un nuevo trabajo, 
el número ya abundante de publicaciones sobre la materia. Sin 
embargo, las siguientes consideraciones parecen justificar el es­
fuerzo.

En primer término, la bibliografía sobre estadística, en su gran 
mayoría, presenta métodos estadísticos puros, ya sea por su tra­
tamiento matemático o desde un punto de vista descriptivo, me­
nos riguroso, aunque más accesible a los investigadores en gene­
ral. Por ello no es fácil encontrar un texto que resuma un 
conjunto de métodos estadísticos necesarios para el investigado: 
en materia de planificación. Uno de los propósitos de este tra­
bajo consiste, precisamente, en realizar una selección de temas, 
los más útiles, que permitan al planificador disponer de un ins­
trumental indispensable. Por otra parte, es necesario advertir que 
el texto fue concebido para estudiantes de cursos intensivos de 
planificación, donde a la estadística como asignatura se le con­
cede un número reducido de clases y seminarios. Los diferentes 
temas presentados en el texto, se complementan con una serie 
de ejercicios de seminarios, a través de los cuales se pretende mos­
trar problemas y soluciones concretas sobre aspectos que, habi­
tualmente, se presentan durante la realización de planes de des­
arrollo.

Tampoco puede dejar de considerarse la gran heterogeneidad 
de alumnos que asisten a estos cursos, pues el tema de la plani­
ficación económica y social compete a muchas disciplinas. El 
tratamiento de los diferentes temas, en consecuencia, debe ha­
cerse accesible a esta especial categoría de alumnado. La anterior 
observación se refiere principalmente a los métodos matemáticos 
utilizados. Para la comprensión de los planeamientos metodoló­
gicos ofrecidos, es necesario un manejo ágil del álgebra superior 
y una cabal comprensión de los conceptos básicos de geometría 
analítica y cálculo diferencial e integral.

Otro aspecto que se tuvo en cuenta al redactar este texto es 
que la asignatura estadística brinda un instrumental previo que

[ 3 ]



4 INTRODUCCIÓN

permite un mejor tratamiento de otras asignaturas de los cursos 
de planificación. Sé hizo, por lo tanto, un esfuerzo de compati- 
bilización con las necesidades de instrumental que tienen asig­
naturas como análisis económico, contabilidad social, evaluación 
de proyectos, planificación, etc

Los puntos anteriores constituyen un conjunto de condicio­
nes, en función dé las cuales se ha estructurado un curso espe­
cial y se redactó un texto básico; para exponer todos y cada 
uno de los temas presentados, se tuvieron en cuenta las mencio­
nadas restricciones.

Este libro corresponde a una versión revisada de los apuntes 
de clase utilizados en los cursos que se dictan en el Instituto La­
tinoamericano de Planificación Económica y Social, cuya amplia 
acogida corroboran sus varias ediciones mimeografiadas y el in­
terés que suscitó su publicación en forma de Cuadernos. De todas 
maneras parece necesario advertir que el trabajo que se pre­
senta en modo alguno pretende ser un manual de estadística 
económica. Tiene tan sólo un propósito didáctico y constituye 
un texto de iniciación para el estudio de esta técnica cuantita­
tiva. Está destinado a facilitar el dominio de un instrumental 
mínimo indispensable en materia de planificación, proporcio­
nando un conjunto de conceptos que aseguren al planificador 
la posibilidad de percibir tanto las ventajas como las limitacio­
nes del empleo de indicadores estadísticos, y permitan interpretar 
cabalmente los estadígrafos de uso más frecuente. Interesa al mis­
mo tiempo que el planificador pueda establecer, en estudios más 
profundos, relaciones de trabajo eficientes con estadísticos y eco- 
nometristas.

Es preciso destacar que este texto está constituido en buena 
parte por resúmenes y adaptaciones de temas tratados en otros, 
como los A puntes de estadística del profesor Pedro Vuskovic, el 
Curso general de estadística del profesor Enrique Cansado, la In ­
troducción a la estadística de G. V j Yule y M. G. Kendall, y 
la Estadística general aplicada de F. Croxton y D. Cowden. El 
objetivo perseguido no es la originalidad conceptual; antes bien, 
se pretende brindar un texto didáctico, que incluya un conjunto 
de temas íntimamente relacionados con la planificación, com­
plementados con ejercicios que ilustren conceptos de manejo co­
tidiano en la práctica.

Debo hacer constar aquí mi reconocimiento a los señores Jorge 
Carvajal, Sergio Chaigneau, Leonardo Navarro, Jacinto Vaello y 
Max Vildósola, quienes como profesores de seminario han cola­
borado conmigo en las clases de estadística para planificación



INTRODUCCIÓN 5
dictadas en el curso básico del Programa de Capacitación del 
Instituto. Este libro recoge sus valiosas sugerencias. Varios capí­
tulos, especialmente aquellos que ¡tienen estrecha vinculación con 
planificación y contabilidad nacional, han sido discutidos con el 
señor Pedro Sainz, quien ha hedió aportes de inestimable utili­
dad. El señor Gregorio Weinberg ha revisado con mudha pa- 
dencia el texto de esta primera edídón. Su colaboración y la  
de otras personas cuyo enunciado sería interminable comprometen 
mi gratitud.

ARTURO NÚÑEZ D E L  PRADO
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I

ESTADISTICA Y PLANIFICACIÓN

A. LAS NECESIDADES DE INFORM ACION

Tomar decisiones racionales supone disponer de informaciones 
fieles, en cantidad suficiente, y con la oportunidad debida. Las 
decisiones erróneas se deben tanto a la falta de información como 
a deficientes evaluaciones de ésta. Cabe reconocer, desde un co­
mienzo, que una buena proporción de las informaciones que debe 
manejar un planificador son de tipo cuantitativo. La estadística 
convencional presenta métodos que facilitan el análisis sobre va­
riables cuantitativas; para el análisis de variables cualitativas, la 
estadística no paramétrica ya alcanzó un grado de desarrollo que 
permite tratamientos serios y de verdadera utilidad. Existe, por 
lo tanto, un cuerpo de conocimientos que posibilita el análisis 
tanto de variables cuantitativas como de las cualitativas. Sin em­
bargo, las decisiones en planificación implican evaluaciones no 
estadísticas para ciertos aspectos del complejo problema. Con­
viene tener presente, por lo que antes se ha dicho, que la esta­
dística es un instrumento útil que permite analizar una parte 
de los fenómenos que condicionan las decisiones en planificación, 
donde intervienen aspectos económicos, sociales y políticos con 
todas sus interacciones. Puede lograrse el conocimiento de la es­
tructura de importaciones, la distribución del ingreso y la com­
posición de fuerzas políticas, empleando instrumentos estadís­
ticos; pero estimar la reacción de las clases populares ante una 
cierta tasa de crecimiento del consumo, exige una evaluación sub­
jetiva e implica, en parte, juicios no cuantitativos.

Ha surgido una falsa controversia sobre las necesidades de in­
formación. Por una parte, reducir los problemas que aparecen 
en planificación a términos puramente cuantitativos, sería sim­
plificar en exceso el problema; por otra, desconocer la utilidad 
de los instrumentos, significaría circunscribir la discusión a un 
marco muy general y peligrosamente confuso. Estas dos posicio­
nes no constituyen alternativas; y tampoco es posible encontrar 
defensores de una u otra. Identificarse con alguna de estas posi­
ciones extremas, significaría no comprender realmente qué sig-
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1 0 ESTADÍSTICA Y  PLANIFICACIÓN

nifica la planificación. Por lo demás, tampoco parece posible 
disociar el planteamiento de problemas generales, de una necesa­
ria cuantificación. Así, por ejemplo, proponer una cierta redistri­
bución del ingreso, supone conocer con bastante detalle cuantita­
tivo, la distribución existente y la redistribución deseada; señalar 
la necesidad de distribuir ingresos, es apenas indicar vagamente 
un problema y un objetivo, cuya factibilidad y profundidad no 
pueden juzgarse si se desconocen cuantitativamente los tramos de 
ingreso y las proporciones de la población que los capta. Este ejem­
plo en modo alguno pretende postular que las informaciones 
deben ser necesariamente precisas; en planificación se puede tra­
bajar con estimaciones, que en general suponen aproximaciones. 
Tampoco es indispensable una precisión rigurosa; saber, por ejem­
plo, que el coeficiente de inversión es del 10 o del 12 por ciento 
no establece una significativa diferencia para calificar esta situa­
ción. Vale decir, se pueden tolerar desvíos razonables, mas es 
preciso tener conciencia de qué significa un orden de magnitud, 
un intervalo razonable o, en general, la utilidad de una aproxi­
mación. Es indispensable, cuando se trabaja con estimaciones, 
plantear un intervalo donde, con una probabilidad cercana al 
100 por ciento, se encuentre el valor verdadero; ahora bien, este 
intervalo tendrá una amplitud razonable, siempre que las con­
clusiones no sean significativamente distintas en uno y otro ex­
tremo de dicho intervalo. Admitido en planificación este criterio 
puede permitirse, y a veces no hay otra alternativa, la cuantifi­
cación aproximada, sobre la base de estimadores. Juicios de valor 
y opiniones generales no bastan; es preciso que las justificacio­
nes obedezcan a deducciones lógicas, identificando magnitudes, 
proporciones e indicadores en general, pues todos ellos ayudan, y 
a veces en forma insustituible, a calificar fenómenos y obtener 
conclusiones objetivas y consistentes.

Dentro de este contexto general la acumulación de informacio­
nes y su uso racional es inherente a un proceso de planificación. 
A continuación se detalla el empleo de los métodos estadísticos 
durante las diversas etapas de un proceso de planificación.

1] En el diagnóstico

Identificar los principales problemas de un sistema socioeconó­
mico implica, por una parte, la investigación de una perspectiva 
histórica, la identificación de la estructura de poder, el compor- 
jtamiento de estos grupos y los resultados que producen en las 
principales variables de evaluación: distribución del ingreso, es­
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tructura del comercio exterior, estructura y magnitud de la in­
versión, estructura del consumo, etc. Ahora bien, puede ser útil, 
aunque no suficiente, conformarse con impresiones cualitativas 
sobre los aspectos citados; esta clase de información, si bien ad­
mite cierto tipo de calificaciones, no permite una comprensión 
cabal del funcionamiento del sistema considerado. Un diagnósti­
co completo debería incluir una descripción de su funciona­
miento.

Para responder a este punto, resulta casi innecesario insistir 
sobre la urgencia de contar con información básica y con métodos 
estadísticos que permitan tratar y evaluar dicha información; se 
necesitan tanto los análisis de corte transversal, como los de pro­
cesos dinámicos. En otras palabras, la estadística descriptiva, vale 
decir, los indicadores de posición, dispersión y asimetría hacen 
posible caracterizar situaciones en el tiempo desde diferentes pun­
tos de vista. Además el análisis de series cronológicas, los análi­
sis de regresión y correlación se utilizan para analizar el com­
portamiento y la interrelación de las variables en el tiempo. Como 
es evidente se trata de análisis parciales, por etapas, que nece­
sariamente deben compatibilizarse para obtener conclusiones con­
sistentes. Cada estadígrafo o indicador muestra un aspecto, una 
faceta del problema; es necesario disponer, pues, de un conjunto 
de indicadores, estáticos y dinámicos, para así poder analizar el 
problema desde ángulos diferentes que den un marco integral 
al estudio.

Sin embargo, aun disponiendo de indicadores estáticos y di­
námicos, tampoco es posible dar por terminada esta etapa sin 
antes disponer de una descripción detallada del funcionamiento 
de la actividad socioeconómica; y esta descripción puede ser li­
teral o matemática. Esta última forma tiene evidentes ventajas, 
en cuanto a consistencia, claridad, precisión y el planteamiento 
explícito de supuestos. La estadística juega un papel fundamen­
tal en la determinación de funciones y en la especificación de 
valores de los parámetros que intervienen en las diferentes re­
laciones. ,

2] En la prognosis

En las proyecciones de las variables socioeconómicas resulta par­
ticularmente importante la aplicación de métodos de regresión y 
correlación y las estimaciones por razón, proporción y elasticidad, 
cuando se acepta el cumplimiento de los supuestos implícitos en 
las tendencias históricas, y se admiten reacciones similares a las
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dd pasados» frente a cambios en determinados factores cuyo com­
portamiento futuro pueda preverse, o sobre el cual pueda influirse 
deliberadamente. Esta visión anticipada del futuro permite com­
prender la magnitud de los problemas en una dimensión poten­
cial. En los diagnósticos suelen percibirse graves problemas, pero 
una proyección deja ver el empeoramiento de esas situaciones, y 
los efectos que tendrían, si no se adoptan decisiones que cambien 
el sonido de esas tendencias. Las extrapolaciones estadísticas son 
ptedsamcnte las instrumentos apropiados para establecer prog­
nosis.

3] En la configuración de la imagen
S  par la imagen a largo plazo que se puede hacer ele un país se 
entiende un conjunto de intenciones condicionadas por expec­
tativas de variables no controlables, que refleje los cambios desea­
bles para las situaciones percibidas en el diagnóstico, parece lícito 
convenir que dicha imagen no sólo debiera incluir característi­
cas cualitativas» sino que admitiría y sería beneficioso que en la 
imagen se precisen hasta donde la información permita caracteri- 
zacíonex cuantitativas de importancia. Si en el diagnóstico, por 
ejemplo!, se advierte que la estructura de exportaciones e impor­
taciones es perniciosa» y por lo tanto debe ser modificada, pos­
tular que se debe cambiar esa situación en favor de una estructura 
de exportaciones que conceda mayor importancia al rubro ma- 
nufarturas a expensas de una menor participación de materias 
primas» es sólo formular una intención g< neral, que no puede 
ser calificada por su factibilidad ni por 1; importancia del ob­
jetivo y su compatibilidad con otros objetivos que plantea la 
imagen. Para cumplir con los requisitos mencionados, no se puede 
negar la necesidad de disponer de un conjunto de datos cuantita­
tivos y cualitativos que pueden obtenerse aplicando métodos esta­
dísticas idóneos. La imagen debería ser la culminación de un plan 
a Lugo plazo, y como tal, factible y consistente. ¿Cómo calificar 
factibilidad y consistencia en un plano muy general de ideas? 
Mo se pretende justificar la caracterización de una imagen bajo 
una maraña de datos que harían perder la visión central de las 
metas propuestas. Es a todas luces evidente que una imagen, por 
d  plazo dentro del cual se la sitúa y por las informaciones que 
se disponen on el momento de configurarla, no puede abarcar 
detalles si se desea hacer un trabajo serio y honesto. Pero sí debe 
contener un conjunto de variables que permítan juzgar la auda­
cia o la cautela en el planteamiento de objetivos y su compatibi­
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lidad intrínseca. El estudio de series cronológicas, las proyecciones 
por elasticidad, los modelos de regresión y correlación y, en ge­
neral, los modelos de planificación, constituyen Iicrramíeaiías de 
enorme utilidad.

4] En la delimitación de la estrategia

Constituye la estrategia el vínculo entre diagnóstico e imagen; 
que en la práctica significa decidirse por alternativas referentes 
a medidas muy generales de política económica que conducen al 
logro de los objetivos planteados en la imagen.

Naturalmente existe una relación intima entre diagnóstico, 
imagen y estrategia; y estos conceptos del proceso de planifica­
ción están mutuamente condicionados. A los efectos de su pre­
sentación se los considera por separado, pero eso no debe hacer 
suponer que se trata de elementos disociados; antes bien, «apone 
un encadenamiento de acciones en el tiempo. Se dijo antes que 
la elección de una estrategia resulta de tomar en cuenta alter­
nativas; supuesto esto, es necesario evaluar dichas alternativas 
en la medida que las informaciones lo permitan. Necesariamente 
es indispensable definir grandes proyectos ligadas a las alterna­
tivas de estrategia e imagen planteadas. Es fundamental un mí­
nimo de cuantificaciones. proyecciones y estimaciones que susten­
ten las evaluaciones. Cambios sustantivos y concretos, implícitos 
o explícitos, en la imagen y estrategia deberían evaluarse tanto 
desde puntos de vista cualitativos, como cuantitativos.. Mueva- 
mente parece oportuno insistir sobre el hecho que es indispensable 
un mínimo conocimiento de métodos estadísticos para enfrentar 
este complejo problema. Es evidente que la base de sustentation 
de imágenes y estrategias realistas está constituida por el aco­
pio de informaciones respecto de perspectivas" en el avance tec­
nológico, en las prospecciones de recursos naturales, en las 
variaciones de las estructuras sociales, económicas, institucionales, 
políticas, en la composición de la estructura de poder, etc. Su­
pone, por lo tanto, mecanismos ágiles de captación de informa­
ciones que permitan anticipar la toma de decisiones, de acuerdo 
a las expectativas que se tengan.

La obtención de informaciones durante un proceso de planifi­
cación, debería ser una tarea continua y no esporádica; y  por 
otra parte, la información primaria que se obtenga debe ser 
depurada, clasificada, resumida y analizada, aplicando adecuadas 
técnicas estadísticas.
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5] En el plan a m ediano plazo
Consiste, por una parte, en la actualización de la imagen a un 
plazo que media entre los tres y diez años, con mucho mayores 
detalles y especificaciones..Por otra, implica un conjunto de deci­
siones de política económica mucho más concretas e individua­
lizadas que en el plan a largo plazo; se definen proyectos secto­
riales y regionales que dan contenido físico a la estrategia; se 
hace indispensable una evaluación más precisa de objetivos y 
metas. Las técnicas de proyección y los modelos de programación 
constituyen los instrumentos cuantitativos más utilizados durante 
esta etapa. Estimaciones por regresión y elasticidad, la utilización 
de matrices de insumo producto, los balances de materiales, etc., 
son instrumentos a los cuales nuevamente se apela, por lo gene­
ral, en forma intensiva. La confección de una matriz de insumo 
producto exige el manejo de una serie de métodos estadísticos; 
las actualizaciones de matrices obsoletas implican correcciones de 
coeficientes que suponen una racional utilización de números 
índices y de técnicas muéstrales. Proyecciones a precios constantes 
y a precios variables que alcancen una estructura deseada, justi­
fican una cabal comprensión de los temas, señalados. Parece pues 
innecesario destacar las necesidades de estimación estadística de 
parámetros que suponen descripciones más detalladas del funcio­
namiento del sistema socioeconómico necesarias a mediano plazo.

6] En el plan a corto plazo

Para esta etapa es necesario concretar medidas específicas de po­
lítica económica; pues parece que debería haber una superpo­
sición entre las intenciones y las actuaciones. Los mecanismos de 
evaluación que permitirán calificar la transformación de las in­
tenciones en acciones, requieren una descripción muy detallada 
del funcionamiento del sistema económico. Es fundamental dis­
poner, en un plano sectorial, institucional, y sociopolítico, más 
detallado, de funciones que expresan el comportamiento de va­
riables trascendentes, por ejemplo funciones de producción, fun­
ciones de ingreso, funciones de consumo, funciones de precios, 
etcétera. Todo esto supone que se dispone de una cantidad de 
informaciones y se utilizan métodos estadísticos que permiten 
determinar los valores de los parámetros.

7] En el control de avance y en la reformulación de los planes

Sabido es que el proceso de planificación constituye una continua 
revisión de alternativas a la luz de las nuevas informaciones que



OBTENCIÓN DE INFORM ACIONES 15
se van obteniendo a medida que transcurre el tiempo. Por otra 
parte, es indispensable estar informado sobre la realidad de la 
actividad socioeconómica para compararla con las intenciones que 
reflejan los diferentes tipos de plan. Estos dos hechos, entre otros, 
obligan a realizar sondeos periódicos para ir percibiendo las 
posibles distorsiones y para cerciorarse del grado de avance en el 
cumplimiento de las metas y objetivos del plan. Además es nece­
sario subrayar que el acopio de información debe ser oportuno; 
verificar hechos históricos siempre será interesante para una serie 
de propósitos; pero verificar hechos en el momento que se pro­
ducen es indispensable para las tareas de planificación. El empleo 
dt técnicas muéstrales, aplicadas tanto a la estimación de varia­
bles cuantitativas como a la de variables cualitativas, por sus 
indudables ventajas, parece ser una herramienta verdaderamente 
útil, y esto sobre todo si se piensa en el costo y la oportunidad 
con que se entregan los resultados. Así, entre los estudios coyun- 
turales que se realizan en Francia, figuran encuestas mensuales 
sobre el desarrollo de la actividad industrial, sobre las condi­
ciones de vida de las familias, etc., informaciones éstas que se 
recogen con extraordinaria frecuencia y periodicidad. En los 
países latinoamericanos, donde las ideas de cambio y reforma, en 
lo social y en lo económico, implican tareas reflejadas en una 
cantidad de planes, es fundamental plantear métodos oportunos 
para captar información y sistemas que permitan evaluarla.

B . MÉTODOS DE OBTENCIÓN DE INFORM ACIONES

Para las distintas etapas del proceso de planificación enumera­
das en páginas anteriores, es posible mencionar los siguientes 
métodos que permiten recoger la información necesaria.

1] Censo

Como es sabido constituye una indagación completa, sobre las 
variables que interesa investigar, de los elementos que compo­
nen una población claramente definida. El conocimiento censal 
de una población asegura la posibilidad de obtener datos feha­
cientes, siempre que no se cometan errores en la recopilación y 
en el tratamiento de la masa de datos. En general es muy difícil 
que un censo, sobre todo cuando la población es muy amplia 
y diversa, esté exento de alguno de los errores señalados. Mien­
tras éstos no distorsionen significativamente las características 
reales de las poblaciones censadas, pueden pasarse por alto, des­
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de el punto de vista de la planificación, desviaciones razonables 
respecto de los valores verdaderos.

Determinan las desventajas más serias de este método, el ele­
vado costo que significa trabajar con volúmenes de información 
muy grandes y la demora consiguiente en obtener resultados con­
cretos. Sin embargo, son indispensables investigaciones censales, 
pese a estas desventajas, por lo menos cada cierto número de 
años, para posibilitar la utilización de otros métodos durante los 
períodos intermedios y para disponer periódicamente de infor­
maciones completas.

2] Técnica muesiral

Debe entenderse como una indagación parcial sobre las variables 
que interesa investigar, de los elementos que componen una po­
blación. Es parcial, puesto que se considera una fracción, una 
muestra, de la población; sin embargo esta fracción poblacional 
debe ser calificada por su representatividad, es decir, debe ase­
gurar que refleja, con alguna aproximación, las características 
poblacionales que interesa investigar. Este método, en cierta me­
dida debe ser considerado como un complemento de las inves­
tigaciones censales; y complemento en un doble sentido: para 
intercalar estimaciones entre los períodos censales y para desglo­
sar y agregar otras variables a la$ investigadas por métodos 
censales.

Sus grandes ventajas radican en el costo que, en general, es 
muy inferior al de un censo; en la oportunidad con que se entre­
gan las estimaciones, y también en la posibilidad de realizar 
indagaciones exhaustivas sobre fenómenos concretos. Tal vez la 
mayor desventaja de esta técnica la determine la necesidad de 
trabajar con márgenes de probabilidad inferiores al 100 por cien­
to, es decir, sin la certeza absoluta que las estimaciones son váli­
das. Ahora bien, esta desventaja implica riesgos que, por lo 
general, tienen una probabilidad de ocurrencia inferior al 10 
por ciento y muchas veces menores al 5 por ciento. Esta proba­
bilidad puede ser tan pequeña como se quiera; pero su reducción 
tiene como contrapartida un crecimiento del tamaño de la mues­
tra. El objetivo es trabajar con probabilidades pequeñas de error 
y con tamaños de muestra que no conviertan en prohibitiva la 
investigación por razones de costo y tiempo.



3] Estudios de casos típicos

Puede considerarse este método como un límite de muestras 
pequeñas dirigidas. Consiste en seleccionar algunos elementos re­
presentativos de grupos homogéneos de la población estudiada. 
El análisis de estos casos, que constituyen puntos importantes 
del abanico completo de la población, puede entregar informa­
ciones que aunque incompletas, representen por lo menos un 
punto de partida para indagaciones más precisas. Este método 
debe ser interpretado como una investigación preliminar, como 
una prueba de factibilidad de posteriores investigaciones mués­
trales o censales. Sus ventajas en materia de costo y tiempo son 
evidentes. Y su gran desventaja estriba en el hecho que incorpora 
cierta dosis de arbitrariedad en la calificación de lo que es un 
caso típico o representativo; pero como se dijo, su principal apli­
cación responde a su factibilidad. Piénsese, por ejemplo, en dife­
rentes alternativas de impuestos progresivos y exenciones; si se 
seleccionan algunos casos representativos: familias de un obrero 
no calificado, de uno calificado, de un empleado público, de un 
empleado particular, de un profesional, de un gerente, de un ren­
tista, etc., en cada uno de estos casos podrá probarse cada una 
de las alternativas planteadas. Algunas de ellas serán fácilmente 
descalificadas y la discusión puede llegar a circunscribirse a muy 
pocas alternativas. Una pequeña muestra puede dilucidar la dis­
cusión cuando el número de alternativas se ha reducido. Es 
necesario admitir que este método supone algún conocimiento 
realista de la población para elegir los casos realmente re­
presentativos.

4] Experimentación numérica

El surgimiento y la utilización generalizada de computadores 
electrónicos permite la posibilidad de tanteos, pruebas de ensayo 
y error, con una velocidad extraordinaria, empleando un conjunto 
numeroso de alternativas. Para la planificación a corto plazo, 
disponer de una descripción detallada del funcionamiento de la 
actividad económica es una herramienta de innegable utilidad; 
ahora bien, las descripciones detalladas suponen que se dispone 
de una extraordinaria cantidad de información. Para ello se hace 
necesario destinar una buena cantidad de tiempo y esfuerzo a la 
recopilación de datos, aunque sean aproximados, que permitan 
alimentar el modelo que representa la formalización matemática 
de las ideas que se tengan respecto del funcionamiento del sistema 
económico. Las relaciones del modelo, de definición y compor-
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tamiento, implican una enorme cantidad de parámetros, muchos 
de ellos desconocidos; por ello, una alternativa podría ser el in­
tento de reproducir la historia reciente a través del modelo.

El modelo se alimenta con los datos disponibles sobre variables 
exógenas y parámetros y se dan valores intuitivos respecto de los 
parámetros desconocidos. Con ese conjunto de datos, unos fieles 
y otros estimados, se trata de reproducir la historia, por ejemplo 
de los últimos dos años, cuyas variables exógenas y las principales 
variables de resultado son conocidas. De la comparación entre 
las variables de resultado efectivas y las variables de resultado dadas 
por el modelo, surgen idças para reformular las ecuaciones de 
comportamiento y para modificar los valores intuitivos de los 
parámetros. Se pueden repetir muchas veces los experimentos has­
ta encontrar satisfactoria la reproducción que entrega el modelo. 
Una reproducción aproximada de las variables de resultado es el 
punto de partida para realizar pruebas de sensibilidad, las que 
consisten en modificar ligeramente los valores de cada uno de 
los parámetros y analizar su efecto sobre las variables de resulta­
do; la utilización de coeficientes de elasticidad permite calificar 
los parámetros como críticos y neutros, según el valor de dichos 
coeficientes. Esta calificación da una pauta para realizar investi­
gaciones estadísticas y econométricas que permitan estimar aque­
llos parámetros críticos con métodos más rigurosos y confiables.

Dada la interrelación que tienen las variables en un modelo 
de este tipo, también será posible estimar, por medio de la expe­
rimentación numérica, variables y parámetros que puedan des­
pejarse de otras relaciones dé la descripción. Evidentemente esto 
supone una gran confianza en el tipo de funciones elegidas y en 
los valores de los parámetros conocidos.

C. LA DISPONIBILIDAD DE INFORM ACIÓN EN  A M ÉRICA  LATINA

Una apresurada generalización sobre las disponibilidades de in­
formación estadística en América Latina corre el riesgo de no 
tener una validez total. La gran heterogeneidad de países que 
caben dentro del común denominador de subdesarrollados tam­
bién se manifiesta en la disponibilidad de datos. Con todo, es 
posible exponer algunas consideraciones que poseen un cierto 
carácter general.

En primer lugar, es necesario aceptar como hecho evidente la 
insuficiencia de información básica sobre varios aspectos de im­
portancia para la planificación. Pocos son los países que poseen
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informaciones sobre distribución de ingreso y de riqueza, y apa­
rentemente no hay alguno que efectúe este tipo de investigaciones 
en forma continuada a nivel nacional.

La carencia de datos en una buena parte de. los países latino­
americanos llega a ser realmente crítica; en algunos apenas se 
dispone de uno o dos índices de precios, y donde como agravante 
se notan características inflacionarias, permanentes. Esta carencia 
de datos sobre precios ofrece un doble inconveniente; la dificul­
tad de plantear políticas de precios y la imposibilidad de tra­
bajar con valores reales, ya sea poder de compra o expresiones 
físicas; dos aspectos que interesan fundamentalmente a toda tarea 
de planificación. No es difícil seguir enumerando una serie de 
deficiencias en materia de datos: se desconocen estructuras de con­
sumo, de inversión, de capital, de producción, de costos, etcétera.

En segundo lugar, una vez admitido el hecho que hay una 
aguda escasez de datos, tampoco se puede dejar de reconocer que, 
aun así, no siempre se hace un aprovechamiento óptimo de la 
escasa información disponible. Además existen problemas de in­
terpretación de datos, provocados por deficiencias de las publica­
ciones y por falta de entrenamiento en el análisis estadístico.

Sin desconocer que en general la información es escasa, con­
viene tener en cuenta que hay una mayor cantidad de datos de 
la que habitualmente se supone, pues también existen investiga­
ciones cuyos resultados no revisten carácter oficial. Es indispen­
sable, por tanto, realizar inventarios de las estadísticas no publi­
cadas. Además, existe una gran cantidad de información en estado 
primario, cuyo traspaso a tarjetas perforadas o a cintas o discos 
magnéticos, bastaría para obtener clasificaciones o resúmenes que, 
a su vez, pueden transformar una masa de datos casi inútil 
en informaciones aprovechables para propósitos múltiples.

En tercer lugar, no se puede dejar de subrayar que al problema 
de la escasez, se agrega el del atraso con que se dan a conocer 
informaciones que pueden tener enorme importancia en un de­
terminado momento, pero que después sólo son útiles para verifi­
car hechos pretéritos, que ya pertenecen a la historia., La idea 
de oportunidad en materia de planificación adquiere una sig­
nificativa importancia.

En cuarto lugar, parece útil un breve comentario sobre la ca­
lidad de las informaciones. Con frecuencia muchas estadísticas 
provienen de muestras insuficientes o fueron obtenidas a través 
de cuestionarios que, involuntaria o inadvertidamente, inducen a 
cierto tipo de respuestas. Un conjunto de informaciones socio­
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económicas, difícilmente puede superar todas las pruebas de con­
sistencia que pueden plantearse.

Finalmente, dada la exigua disponibilidad de recursos para en­
frentar investigaciones estadísticas, puede observarse una curiosa 
asignación de prioridades de tareas. Los organismos públicos y 
privados, plantean muchas veces investigaciones en forma inde­
pendiente, sin preocuparse por armonizar criterios de los usuarios 
ni por dispendiosas duplicaciones.

D. E L  CONTROL DE LA CALIDAD DE LAS IN FORM ACION ES ESTADÍSTICAS

Del aserto que en planificación no cabe exigir precisión rigurosa, 
no se sigue necesariamente que se pueda trabajar con cualquier 
calidad de información recogida; se advirtió ya que las desvia­
ciones debían ser razonables y no exceder ciertos límites de 
tolerancia fuera de los cuales las conclusiones pueden ser ambi­
guas. Las siguientes consideraciones quizá puedan facilitar la 
comprobación de la calidad.

1] H ip ó t e s i s

Cuando se plantea una investigación, es fundamental establecer 
hipótesis previas acerca de los posibles valores que tendrían las 
variables investigadas. Confrontar los resultados efectivos con 
las hipótesis previas, constituye una primera prueba que ayuda 
en la evaluación. Si ambos tipos de datos apuntan en el mismo 
sentido, aumenta la confianza para admitirlos; si difieren en 
forma significativa será necesario averiguar la causa de las dife­
rencias, por lo tanto, habría que revisar las hipótesis previas y 
la metodología que se aplicó para obtener informaciones.

2] Consistencia

Es conveniente establecer pruebas de consistencia interna, dentro 
del conjunto de los investigadores que se obtienen como resultado 
de la investigación, y también consistencia con otros antecedentes 
disponibles. Todo esto permite calificar mejor los datos con los 
cuales sé trabaja. Recuérdese que, en planificación, uno de 
los puntos más delicados es lograr compatibilizaciones en distin­
tos sentidos.
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3] Representatividad

La evaluación de la representatividad de un indicador es parte 
de la etapa de control; un ejemplo concreto de falta de una 
evaluación adecuada, es la jerarquización del nivel de desarrollo 
de un país basándose sobre los ingresos por habitante.

En primer lugar, un promedio no siempre es representativo; 
para que lo sea, todos los valores tendrían que estar muy próxi­
mos a dicho promedio; el caso de los ingresos por habitante 
está muy lejos de acercarse a esta situación. En segundo lugar, 
hay un problema de cómputo de los ingresos reales: evaluaciones 
del autoconsumo y utilización de sistemas de deflactación muy 
diferentes entre los países, hacen todavía menos comparables los 
referidos promedios. A pesar de todo esto hay una tendencia a 
utilizarlos en las comparaciones internacionales sin especificar 
sus limitaciones. Cuantío se manejan estadígrafos o indicadores 
que» en general, resumen de manera imperfecta una masa de 
datos, parece recomendable detenerse en el análisis de su repre­
sentatividad y especificar qué faceta del problema puede abor­
darse a través de ellos y qué otros aspectos quedan al margen 
de tales indicaciones.

4] Sesgos

Cuando se recolectan informaciones por medio de encuestas, es 
particularmente importante registrar y eliminar, o por lo menos 
reducir, la posibilidad de trabajar con informaciones que con­
tengan sesgos. Por sesgo se entiende una desviación sistemática 
de las características observadas respecto de las características rea­
les, por consiguiente parecería casi innecesario subrayar el peligro 
que esto significa durante la etapa de obtención de conclusiones. 
Un mal diseño de cuestionarios puede, en cierto modo, inducir 
las respuestas pedidas. Los encuestadores, a veces, no mantienen 
una posición neutra e inclinan, en un cierto sentido, a quienes 
responden. Una encuesta sobre ingresos y consumos generalmente 
evidencia subestimaciones en el monto de las rentas y distorsiones 
en la estructura del gasto, sobre todo en los estratos de ingresos 
altos, y esto por razones fáciles de imaginar. La realización de 
confrontaciones utilizando muestras yuxtapuestas, permite com­
probar la existencia de estos desvíos y, a veces, en algún sentido 
cuantificarlos. Con todo, tampoco puede desconocerse que el pro­
ceso de reducción de estos errores supone esfuerzos que encarecen 
sustancialmente la investigación.
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E. ESTADÍSTICA PARA PLANIFICACIÓN

Respecto de las tareas inmediatas que parecen ineludibles, ad­
mitida la necesidad de establecer procesos continuos de planifi­
cación, se estima conveniente discutir las siguientes ideas:

1] Investigaciones simultáneas

No puede aguardarse que estén disponibles los datos para comen­
zar una serie de investigaciones socioeconómicas. Parecería más 
bien que la decisión de iniciar una investigación, debería adop­
tarse admitiendo dos criterios: por un lado, estructurar la parte 
conceptual y sustantiva de la investigación; y, por otra, simultá­
neamente, la investigación estadística pertinente. Muchas inves­
tigaciones se postergan por falta de información, cuando todo 
retardo causa un perjuicio que se magnifica a medida que trans­
curre el tiempo. Durante una primera etapa, los organismos de 
investigación deberían incorporar unidades cuyo objetivo esen­
cial fuese la captación de información, en particular centros de 
muestreo, para no depender de otros organismos en la disponi­
bilidad oportuna de datos. En ese sentido, las investigaciones 
interdisciplinarias parecen ofrecer facilidades en el planteamiento 
de investigaciones simultáneas; desde luego, no es ésta una solu­
ción integral del problema de la información; antes bien, se corre 
el riesgo de duplicar esfuerzos y malgastar recursos por falta de 
comunicación y coordinación entre los organismos. Sin embargo, 
como etapa transitoria y mientras se organizan planes nacionales 
de estadística, parecería que podrían evitarse así mayores poster­
gaciones. Por lo demás no sería demasiado oneroso algún grado 
de duplicación, dada la exigüidad de los recursos destinados a 
la investigación estadística. En todo caso un mínimo de coordi­
nación entre los diferentes organismos sería suficiente durante 
esta etapa transitoria.

2] Organización institucional

Un tema sobre el que se insistió mucho y sobre el que poco se 
hizo, es la adecuación de la estructura institucional que facili­
taría el establecimiento de los procesos de planificación. En este 
sentido, y desde el punto de vista que se está considerando parece 
realmente conveniente establecer una estrecha relación entre las 
oficinas de estadística y los organismos de planificación. La can­
tidad de recursos disponibles para captar información obliga a 
una detenida jerarquización de las diferentes investigaciones. El
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análisis de las distintas publicaciones en materia estadística que 
dan a conocer los países revela que existe una apreciable can­
tidad de información, que aunque importante es susceptible de 
ser sustituida o postergada en beneficio de otra más urgente. Es 
posible que este tipo de consideración esté determinada en parte 
por algún interés específico en materia de planificación, pero en 
todo caso el diseño de un plan nacional de estadística supondría 
evaluar diferentes asignaciones de recursos, considerar los inte­
reses de los usuarios públicos y privados, evitaría innecesarias 
duplicaciones, delimitaría las responsabilidades de los diferentes 
organismos para la entrega de la información y, lo que es más 
importante, establecería plazos concretos para dar por terminadas 
investigaciones que muchas veces se arrastran durante lapsos pro­
longados.

3] Requisitos concretos de información estadística 
en materia de planificación

Parecería realmente fuera de lugar aquí elaborar, por intermi­
nable, una lista exhaustiva; sin embargo, enumerar los principa­
les campos donde parece urgente concretar investigaciones mos­
traría la enorme e impostergable tarea que se tiene por delante. 
(Se parte del supuesto que existen adecuados sistemas de conta­
bilidad nacional: cuentas nacionales, esquemas de fuentes y usos 
de fondos, matrices de insumo producto, balanza de pagos, etc.)

a) Tal vez uno de los principales campos corresponda al aná­
lisis de la distribución del ingreso y de la riqueza. Distinguir entre 
asalariados y no asalariados supone dos categorías demasiado 
elementales y heterogéneas en exceso. Es preciso detallar escalas 
de ingreso que abarquen grupos homogéneos de personas; pero 
convéngase también que cualquier indagación sobre esta materia 
ofrece muchas dificultades. La veracidad de los datos sobre ingre­
sos personales (sobre todo en el grupo no asalariado) debería 
quedar asegurada por investigaciones complementarias sobre la 
propiedad, el consumo, la tributación, etc. Estudios con controles 
cruzados son indispensables desde el punto de vista de la calidad 
de los datos.

Tampoco parece exagerado admitir que informaciones sobre 
estos aspectos deberían constituir el punto de partida de la ela­
boración de cualquier plan que especifique acciones concretas.

b) Otro aspecto, muy ligado al anterior, es el reconocimiento 
de la  estructura de preferencias de los consumidores según sus 
diferentes niveles de ingreso. La compatibilidad entre una estruc­
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tura de producción y la demanda final, implica trabajar con 
coeficientes de elasticidad ingreso y elasticidad gasto a un nivel 
de desagregación bastante grande; la obtención de funciones con­
sumo por tipos de productos homogéneos, permite dar coherencia 
a las variables. Por otra parte, investigaciones de este tipo per­
mitirían verificar la representatividad de las ponderaciones efec­
tuadas en los diferentes índices de precios al consumidor.

c) Dentro de las tareas urgentes en materia de recopilación 
estadística para la planificación, tiene especial importancia deter­
minar el valor del capital por sectores, subsectores o ramas de 
actividad, que es, por cierto, un problema en extremo delicado. 
Requiere estudios muy prolijos confeccionar un inventario con 
especificación de antigüedad, y que al mismo tiempo evalúe el 
contenido.

i )  Las estructuras de precios vigentes no siempre se ajustan a 
los objetivos sociales y económicos que plantean los planes. Estu­
diar la formación de los precios, sus componentes, la especulación 
y las duplicaciones en las distintas etapas del proceso de distri­
bución y comercialización, son tareas de tipo estadístico que 
también deben tener prioridad en el futuro inmediato. La dispo­
nibilidad de índices de precios, en general, es insuficiente para 
cumplir con algún éxito tareas de cuantificación económica a 
través del tiempo; hay países, por ejemplo, donde sólo se dispone 
de un índice de. los llamados de “costo de vida” confeccionado 
sobre una base obsoleta y para un sector escasamente represen­
tativo de la población.

e) Dentro de los países pueden delimitarse zonas geoeconó- 
micas bastante diferenciadas, la necesidad de establecer determi­
nado tipo de desagregación de la contabilidad social que tome 
en cuenta algún tipo de regionalización, permitiría dar, desde este 
punto de vista, una mayor coherencia a los objetivos perseguidos, 
a los proyectos elegidos y a las medidas de política económica.

f) El análisis de factibilidad necesario para imponer ciertas 
medidas de política económica, exige identificar los centros de 
decisión y la gravitación e influencia que tienen sobre la acti­
vidad económica; tales investigaciones tampoco son ajenas al 
empleo de métodos estadísticos. Lo que se dio en llamar “socio­
metría” apunta en este sentido.

g) Numerosas variables macroeconômicas se calculan tomando 
como referencia un período equivalente al año; sin embargo, una 
desagregación semestral o trimestral, permitiría adoptar medidas 
oportunas, si los hechos contingentes así lo requieren. Este tipo 
de desagregación temporal, tendría que basarse, naturalmente,
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sobre estimaciones algo elementales. Estimaciones sobre producto, 
consumo, inversión, a un nivel de detalle sectorial parecen facti­
bles utilizando muestras e indicadores parciales. Los indicadores 
a corto plazo cobran actualmente una significativa importancia.

F . PLAN NACIONAL DE ESTADÍSTICA

Las anteriores consideraciones sobre escasez, oportunidad, dupli­
caciones, necesidad de establecer prioridades en materia de inves­
tigaciones estadísticas y la fijación de plazos para realizarlas, 
constituyen fundamentos sólidos para confeccionar planes de 
estadística a nivel nacional. La realización y puesta en marcha 
de un plan de esta naturaleza implica la necesidad de hacer un 
inventario crítico, en materias de calidad y oportunidad, de las 
informaciones estadísticas existentes, tanto de las publicadas como 
de las que se reservan para el uso interno de diferentes organis­
mos. Disponer de un catálogo semejante significaría una conside­
rable ayuda para los investigadores; permitiría realizar un diag­
nóstico eficiente sobre la disponibilidad de informaciones.

La confección de un plan de estadística supone determinar 
prioridades respecto de los diferentes tipos de información, de 
la periodicidad y oportunidad de su publicación. Una encuesta 
a los principales usuarios, actuales y potenciales, parecería un 
método adecuado para preparar una lista del conjunto más ge­
neral de informaciones necesarias. La frecuencia con que se re­
quiere cada tipo de información, permitiría fijar prioridades a 
las diferentes investigaciones. Es evidente que los países empeña­
dos en un proceso de planificación, tendrían que asignar recur­
sos y especificar investigaciones, con una orientación clara en 
ese sentido.

A esta altura del trabajo se hace necesario repetir que la in­
corporación de técnicas muéstrales para recoger información y 
utilizar computadores electrónicos en el procesamiento y cálculo 
de datos, conducen a un ahorro de tiempo y a veces de costo par­
ticularmente significativos.

La asignación de responsabilidad en cada una de las investiga­
ciones programadas es un punto delicado durante la elaboración 
de un plan; en este mentido deberán precisarse las responsabili­
dades de las oficinas de estadística, así como también de cada 
uno de los demás organismos públicos, las universidades y cen- 
tios de investigación y de las instituciones privadas.

La Oficina de Estadística dependiente del organismo de plani­
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ficación, o por lo menos estrechamente vinculada a él, debería 
asumir la responsabilidad central de la coordinación administra­
tiva y técnica del plan. Es de gran importancia, una vez asigna­
das las responsabilidades, discutir a profundidad los posibles 
métodos para captar información, el sistema de control, el tipo 
de clasificaciones, los indicadores resultantes y sus métodos de 
cómputo.

La fijación de plazos, entre el comienzo y el término de las 
investigaciones, es fundamental para garantizar el cumplimiento 
del programa de trabajo.

Estimaciones de costo, confección de presupuestos por investi­
gación y el logro de financiamientos oportunos son tareas que 
completan este conjunto de ideas que pretende ser un esquema 
primario de discusión.

Nada fácil es imponer la idea de trabajar con seriedad y pers­
pectiva, cuando se programan tareas de investigación estadística, 
perfilando un verdadero plan. Los problemas a corto plazo, en 
general, postergan asignaciones de recursos para esta clase de tra­
bajos; cuando por ejemplo existen presiones políticas, económicas 
y sociales, por captar fracciones de presupuestos exiguos, es difícil 
imponer un plan de estadística que demanda recursos nada des­
deñables y que parece no ofrecer utilidad inmediata. Sólo una 
evaluación a largo plazo, y una comparación con otras asigna­
ciones de recursos que no siempre puede defenderse, permiten 
favorecer esta propuesta.

Una de las tareas de los planificadores es precisamente, llamar 
la atención sobre la urgencia de un plan tie. esta naturaleza, in­
dispensable para cualquier proceso de planificación.
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A. DISTRIBUCIO N ES DE FRECUEN CIA

1] Generalidades

Un conjunto de datos, o masa estadística, puede ser resumido y 
clasificado de acuerdo a criterios convenientes. Provengan las 
informaciones de censos o de muestras relativamente grandes, 
siempre serán útiles para el análisis, ya que difícilmente podrá» 
obtenerse conclusiones válidas de una masa estadística no clasi­
ficada.

Los tipos de variables fundamentales, por lo menos para este 
trabajo, serán los siguientes:

a) variables cardinales: susceptibles de medición cuantitativa; 
y las que a su vez comprenden:
i) continuas: variables que pueden tomar cualquier valor 

dentro de un intervalo (ingresos, estaturas, distancias, 
etc.)

ii) discretas: variables que sókr toman algunos valores den­
tro de un intervalo (número de hijos por familia, núme­
ro de accidentes de tránsito por día, etc.)

b) variables ordinales: sólo susceptibles de ordenación pero no 
de medición cuantitativa (grado de cultura de una persona: 
muy culta, regularmente culta, poco culta, inculta).

Para cada uno de estos tipos de variables, un conjunto de ob­
servaciones puede dar origen a una distribución de frecuencias; 
y ésta debe entenderse como un cuadro o tabla resumen de los 
datos originales.

En el caso de variables continuas será necesario fijar intervalos 
de frecuencia para llegar a un resumen efectivo de la información 
original. El punto medio de cada intervalo se denominará marca 
de clase y constituirá el valor representativo de cada intervalo. 
El número de observaciones que correspondan a cada intervalo se 
denominará frecuencias absolutas.
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Una tabla de distribución de frecuencia para variable continua 
y sus símbolos correspondientes se presenta de la siguiente forma:

In g reso s  d e  p ro fe s io n a le s N ú m ero  d e  p ro fe s io n a le s
In te rv a lo s M arcas d e  c lase F recu en c ia s  a bso lu ta s

Y ' Y'1 i - l  1 ¡ V, 11 í

Y' Y'* 0  M Yx ni
Yj Y' Y„ n„
Yj Yj y 3 n.¡

Y' Y 'm - 1  1 m Ym nm

donde:
+  Y‘ n iY¡ =  --------------   : marca de clase2
m

n =  2  n¡ : número de observaciones
i'l

c¡ =  Y- — Y' , : amplitud del intervalo

Estas tablas pueden ser de amplitud constante o de amplitud 
variable, según los valores que tome c,.

Cuando se trata de variable discreta o discontinua, la tabla 
de distribución de frecuencias adquiere la forma siguiente:

Y, n,

"v i nT
Y, n2
Y3 n3

Ym Dnl

Cabe. destacar que cuando la variable adquiere numerosos va­
lores distintos para abreviar el trabajo, con cierta arbitrariedad 
y con alguna pérdida de precisión, puede tratarse como una va­
riable continua, formando intervalos de clase.

Por último, en el caso de variables no mensurables, dicha tabla 
adoptará una forma como la siguiente:
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Variable Frecuencia

Característica A  n A
Característica B  n B

Característica Z  n z

Ë1 lector advertirá que las tablas de distribución de frecuen­
cias facilitan enormemente el análisis. Es muy ventajoso dispo­
ner de informaciones clasificadas en intervalos o en valores es­
pecíficos de la variable, ya que, de esta manera, es posible obte­
ner conclusiones primarias acerca de la variable que se investiga.

Respecto de las frecuencias, es posible y generalmente útil 
presentarlas en términos relativos, calculando la proporción que 
corresponde a cada intervalo o marca de clase sobre el total de 
observaciones. Se denominan frecuencias relativas, y se simboli­
zarán por Iq:

Tanto las frecuencias absolutas como las relativas son suscep­
tibles de acumulación respecto de los intervalos o marcas de cla­
se. Las frecuencias absolutas acumuladas se simbolizarán por N¡ 
y se definen:

N, =  2  n j
i-l

Las frecuencias relativas acumuladas se simbolizarán pór H, 
y se definen:

H¡ =  2  h,
i-i

En general este tipo de frecuencias se acumulan en sentido 
creciente de la variable, y una frecuencia acumulada N¡ indica 
el número de casos u observaciones donde la variable toma va­
lores a lo sumo iguales a Y¡, en el caso de variable discreta, y 
a Y'j en el caso de variable continua. Sin embargo, para ciertos 
análisis también es necesario acumular en sentido inverso; de 
ahí que se hable de frecuencias acumuladas hacia arriba o hacia 
abajo.
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2] Representación gráfica

En general, la representación gráfica de una tabla de distribución 
de frecuencias, permite percibir con mayor claridad algunas ca­
racterísticas de la masa de datos que se investiga; por ello resulta 
bastante más fácil trasmitir conclusiones a personas no habi­
tuadas a la interpretación de distribuciones de frecuencia, cuando 
se utilizan gráficos estadísticos.

a) Representación gráfica de variable continua. Si se utiliza un 
par de ejes coordenados, en el eje de las abscisas se representará 
la variable estudiada, en tanto que en el eje de las ordenadas, 
se representará las frecuencias correspondientes. Recuérdese que 
en este tipo de variables la frecuencia corresponde a un intervalo 
y por esto se representa mediante una superficie.

Con un ejemplo se ilustrarán estas ideas; admítase, en este sen­
tido, la siguiente tabla correspondiente a las edades de los par­
ticipantes de un curso de estadística:

Edades 
Y' Y'1 »-i 1 %

Alumnos
«i

Amplitud de intervalo 
Ci

18 22 10 4
22 26 20 4
26 30 16 4
30 38 12 8
38 40 1 2

Puesto que la amplitud más frecuente es 4, puede adoptársela 
como amplitud unitaria; así el cuarto intervalo tendrá dos veces 
la amplitud unitaria elegida y el quinto intervalo tendrá la 
mitad de dicha amplitud. La representación gráfica se hará según 
la gráfica 1 de la página siguiente.

En la gráfica, para calcular la altura de cada rectángulo se 
plantea la relación de superficie siguiente:

superficie =  base X  altura 

ni =  ci X  a¡

donde c' es la amplitud unitaria elegida con el objeto de dise­
ñar una gráfica adecuada. Desde luego que también pudo haberse 
trabajado con las amplitudes originales, aunque habría sido algo 
más laborioso.
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GRÁFICA 1
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Este tipo de gráficas recibe el nombre de histogramas y la línea 
quebrada que une los puntos medios de los lados superiores de 
los rectángulos se denomina polígono de frecuencias.

b) Representación gráfica de variable discreta. En este caso la 
frecuencia correspondiente a cada valor de la variable estará re­
presentada por una barra vertical.

g r á f i c a  2

Naturalmente, se puede construir, en forma similar, gráficas 
que relacionen la variable con cualquiera de los tipos de fre­
cuencias que se han visto, relativas, acumuladas, etcétera.

A continuación se presentará un ejemplo donde se seguirán 
todos los pasos necesarios para llegar a una tabla completa de 
distribución de frecuencias. Supóngase que se dispone de las 
siguientes informaciones acerca de los sueldos de los obreros de 
una fábrica (en dólares por mes):
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68 48 53 73 100 80 40 55 65 95 85 35 110 120 60
90 70 40 80 100 70 50 55 70 65 45 80 60 90 50
55 6C 30 110 110 90 70 60 45 65 80 85 90 68 72
50 40 45 90 105 108 35 45 50 70 82 84 66 38 48

Una de las primeras decisiones que deben adoptarse es deter- 
min. r el número de intervalos que tendrá la tabla. Para ello es 
necesario considerar el objetivo que se persigue con el estudio 
de la variable, qué tipo de diferenciaciones o agrupamientos in­
teresaría conocer; por otra parte, es indispensable determinar el 
recorrido de la variable, es decir, el menor y mayor valor entre 
los datos que se analizan. Por último, el número de observa­
ciones, cie manera que los diferentes intervalos tengan frecuen­
cias en alguna medida significativas. Cuando existan valores es­
casos, muy alejados de lo que podría llamarse una concentración 
central, puede optarse por dejar los intervalos extremos abiertos. 
Supóngase que, tomando en cuenta las consideraciones anterio­
res, se decide clasificar los datos originales en 9 intervalos de 
amplitud constante. Dado que la diferencia entre los valores ex­
tremos (30 y 120) es de 90, la amplitud de los intervalos será 
igual a 10.

Y '1 »-i Y'i Observaciones n i N i H i N - * H i * Y i

30.0 40 H H  II 7 7 /6 0 7 7 /6 0 60 6 0 /6 0 35
40.1 50 HH HH 10 10/60 17 17/60 53 5 3 /6 0 45
50.1 60 H H  III 8 8 /6 0 25 2 5 /6 0 43 4 3 /6 0 55
60.1 70 HH  HH  / 11 11/60 36 3 6 /6 0 35 35 /60 65
70.1 80 H H  / 6 6 /6 0 42 4 2 /6 0 24 2 4 /6 0 75
80.1 90 HH f/ll 9 9 /6 0 51 5 1 /6 0 18 18/60 85
90.1 100 III 3 3 /6 0 54 5 4 /6 0 9 9 /6 0 95

100.1 110 H H 5 5 /6 0 59 5 9 /6 0 6 6 /6 0 105
110.1 120 1 1 1 /60 60 6 0 /6 0 1 1/6 0 115

60 1

* Acumuladas “ hacia arriba” .

Para evitar situaciones ambiguas, cuando se presentan obser­
vaciones con valores de la variable que corresponden a los límites 
de los intervalos, puede seguirse el criterio planteado en el ejem­
plo, es decir, agregar un decimal a la columna de límites infe­
riores, aunque esto tenga utilidad solamente para clasificar las
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observaciones, ya que en los cálculos que posteriormente se tra­
tará, tales decimales son despreciados.

Con lo visto hasta el momento, es posible realizar los primeros 
análisis de un conjunto dado de datos. Tanto la representación 
gráfica como la tabulación de las distintas clases de frecuencias 
ayudan a ensayar los primeros juicios. Es necesario insistir sobre 
la necesidad de tomar en cuenta, en todas las decisiones respecto 
de la tabla de frecuencias, la naturaleza del fenómeno que se 
investiga; sobre todo en lo que se refiere al número de intervalos 
y a sus amplitudes: constantes o variables. Naturalmente que, 
una vez clasificados los datos originales, será preciso realizar aná­
lisis con mayor profundidad, utilizando los instrumentos estadís­
ticos que se detallarán en las próximas páginas.

B. ESTADÍGRAFOS DE TENDENCIA CENTRAL

Una vez conseguida la clasificación de los datos originales, cuyas 
características más esenciales se destacan, será preciso calcular un 
conjunto de indicadores que caractericen en forma algo más pre­
cisa la distribución que se está estudiando. Interesa, en primer 
término, disponer de estadígrafos que representen valores cen­
trales en torno de los cuales se agrupan las observaciones, en ge­
neral se los designa como promedios, y son de extraordinaria 
utilidad tanto en el análisis de una distribución, como en la 
comparación entre distribuciones.

1] Media aritmética
Es sin duda el estadígrafo más utilizado, sobre todo en la cuan- 
tificación de variables económicas. Se simbolizará por Y o M[Yi], 
y se definirá como:

m
S y , n,

Y =  M[Y¡] =  ------------
n

Puede observarse que a cada valor de la variable o marca de 
clase se atribuye una importancia o peso equivalente a la fre­
cuencia absoluta correspondiente. Esta fórmula de cálculo es 
para datos agrupados en forma de una distribución de frecuen­
cias. Cuando se desea calcular una media aritmética de datos no 
agrupados, todas las frecuencias absolutas serán iguales a la uni­
dad, se simbolizará por X  o M[Xi] y se definirá como



n

2  X ,
— 1*1
X  =  M [X ,1 = -------------

n

En general cuando el número ae observaciones es relativa­
mente grande conviene la agrupación de frecuencias en interva­
los. Es evidente que cuando se resume un conjunto de datos en
un número dado de intervalos, se pierde precisión; esta pérdida
estará relacionada con la amplitud del intervalo, cuanto mayor 
sea ésta, menos preciso será el cálculo. Por ello, en general, para 
un mismo conjunto de datos, la media aritmética obtenida de
los datos originales, que es un cálculo exacto, diferirá de la
obtenida de una tabla de distribución de frecuencias. La razón 
estriba en el supuesto de uniformidad de la distribución de 
frecuencias dentro de cada intervalo, supuesto que generalmente 
no se cumple; mas, en todo caso, esa pérdida de precisión está 
más que compensada por las ventajas que significa tener una 
tabla de frecuencias. Por lo demás en ciencias sociales, la preci­
sión necesaria autoriza, dentro de ciertos límites, a desentenderse 
de una rigurosidad extrema.

En la gráfica que a continuación se presenta, se tienen dos 
distribuciones de frecuencias (supuesto un gran número de in­
tervalos pequeños) muy similares, y sin embargo con medias arit­
méticas muy distintas.

g r á fic a  3
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La media aritmética como estadígrafo de tendencia central in­
dica la posición de la distribución. Sobre este estadígrafo cabe 
advertir su alta sensibilidad a valores extremos de la variable. 
Un valor muy alejado de los valores centrales, aunque poco re­
presentativo por ser único, puede hacer variar significativamente 
el promedio. Por ello, cuando se está utilizando este indicador



ESTADÍGRAFOS DE TEN D EN CIA  CEN TRA L 35

en un análisis, vale la pena advertir la representatividad de los 
valores extremos y la influencia que éstos tienen sobre el resul­
tado. Muchas veces se concluye que es preferible estratificar pre­
viamente los datos originales en dos o tres categorías, realizando 
cálculos de medias aritméticas en forma separada para cada grupo.

a) Propiedades. Se presentarán las propiedades más importan­
tes de la media aritmética.

i) Primera propiedad: La suma de las desviaciones pondera­
das de los valores de la variable respecto de la media arit­
mética es cero

2  (Y, -  Ÿ) n, =  0
i=l

2  Yj n, -  nŸ =  0
¡«1

n Ÿ -  nŸ =  0

ii) Segunda propiedad: La suma de los cuadrados de las des­
viaciones ponderadas de los valores de la variables es un 
mínimo, cuando se toman respecto de la media aritmé­
tica. Se iniciará la demostración tomando desviaciones res­
pecto a un valor cualquiera P, para luego concluir que 
P forzosamente tendrá que ser la media aritmética

2  (Yj — P)2 ns mínimo
i=l

La derivada de esa expresión respecto de P, se iguala a 
cero.

- 2  2  (Y, -  P) n, =  0
1-1

i  Y, n, -  nP =  0

m2  Yj n¡i=l
P =  ------------

n
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Es seguro que igualando la primera derivada a cero se 
obtiene un mínimo, porque se llega a un valor concreto. 
Para que fuera un máximo, P tendría que ser infinito,

iii) Tercera propiedad: La media aritmética de una variable 
más (menos) una constante es igual a la media de la va­
riable más (menos) la constante.

M [Y, ±  K] =  M [Y,] ±  K 

m (Yf ±  K) n,
2  — -------—  =  M [Y,] ±  K

m Yi n¡ n K
2  —— - ± -------=  M [Yi] ±  K

n n

M [Y¡] ±  K. =  M [Y¡] ±  K

iv) Cuarta propiedad: La media aritmética de una variable 
multiplicada (dividida) por una constante, es igual a la 
constante que multiplica (divide) a la media de la va­
riable.

M [Y, K] =  K M [Y,]

“ Y¡ K n,
2  - -------   =  K M [Y.]i-i n

m n¡K 2  — — — =  K M [Y,] 
¡-i n

K M [Y,] =  K M [Y,]

b) Métodos abreviados de cálculo. Se presentarán estos méto­
dos no tanto por el ahorro de tiempo que puede significar su 
aplicación, como porque destacan algunos detalles sobre la me­
dia aritmética, y muestran procedimientos de trabajo con cambio 
de variable.

i) Primer método abreviado: Se trata de reducir la magnitud 
de la variable, en términos de desviaciones respecto de un 
origen de trabajo Ot arbitrariamente elegido. En cuanto a 
la elección de Ot vale la pena, para que el método sea 
realmente abreviado, tomar como origen de trabajo un
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valor o marca de clase central de la distribución de fre­
cuencias.

Se definirá esta variable reducida en la forma siguiente:

Z\ =  Y, -  Ot

Gráficamente se fijan los siguientes puntos dentro del 
recorrido de una variable:

g r á f i c a  4

yE o t Y t i  Ym» S/ V ' ■
>K  ,

A

Además, las desviaciones respecto de la media aritmética 
se simbolizarán por Z1( es decir:

Z, =  Y, — Ÿ

La diferencia entre la media aritmética y el origen de 
trabajo arbitrariamente elegido se designará por K, es 
decir.

K =  Ÿ -  Ot

Por este hecho, observando la gráfica puede concluirse 
que

Ÿ =  Ot +  K

Se trata de encontrar una expresión para K, en función 
de desviaciones Z', para disponer de una fórmula de cálcu­
lo. En efecto,

Z\ =  Zj-f- K (multiplicando por n¡)

Z\ n¡ =  Zt n¡ -f- K n¡ (aplicando sumatoria)

m m  ... ________________ _

2  Zj n¡ “  2  Zj iij -|- nK
Í*1 1=1



2  Zj n, =  2  (Y, -  Ÿ) n, =  0

Luego

K  =  2 Z f  n ‘ 
n

La fórmula de cálculo abreviado será 

Y =  0 ,  +  ^ i
n

En la siguiente tabla de distribución de frecuencias se 
aplica este método:
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Recuérdese que en la primera propiedad de la media
aritmética se demostró que:

Intervalo
YU -Y',

Marca de clase
Yt

Frecuencia
« i

Desviaciones 
Desviaciones ponderadas 

Y’i — Yi~ Ot* Z'nt

0 -  8 < 4 8 - 1 9  — 152
8 - 2 0 14 10 —9 - 9 0

2 0 - 2 6 23 30 0 0
2 6 - 3 0 28 9 5 45
3 0 - 4 0 35 3 12 36

*
60 -1 6 1

Se elige O, =  23.

161
Y =  23 ------------ =  20.3260

ii) Segundo método abreviado. Este método en general sólo se 
aplica con ventaja, cuando es constante la amplitud de los 
intervalos. Como en el anterior, se trata de trabajar en tér­
minos de desviaciones, pero además en este método dichas 
desviaciones se expresan en unidades de intervalo (divi­
diéndolas por C).
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Esta nueva variable es en consecuencia,

de donde

Z\ =  CZf

En la fórmula del primer método se remplaza Z' y se 
tiene

m
2  Zf n,

Y =  Ot C — ----------
n

Cabe destacar que este método permite obtener Z" en 
forma totalmente mecánica; basta fijar el origen de trabajo 
para completar todos los valores de Z f'.

En el siguiente ejemplo podrá apreciarse las ventajas de 
esta forma de cálculo.

Intervalo  
Y '  - Y '* « -i 1 i

M arca de clase 
Yi

Frecuencia  *
« i

Desviaciones 
Desviaciones ponderadas

z r  n  » 4

2 -  6 4 20 - 3 - 6 0
6 -1 0 8 40 - 2 - 8 0

1 0 -1 4 » 12 50 - 1 - 5 0
1 4 -1 8 16* 90 0 0
1 8 -2 2 20 60 1 60
2 2 -2 6 24 40 2 80

i
300 - 5 0

• E lig ie n d o  O t =  16 .

Aplicando la fórmula del segundo método abreviado se 
tiene

m
2  Z\' n,

Ÿ =  Ot +  C — ---------
n
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50
Y =  16 -  4 -------  =  15.33

300

Obsérvese que una vez fijado el origen de trabajo las 
Zf se colocan en sucesión decreciente para las marcas de 
clase menores que Ot y en sucesión creciente para las mar­
cas de clase mayores.

2] Mediana (Me)

Se trata de otro estadígrafo de tendencia central de aplicación 
muy frecuente. Se define como el valor de la variable que supera 
a no más de la mitad de las observaciones y es superado por 
no más de la mitad de dichas observaciones. Es un estadígrafo 
menos sensible que la media aritmética ante valores extremos 
de la variable, y puede ser calculado aun en variables de tipo 
ordinal.

Cuando las observaciones no están agrupadas en forma de una 
tabla de distribución de frecuencias, su cómputo es en extremo 
sencillo. Basta disponer los valores en orden creciente y ubicar 
el valor central. Por ejemplo, supóngase que se tienen ordenados 
los siguientes valores de gastos en consumo de 7 familias (en dó 
lares por mes).

40 -  47 -  60 -  70 -  78 -  80 -  90

La mediana será 70 dólares ya que este valor supera a 3 ob­
servaciones (40, 47 y 60) que no son más que la mitad (la mitad
es 3.5) y a su vez es superada por 3 observaciones (78, 80 y 90)
que tampoco son más de la mitad.

Cuando el número de observaciones es par, existen dos valores 
centrales que satisfacen la definición de mediana. Si en el ejem­
plo anterior se agrega una familia adicional se tiene:

40 -  47 -  60 -  70 -  78 -  80 -  90 -  180

En este caso tanto 70 como 78 son valores medianos. La mitad 
de las observaciones es 4 y 70 supera a 3 que no son más de la 
mitad y es superado por 4 que tampoco es más de la mitad, 
pues es exactamente la mitad. Igual cosa ocurre con 78; para
evitar ambigüedades se toma como mediana en estos casos el
punto medio entre los dos valores medianos. En el ejemplo, la 
mediana definitiva sería 74 dólares. Obsérvese la poca sensibi­
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lidad de este estadígrafo a los valores extremos. Al agregar la 
8a. observación con un valor bastante más alto que el resto, 
la mediana ha experimentado apenas un ligero crecimiento; más 
todavía aunque en vez de 180 aquel valor hubiese sido de 5 000, 
la mediana siempre habría sido 74. En cambio no ocurre lo 
mismo para la media aritmética, que es sumamente sensible a 
ese tipo de valores extremos; intente el lector su cálculo en uno 
y otro ejemplo, y verificará una fuerte variabilidad.

Si los datos se agrupan en una tabla de frecuencias, el cálcu­
lo de la mediana implica computar previamente las frecuencias 
acumuladas.

a) Variable discreta, en. este caso bastará con identificar la fre­
cuencia acumulada que es inmediatamente mayor a la mitad 
de las observaciones. La mediana será aquel valor de la 
variable que corresponda a dicha frecuencia acumulada. 
Ejemplo:

N úm ero  de N um ero  de Frecuencia
predios p o r persona propietarios acumulada

Y t n i N i

1 200 200
2 160 360
3 150 510
4 100 610
5 80 690
6 40 730
7 y más 20 750

750

Siendo — =  375, la menor frecuencia acumulada que supera
este valor es 510, que corresponde al valor 3 de la variable, sien­
do éste el valor mediano. Dicho valor supera a 360 observaciones 
que no son más de la mitad y es superado por 260 que tampoco 
son más de la mitad, satisfaciendo la definición de mediana.

b) Variable continua, en este caso el problema consiste en de­
terminar un punto dentro del intervalo en que está com­
prendida la mediana. La identificación del intervalo donde 
se halla la mediana, es exactamente igual al caso ele variable 
discreta: el intervalo será aquel que corresponde a la fre-
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cuencia acumulada inmediatamente superior a la mitad de 
las observaciones. Como se dijo, la preocupación consiste 
en fijar un punto dentro de este intervalo, que corresponde 
a la mediana. Para ello se adoptará el supuesto que las ob­
servaciones se distribuyen linealmente dentro del mencio­
nado intervalo.

Gráficamente se tiene:

g r á f i c a  5

Sea YjU — Yk el intervalo donde se halla la mediana. Luego.

M, =  Yk-i +  d

Será necesario encontrar una expresión para “d” en función 
de frecuencias que son los valores conocidos que se dispone y por 
los cuales está determinado este estadígrafo.

Por semejanza de triángulos se tiene que

AB AC 
1ÏËT =  CD

Pero

AB =  d

BE =  ~  -  Nk_!

AC =  CK (amplitud del intervalo K-ésimo)

CD — Nk — Nk_! =  nK
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Remplazando, se tiene

CK
n

~2 Njc-i

de donde

Luego

n
y - » »

d =  C , --------------
nK

Me — Yk,! CK —---------------

Ejemplo: la siguiente tabla muestra la distribución de los coe­
ficientes producto-capital de 310 empresas industriales:

Coeficientes 
Y- - V '1 i - i  M i

Em presas
« i

Frecuencias
acumuladas

ATi

0 .1 5 -0 .2 0 40 40
0.20 - 0.30 80 120
0 .3 0 -0 .4 2 100 220
0 .4 2 -0 .5 0 60 280
0 .5 0 -0 .7 0 30 310

3 10

n 310
— =  ------  : 1552 2

La menor frecuencia acumulada que supera a 155 es NE — 
=  220. Luego, nK =  100,

Yk-j =  0.30, CK =  0.12 y =  120 (donde K =  3)

Remplazando estos valores en la fórmula 

155 — 120
Me =  0.30 4 -  0.12 -------------- =  0.30 4- 0.042 =  0.342

^  100
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Como una extensión de este estadígrafo, será fácil ampliar el 
concepto a otros indicadores que dividen la masa de informa­
ciones en otras proporciones y no sólo en mitades como lo hace 
la mediana.

Se tiene el caso de los cuartiles que dividen las observaciones 
en cuartas partes; así, el primer cuartil Qx es un valor de la va­
riable que supera a no más de un cuarto de las observaciones, 
y es superado por no más de tres cuartos de ellas. Para identificar 
el intervalo donde se halla Qj, habrá que determinar la frecuen­

cia acumulada inmediatamente superior a — . El cálculo es simi­
lar al de la mediana:

( f " NK1)
Q, =  Yk-i +  CK -------------------

nK

Para el tercer cuartil, sucede otro tanto

Qj =  Y K - l  +  C jC  ----------------------
nK

Para identificar el intervalo que comprende a Q3, habrá que 
averiguar cuál es la frecuencia acumulada NK, inmediatamente

superior a 3—; no es necesario detallar el segundo cuartil, por­
que coincide con la mediana. En forma similar se pueden en­
contrar estadígrafos que dividan al total de observaciones en 
décimas partes (deciles), en centésimas partes (percentiles), etc. 
Las fórmulas correspondientes pueden deducirse por analogía 
con las de los cuartiles.

Así, el 79 decil estará dado por
7 11

IÕ ~  Nk_i
D7 — Yk_! -f- CK ---------------

11K

E l 35  p e rce n til es ta rá  d ad o  p or
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3] M oda o valor modal

Se trata de otro estadígrafo de tendencia central. Tiene un 
significado bastante preciso y es de extraordinaria utilidad, aun­
que inexplicablemente poco utilizado en estudios socioeconómi­
cos. Se simbolizará por Md y se definirá como aquel valor de la 
variable al que corresponde la máxima frecuencia. Es muy co­
rriente que se confunda el valor modal con la frecuencia má­
xima; recuérdese que es un valor de la variable y por lo mismo 
se le representa en el eje de las abscisas. Está dado por la fre­
cuencia máxima, pero no se trata de una frecuencia.

g r á f i c a  6

a) Variable discreta, una vez agrupados los datos, es posible 
determinar inmediatamente el valor modal; bastará con fijar el 
valor de la variable que más se repite.

Ejemplo:

N úm ero  de cargas familiares
Y {

N úm ero  de familias
n i

0 80
1 120
2 210
3 380
4 180
5 60
6 o  más , 40

1 070
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La frecuencia máxima es 380, que corresponde al cuarto valor 
de la variable. El valor modal en consecuencia, es 3; este valor 
modal será tanto más representativo cuanto mayor sea la fre­
cuencia máxima. Se presentarán algunos casos donde el valor 
modal pierde significación; es el caso donde hay varios valores 
de L s variables que tienen frecuencias similares. Es así como se 
califica a las distribuciones de unimodales, bimodales, multimo- 
dales, etcétera.

b) Variable continua, de la misma manera que en el cálculo 
de la mediana, primero es necesario determinar el intervalo 
donde se halla comprendido el valor modal; en este caso bastará 
ver cuál es el intervalo que tiene la frecuencia máxima. El paso 
siguiente es determinar un punto dentro de ese intervalo. Exis­
ten algunos criterios, un tanto arbitrarios, para deducir fórmulas 
del valor modal. Uno de esos criterios toma en cuenta la mag­
nitud de las frecuencias de los intervalos contiguos (mayor y 
menor) al que comprende el valor modal; en otras palabras, di­
vidirá al intervalo en partes inversamente proporcionales a las 
frecuencias de los intervalos contiguos.

Gráficamente:

GRÁFICA 7

Md
J ______________ I______ I--------- 1------------------1—
Y k - z  Y k - i  Y k  y k + i

nK - l  n K  n K + l

La moda estará más cerca del intervalo contiguo que tenga 
mayor frecuencia.

Md — Y'k-i nK+1 
Y'K- M d “  ^

Despejando Md de la relación anterior, se tiene:

Md nK_! YK1 nK_! — Yk nK+1 — Mtl nK+1

Y' -  Y ' 4 - C  * k — yk-i ~r W

Ma [nK_i -f- nK+1] =  Yk_1 [nK+1 -|- n ^ ]  -|- Ck nK+i

Ma =  Yí_, +  C*
D k - 1 “ T  n K + l
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Es necesario destacar que la deducción anterior no toma en 
cuenta la amplitud de los intervalos contiguos; en caso de am­
plitudes muy diferentes, puede distorsionarse el valor de este es­
tadígrafo.

Ejemplo;

Ingresos de profesionales Profesionales
Y'i-i - Y i ” ¡

0 - 2 0 25
2 0 - 40 45
4 0 -  60 80
6 0 - 80 60
80 -10 0 40

100 -1 2 0 15
120 y más 5

Inmediatamente se puede adelantar que la moda se encontrará 
en el tercer intervalo: 40 — 60. Aplicando la fórmula

20 (60) 1 200
Md z= 40 -I =  40 J  =  51.43

45 -f- 60 _ 105

Si se supone una gran cantidad de intervalos pequeños para 
una cierta distribución, gráficamente el valor modal estaría así 
representado:

g r á f i c a  8

B im odal

Este estadígrafo, al igual que la mediana, puede determinarse 
para variables cualitativas, ya que basta con encontrar la fre­
cuencia máxima. El siguiente ejemplo ilustra esta posibilidad:
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Color de automóviles preferido 
por los clientes Clientes encuestados

Blanco 18
Azul 22
V’erde 40
Amarillo 25
R ojo 75

El “valor” modal, en este caso, es el rojo, ya que por tener 
la máxima frecuencia es el preferido por los clientes.

Al iniciar el estudio de este estadígrafo, se decía que inexpli­
cablemente era poco utilizado en los análisis. Es evidente que 
requiere, para su cómputo, más información que la media arit­
mética; ello podría explicar en forma parcial su poco uso, pero 
aun cuando se dispone de información muchas veces se cree sufi­
ciente calcular por ejemplo un ingreso por habitante y quedarse 
con un análisis parcial. Sin duda, para caracterizar adecuada­
mente una distribución, se requiere una serie de estadígrafos 
cuyas indicaciones se complementen. Por ejemplo, saber que dos 
países tienen ingresos por habitante de 150 y 200 dólares al año 
puede permitir cierto tipo de conqlusiones, pero saber además 
que los valores modales de los ingresos anuales por habitante 
son de 140 y 130 dólares respectivamente permite obtener con­
clusiones bastante más objetivas. Naturalmente, son necesarios 
muchos otros antecedentes e indicadores, que se presentarán a 
continuación, para realizar análisis más completos. Interesa des­
tacar la necesidad de buscar un conjunto de indicadores que haga 
posible el análisis de las distintas facetas de un fenómeno some­
tido a estudio.

4] M edia geométrica

Este estadígrafo se define como la. raíz de orden n del producto 
de los n valores de la variable.

Cuando los datos no están agrupados, su fórmula de cálculo es

______________  /Ü
Mg =  X , x3 . . .  x„ = y  n X ,

i=l

Para fines prácticos es preferible calcular el logaritmo de la 
media geométrica y luego el antilogaritmo de ésta:
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log Mg =  — E  log X ( 
n 1-1

Si los datos aparecen grupados, es decir, si las marcas de clase 
tienen frecuencias superiores a la unidad, se tendrá la siguiente 
fórmula.

ni n2 nm
Mg = - V y i . . .  Y, Y, . . .  Y, Ym . . . Yn

=  y  Y ,ni Y¡n2 • Ymnm

Mg =  y *  Y“i
1=1

log Mg =  — 2  (log Yj) nj 
n ,-1

El estadígrafo que se estudia, aparte del inconveniente que 
significa el engorro de su cálculo, está además limitado porque 
los valores de la variable deben ser positivos para que pueda ser 
interpretado. Si algún valor de la variable es cero, la media 
geométrica será cero; igualmente si aparece algún valor nega­
tivo el estadígrafo toma un valor imaginario. Pese a estos incon­
venientes, para cierto tipo de variables, en especial las cronoló­
gicas, que sigan una tendencia exponencial, se hace indispensable 
su uso si se desea calcular valores intermedios, es decir, si se 
desea interpolar no linealmente. Por ejemplo, si cierta población 
en 1940 era de 2.5 millones y en 1960 alcanza a 4 millones, para 
calcular la población en 1955 sería indispensable el empleo de 
la media geométrica, si se admite el crecimiento exponencial de la 
población a una tasa constante.

P1950 =  V (2-5) (ÏÔ) =  3.15 millones

P1955 =  ■y/’ (3.15) (4.0) =  3.55 millones

5] M edia armónica

El último de los estadígrafos de tendencia central que aquí se 
abordará se define como el recíproco de la media aritmética de 
los valores recíprocos de la variable.
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P a ra  d atos n o  ag ru p ad o s:

Mh
1 1

2 —  2 —  
Xi X,

Para datos agrupados:

Mh
n
ni

Ejemplo: Un grupo de trabajadores construyen los primeros 
120 metros de una avenida con una productividad de 12 metros 
diarios, en cambio los siguientes 120 metros lo hacen a razón de 
18 metros por día. Se trata de determinar la productividad dia­
ria durante todo el trabajo.

Si se decidiera calcular la media aritmética se tendría:

1 2 + 1 8
Y =  ----------- = 1 5  metros diarios

Por otra parte los primeros 120 metros requieren 10 días y 
los siguientes 120 metros 6.67 días; es decir, todo el trabajo lo 
harían en 16.67 días. Si la productividad diaria es de 15 me­
tros, en los 16.67 días construirían un total de 250.05 metros, 
lo que es inconsistente, ya que el trabajo total es de sólo 240 
metros. Si en cambio se utiliza la media armónica.

2 72 72
M„ =  ------------  =    =    =  14.4 metros

1 1  3 + 2  5
 1----12 18

Trabajando con una productividad media de 14.4 metros por 
día, en 16.67 días se construirán 240 metros.

Como pudo advertirse, la media armónica se aplica cuando 
se presenta una relación inversa entre las variables implícitas; 
en el caso del ejemplo la relación inversa aparece entre la pro­
ductividad y el tiempo:
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e: espacio 

p: productividad e =  p x t  p =  e •
1
t

t: tiempo

C. EVALUACIÓN DE LOS ESTADÍGRAFOS DE TENDENCIA CENTRAL

En más de una oportunidad se insistió sobre la necesidad de dis­
poner de un conjunto de indicadores sobre la variable que se 
está estudiando. Los indicadores presentados, que en general 
se denominan de tendencia central, tienen definiciones precisas; 
por ello muestran ; spec tos particulares del fenómeno que se es­
tudia. Se trata de un conjunto de estadígrafos complementarios; 
las conclusiones a que en último término den lugar, deberán ser 
producto de la consideración simultánea de los valores que al­
canzan dichos indicadores.

Al analizar la bondad de cada uno de estos indicadores, es 
preciso tener presente el volumen de observaciones tomadas en 
cuenta para su cálculo y las limitaciones de cada uno de ellos. 
Siempre es conveniente complementar el análisis de las cifras, 
con una representación gráfica de la distribución de frecuencias 
de la variable; v interesa destacar la posición relativa de la media 
aritmética, la mediana y el valor modal. La posición relativa 
de estos estadígrafos depende de la forma de la distribución; de 
esta suerte si la distribución es simétrica, es decir, si se observa 
perfecta simetría respecto de un eje central, los tres estadígrafos 
coinciden.

g r á f i c a  9

En el caso de distribuciones no simétricas, la posición relativa 
de los estadígrafos depende del tipo de asimetría. De esta mane­
ra, si la asimetría es positiva, es decir, si la distribución tiene su 
rama o manto más extendido hacia valores positivos de la variable, 
la moda será menor que la media aritmética. La mediana, por 
el hecho de dividir la masa de observaciones en dos partes, que­
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dará comprendida entre ambas. Si la asimetría es negativa, es 
decir, cuando la distribución se extienda suavemente hacia va­
lores negativos de la variable, la moda superará a la media arit­
mética, permaneciendo la mediana, y por la misma razón dada 
en el otro caso, comprendida entre ambos indicadores. Gráfi­
camente

g r á f i c a  1 0

Recuérdese que la media aritmética es un estadígrafo muy sen­
sible a valores extremos de la variable, de allí que en un caso 
sea el mayor de los tres estadígrafos y en otro caso el menor de 
ellos. La moda, como el valor de la variable que más se repite, 
tiene en general una clara ubicación. Habría que agregar que 
su valor depende sobremanera de la amplitud de intervalo ele­
gida y su representatividad sólo se garantiza cuando existe una 
clara concentración de frecuencias en un intervalo dado.

D. ESTADÍGRAFOS DE' DISPERSIÓN

Una vez caracterizada la distribución a través de estadígrafos de 
tendencia central y conociendo el tipo de asimetría, interesa tener 
indicaciones acerca del grado de heterogeneidad con que la va­
riable se distribuye en un conjunto de observaciones. Dos distri­
buciones pueden tener iguales estadígrafos de tendencia central, 
sin embargo pueden mostrar grados de dispersión diferentes, como 
puede observarse en la gráfica que a continuación se muestra.

g r á f i c a  11
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Evidentemente en la primera distribución (línea continua) los 
alores aparecen más concentrados en torno al eje central, en 
anto que en la otra aparecen mucho más dispersos. Si ambas 
listribuciones representaran ingresos de dos poblaciones, se con- 
luiría que en la primera distribución los ingresos son más homo- 
éneos, mientras que en la segunda se observaría gran disparidad 
ntre ingresos altos, medios y bajos.
Parecería innecesario destacar la importancia que tiene contar 

on indicadores que pudieran mostrar este tipo de características 
n una distribución; sobre todo en lo que se refiere a distribu- 
ión de ingresos, ahora de tanta actualidad, es indispensable cen­
ar con indicaciones adecuadas en este sentido.

] Recorrido de la variable

litando se aborda el problema de la dispersión, lo primero que 
e piensa es el campo de recorrido de la variable; la diferencia 
ntre el mayor y menor valor de ella. Si bien brinda una primera 
dea acerca de la heterogeneidad, tiene el inconveniente que sólo 
orna en cuenta los dos valores extremos, descuidando el conjun-
0 de valores intermedios. Puede suceder que uno de los valores 
xtremos esté accidentalmente desplazado y no constituya por 
anto un valor representativo; en este caso el recorrido sería exa­
erado y la dispersión aparecería distorsionada. Para iniciar el 
nálisis es conveniente considerar el recorrido, pero en ningún 
aso es suficiente.

Para variable discreta R  =  Ym — Y0

Para variable continua R  =  Y„ — YÓ

] Recorrido intercnartilico

lomo una manera de subsanar el inconveniente de los valores 
xtremos que presentaba el estadígrafo anterior, se define un 
tuevo indicador, que toma en cuenta el recorrido entre el pri- 
¡íer y tercer cuartil.

Dq =  Qs — Q t

Si bien es cierto que este indicador representa un adelanto 
especto del anterior, no lo es menos que siempre toma dos va- 
ores de la variable, dejando de lado el resto, y en consecuencia
1 influencia de valores extremos puede, aunque en menor me­



dida, originar algún tipo de deformación en cuanto al grado de 
dispersión.

3] Varianza

Se define este estadígrafo en virtud de la propiedad de la media 
aritmética que minimiza la suma de las desviaciones al cuadra­
do. Se simbolizará por o2 ó V[Yi],

a) Para datos no agrupados
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2  (X¡ -  X )2 2  XI
V[X,1 =  o2 =  - i - ! ------ — =     X 2

n n

b) Para datos agrupados

2  (Y¡ — Y)2 n¡ 2  Y i n,
V[Yj] =  o2 =  — —  '— L  =   L _ i _  Y2

n n

Si bien la varianza no tiene un fin per se sino que se utiliza 
en materias que se presentarán posteriormente, da origen a un 
estadígrafo que sí tiene utilidad e interpretación práctica. Se 
trata de la desviación típica o estándar que se define como la 
raíz cuadrada positiva de la varianza.

o =  +y<-

Mientras más dispersa sea la variable, may será la magnitud 
de la desviación típica puesto que mayores erán los desvíos res­
pecto de la media aritmética, sin pos'bilidad de compensación 
de desvíos por tratarse de suma de cuadrados. Este estadígrafo se 
expresa en las mismas unidades de la variable estudiada, en tan­
to que la varianza se expresa en el cuadrado de la unidad de 
medida.

Como puede observarse en la fórmula, este indicador de dis­
persión toma en cuenta todos los valores de la variable con sus 
correspondientes frecuencias o pesos relativos, sin embargo, siem­
pre es sensible a valores extremos. Por ello es conveniente, antes 
de calcular los estadígrafos, hacer un análisis previo de la tabla de 
distribución de frecuencias, para percibir la representatividad 
de valores extremos y sus posibles efectos sobre los valores de los 
estadígrafos.
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c) Propiedades de la varianza

i) Primera propiedad: La varianza de una variable a la cual 
se le suma (resta) una constante, es igual a la varianza 
de la variable original.

V[Y, ±  K] =  V[Y,]

Aplicando la definición de varianza a la variable Y ¡ K.,
se tiene:

m

2  (Y, ±  K -  M[Y, ±  K])2 
 -------------------------    n, =  V[Y¡]

pero se vio que

M[Y, +  K] =  K +  M[Y¡]

2  (Y, ±  K -  M[Y¡J ±  K)2

2  (Yt — Y)2 n¡

n, =  V[Y¡]

V[Y,]

Gráficamente, las dos distribuciones tienen la misma va­
rianza, pese a estar desplazadas en el eje de las abscisas.

GRÁFICA 12

ii) Segunda propiedad: La varianza del producto de una cons­
tante por una variable, es igual al cuadrado de la constante 
por la varianza de la variable.
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V[K Y,] — K2 V[Y,]

m __

2  (K Y¡ — K Y)2 n,
—--------------------------  =  K2 V[Y,]

2 [ K 2 (Yi — Y)2] n¡
--------------------    =  K2 V[Y,]

K2 2  ( Y i - Y ) 2!!,
 —------------------- =  K2 V[Yf]

n

K2 V[Y|] =  K2 V[Y,]

d) Componentes de la varianza. En el caso que un conjunto 
de datos haya sido dividido previamente en grandes categorías 
o estratos, es posible desglosar la varianza en dos componentes 
muy útiles para el análisis. Admítase que una masa de datos ha 
sido dividida en L estratos; cada estrato tendrá una media arit­
mética, una varianza y un número de observaciones que expresa 
la importancia de cada uno de estos estratos. En este caso la 
variabilidad total puede deberse tanto a variabilidad dentro de 
cada estrato como a variabilidad entre los diferentes estratos,

i) Intervarianza: Estadígrafo que representa la variabilidad en­
tre los estratos; se define como la varianza entre las medias 
de los estratos.

2 ( Ÿ h- Ÿ ) 2nh 
o l =  V[Y„] =   ------ ----------

donde

Yh es la media aritmética del estrato h

Y es la media aritmética general
nh es el número de observaciones o tamaño de cada es­

trato.



ii) Intravarianza: Estadígrafo que representa la variabilidad 
dentro de los estratos; se define como el promedio de las 
varianzas de los estratos.
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2

L 0
2  (TÚ n„

o* =  M[o; ] =  ----------- -
n

donde ab2 es la varianza del estrato h, y nh y n obedecen 
a las mismas definiciones del caso anterior.

Dado que los dos estadígrafos estudiados son partes componen­
tes de la varianza, a continuación se presenta la correspondiente 
demostración.

(52 r=  Ob -f- ( ¡ i

2  2  (Yhi -  Y)2 2  (Yh -  Y)2 nh 2  oj nu
h=l i=l h=l h-1
      —   ̂    _]_    -----

pero

2  (Yhl — Yj,)2 
ah =   -------- --------- -

remplazando

L -  -  T' \ (Yhi — Yh)2 nh
2  2  (Yh¡ -  Y)2 =  2  (Y„ -  Y)2 n„ +  2  2   ----------- '-----
í*=l i=t h=l h=l i=l n

Elevando al cuadrado los correspondientes binomios

n _ L _ __
2  2  (Ym -  2Y Yhi +  Y2) =  2  (Y?, -  2Y Y„ +  Y2) nh +

Ï4 n _

+  2  2  (Yh¡ -  2Yh Y„¡ +  Y * )

A p lica n d o  las p rop ied ad es de la  su m a to ria
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L
2  [ 2  (Y,?, ) -  2Y n„ Y„ +  nh Y-)] =  2  Yg n„ -

— n Y- -f- 2  2  [(Y|, ) -  nh Y* ]

2  2  Y,;, — n Y2 — 2 Yg nh -  n Y2 +  2  2  Y,?, 2  nu Yg
b = l  I " 1  h = l  h = l  1=1 h -1

Simplificando términos queda

2  2  YÜ, = 2 2  Yg,
h - l  1=1 h = l t ' l

Luego

o2 =  of, +  r¡'¿

Ejemplo: Piénsese en los sueldos y salarios pagados por una 
fábrica, que tienen una varianza de 137 600. Si las observaciones 
se clasifican por estratos: obreros, empleados administrativos y 
técnicos, será posible analizar más a fondo la distribución de in­
gresos.

Las informaciones disponibles serían:

¡istmios (h)
Tam año
estrato

n h

M edia por  
estrato

ñ

Varianza por 
estrato

ol

O breros 300 400 160 000
Em pleados adm inistrativos 100 400 160 000
T écn icos 100 500 40 000

La media aritmética general será:
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i*
2  of, nh 
“-1 680 000 

Ow =  ------------  =    =  136 000

2  (Yn — Y)2 nh
8 000

a l = ----------------------=   =  1600

El cálculo de los anteriores estadígrafos permite concluir que 
la variabilidad se debe principalmente a heterogeneidad en las 
remuneraciones dentro de los estratos y no así a diferencias en­
tre estratos; en otros términos las remuneraciones promedio de 
cada estrato, son bastante homogéneas ya que la intervarianza es 
pequeña, mientras que las remuneraciones dentro de cada estrato 
son muy heterogéneas puesto que la intravarianza es bastante 
grande. (Ver Anexo.)

e) Métodos abreviados de cálculo.
1) Primer método abreviado. Se trata de encontrar una fór­

mula que reduzca el volumen de operaciones; como en el 
caso de la media aritmética, la variable se expresará en 
términos de desvíos respecto de un origen de trabajo. Re­
cuérdese que:

2  (Y¡ — Y)2 n, 2  Z? n¡ 
1=1 1= 1

o2 =
n n

ya que

Zi =  Y, — Y

Si se desarrolla el cuadrado del binomio dentro de la sumato­
ria, se tiene:

m   m  _

2  Yf n¡ — 2Y 2  Y1n , 4 - n Y !i=i i=i
rr* —  _______________________________________O =

n

pero
m _
2  Yi =  nYi=l



luego,

m

2  Y¡ n¡
i=l _

a2  ------------------Y2
n

Observando la siguiente gráfica, resulta inmediata la deduc­
ción de la fórmula abreviada:

g r á f i c a  13

Z-i

I_______ I,---------- — .1---------i
Y 'o ° t  Y  Yi  Y 'm

i I _ i
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ZÎ =  Z. +  K 

Elevando al cuadrado

Zf =  i:\ +  2K Z, +  K2 

Ponderando por n¡

Zf n¡ =  Tl\ ni -f- 2K Z¡ ni +  K2 n¡

Aplicando sumatoria

ni m  m

2  Zf n, =  2  t\ n¡ +  2K 2  Zi ni +  n K2
i - l  1-1  i - 1

Pero la primera propiedad de la media aritmética decía:

m

2  Zi ni — 0 ,
luego

m  m

2  Z f n¡ =  2  Zf- n, 4- n K-
i=i m

pero

y

m

2  Z r H| =  n a2
i~l



m

nK =  2  Zf ni (en el cálculo abreviado de la media arit­
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mética).
Luego

2  Zf n,

o =
-

ii) Segundo método abreviado. Consiste, como se recordará, en 
expresar las desviaciones en términos de unidades de inter­
valo (dividiendo por la amplitud del intervalo).

Y . - Q t  =  =  z r

es decir que Zf =  c Z'f y remplazando en la fórmula anterior 
se obtiene:

i 2
i-l z r ‘ -  ( szrJ)

n v n /  /

En el siguiente ejemplo se podrá comprobar el ahorro de tiem­
po que significa la aplicación de estas fórmulas.

En el caso del primer método abreviado:

Im puestos por
contribuyente N ú m ero  de contribuyentes

Y'-x »-i y'i Yi « » A A 2” i

0 20 10 20 - 4 0 -8 0 0 32 000
20 40 50 15 - 2 0 -3 0 0 6 000
40 60 50* 10 0 0 0
60 80 70 8 20 160 3 200
80 100 90 5 40 200 8 0 0 0

58 — 740 49 200

• O , -  50.



Remplazando estos valores en la fórmula, se obtiene:

49 200 / — 740 \
<r = -------------( -------------) =  848.3 -  162.8 =  685.5

58 \ 58 )
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En el caso del segundo método abreviado se tiene:

Y'-»-i Y'i Y t « i z r Z f  » , Z f 2»  i

0 20 10 20 - 2 - 4 0 80
20 40 30 15 - 1 - 1 5 15
40 60 50* 10 0 0 0
60 80 70 8 1 8 8
80 100 90 5 2 10 20

58 - 3 7 123

* o t =  50.

Aplicando la fórmula respectiva:

a2 =  20- -  ( ^ y }  =  400 {2.12 -  0.407} =  685.5

4] Coeficiente de variabilidad

Tanto la varianza como la desviación típica tienen el inconve­
niente de los estadígrafos absolutos, ya que en el caso de indi­
caciones sobre dispersión, tiene mucha importancia no tomar en 
cuenta la posición de la distribución. Estos estadígrafos, sobre 
todo al comparar distribuciones, pueden deformar las conclu­
siones.

Obsérvense las dos distribuciones que aparecen a continuación. 

g r á f i c a  14
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Ambas distribuciones muestran la misma dispersión en torno 
a la media, es decir, tienen igual varianza y desviación típica; 
sin embargo, en términos relativos, una distribución donde el 
menor ingreso es 1 000 y el mayor es 1 100, es muclio más homo­
génea que otra distribución donde el menor ingreso es 100 y el 
mayor 200. En un caso la diferencia entre el mayor y menor in­
greso es 10%, mientras que en el otro es de 100%.

Surge, por consiguiente, la necesidad de disponer de un esta­
dígrafo que tome en cuenta la tendencia central de la distri­
bución. Se define así el coeficiente de variabilidad, como la razón 
entre la desviación típica y la media aritmética.

Y

En el ejemplo anterior, si ambas distribuciones tuvieran, por 
ejemplo, una desviación típica de 60, los coeficientes de varia­
bilidad serían:

CVt =  J ï L  =  —  =  0.4 =  40%
Ÿ1 150

o2 60
CV2 =  ------ =    =  0.057 =  5.7%

Ÿ,, 1050

Estos estadígrafos permiten llegar a conclusiones más realistas 
y ciertas.

El coeficiente de variabilidad, o desviación típica relativa como 
también se le llama, puede tomar valores tan grandes como se 
quiera, ya que no hay una relación de dependencia limitante 
entre a y Y. Por otra parte, en el caso de una distribución 
donde la media aritmética fuera negativa no tiene sentido con­
siderar el signo para calificar la dispersión. Por ello este esta­
dígrafo podría definirse como el valor absoluto del cociente entre 
la desviación típica y la media aritmética.

Puesto que las propiedades de la media aritmética y la desvia­
ción típica ya fueron analizadas, las propiedades del coeficiente 
de variabilidad serán el resultado de las propiedades de los indi­
cadores componentes.

Si bien es cierto que para calificar la dispersión de una distri­
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bución es más apropiado el coeficiente de variabilidad, de esto 
no debe deducirse que la varianza y la desviación típica carecen 
de utlidad; por el contrario, son muy útiles en el tratamiento de 
materias que se estudiarán posteriormente.

E . UTILIZACIÓN DE INDICADORES DE LA PROGRAMACIÓN

Con mucha frecuencia se escuchan quejas respecto de la escasez 
de informaciones estadísticas básicas para los países en vías de des­
arrollo. Admitida la deficiencia, es conveniente también recono­
cer que no siempre se hace un uso óptimo de la escasa infor­
mación disponible. Si se reconoce como etapa primaria durante 
un proceso de planificación la posibilidad de realizar diagnós­
ticos, será necesario destacar la enorme utilidad de la estadís­
tica descriptiva en lo que se refiere a caracterización de fenó­
menos en un momento dado. Por una parte, el diagnóstico 
requiere disponer de una perspectiva histórica sobre las varia­
bles estratégicas; por otra, esa misma perspectiva histórica debe 
complementarse con análisis cuantitativos en profundidad du­
rante períodos que presenten cambios de orientación y/o ritmo 
en las tendencias observadas, aparte de una cuantificación deta­
llada para el momento “cero” de un plan. Es para esos puntos 
para lo que el instrumental de estadística descriptiva debe ser 
puesto a disposición del analista. Se ha insistido sobre la urgente 
necesidad de contar con un juego de indicadores para las prin­
cipales variables; cada indicador mostrará una faceta de la varia­
ble estudiada, y un conjunto de ellos permitirá una adecuada 
e integral calificación de las variables que interesan para el 
diagnóstico.

En general, un conjunto de indicadores permite realizar aná­
lisis de consistencia; de ese modo puede llegarse a una primera 
evaluación acerca de la calidad y fidelidad de la información 
que se pretende utilizar.

TEMAS DE DISCUSIÓN

ludique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y justifi­
que su opinión.
1] En toda distribución con media nula el percentil 38 es igual, en 

valor absoluto al percentil 62.
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2] Las siguientes fórm ulas dan resultados exactam ente iguales para 
la m edia aritmética.

3] La m edia arm ónica d e  una constante es igual al recip roco  de la 
constante.

4] L os siguientes datos son consistentes.

5] Para que  la intenrçrianza fuese igual a la varianza, las medias 
d e  los estratos deberían  ser iguales.

6] En una d istribución  asimétrica, el va lor de la m ediana co in cide  
con  e l d e l segundo cuartil.

7] En una distribución  norm al tip ificada  el sexto percentil es igual 
a -0 .1 5 .

8] L os siguientes datos son consistentes:

11] E l núm ero d e  intervalos en  que  se clasifica una masa de datos, 
dep end e de la cantidad  d e  éstos.

12] La m oda es un  m ejor  in d icad or que la m edia aritm ética, porqu e 
es p o co  sensible a valores extrem os.

n m
2  X, 2  Y¡ n.

n n

h 2 =  0.4 h j =  0.2 H 3 =  0.8 n  =  50

n 4 =  5 Y  =  25 M u =  30

e l  =  780

Ÿ  =  150

C V  =  2 0 %

10] Los siguientes datos son consistentes:

m  =  6 hj =  0.2 lt4 =  0.2

H 2 =  0.6 H 3 +  H 4 =  1.9
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13] En una d istribución  norm al, d on d e  la m ediana es 8 y la m edia 
cuadrática 10, el coeficien te  d e  variabilidad será in ferior  al 50% .

14] Los siguientes datos son consistentes:

M g =  0 M „ =  - 1 0

15] La m ediana de una distribución  es 50. Si se m u ltip lican  los va­
lores de la variable p or  1.6, el va lor de la m ediana será 80.

16] Los siguientes datos son consistentes para una p ob la ción  div id ida  
en dos estratos de igual tam año.

Y1 =  10 Ÿ2 =  10

Oí =  8 o2 — 10

a 2 =  81 (varianza para toda la pob lación )

17] Si las edades de los alum nos siguen una distribución  norm al con  
m edia 28 y  desviación típica  2, la p rop orción  d e  alum nos m e­
nores a 23 años es de l orden  de 10 p o r  ciento.

18] En el sector servicios el sueldo prom edio  es d e  200 u. m. Si los 
varones constituyen el 70 p o r  cien to  de la p ob la ción  rem unera­
da, es factib le que  su ingreso p rom ed io  m ensual sea de 300 u. m.

19] D ada una p ob la ción  co n  una cierta varianza, la m agnitud de la 
intervarianza y de la intravarianza depende d e l criterio d e  estra­
tificación .

20] El va lor m od al está con d ic ion a d o  p o r  el núm ero d e  intervalos en 
que  se tabule una masa de datos.

21] Los siguientes datos son consistentes en  una distribución  simétrica.

R ecorr id o  intercuartílico: 80
Percentil N ”  80: 200
M edia aritm ética: 160

22] La m edia geom étrica de los valores de una variable m u ltip lica ­
dos p or  una constante, es igual a la m edia geom étrica  de la varia­
b le  original.

23] Los siguientes datos son consistentes:

m  =  5 S  Y ¡z n ¡ =  400 Y =  5
1=1

h 5 =  0.1 H 3 =  0.5 n 4 =  8

24] El valor m odal carece de adecuada representatividad, cu ando las 
frecuencias de los intervalos con tiguos al que  con tien e a este es­
tadígrafo, representan fracciones pequeñas del total de observa­
ciones.
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25] Si la varianza de los ingresos de los obreros de una industria es 
400, y la intravarianza y la intervarianza son iguales, estos compo­
nentes no alteran su participación relativa dentro de la varianza 
total si se reajusta a  todos los obreros en un 20% .

26] L a  desviación típica de las utilidades reinvertidas de las sociedades 
anónimas de cierto país, es de 2 5 0 0 0  unidades monetarias. Si sola­
mente se consideran las sociedades anónimas industriales, su des­
viación típica no podrá exceder de 25 000 unidades monetarias.

27] Al com parar las regiones A  y B, se tiene que las desviaciones tí­
picas de los ingresos familiares son de 600 y 450 unidades mone­
tarias respectivamente. Se puede concluir - en consecuencia, que en 
la región B  el ingreso está más uniformemente distribuido.

PR O BLEM A S PR O PU EST O S

1] Elabore una distribución de frecuencias de 7 intervalos, de modo 
que el coeficiente de variabilidad sea de 80% .

2] E l sector asalariado de una región ha sido dividido en dos estra­
tos; obreros y empleados. Se trataba de analizar los efectos de 
una política de redistribución de ingresos. Los datos disponibles, 
antes y después de aplicar tal política, fueron los siguientes:

Se le pide enum erar qué conclusiones le merece la política de 
redistribución tanto a nivel general como a nivel de estrato. Jus­
tifique sus opiniones, deduciendo aquellos estadígrafos que le pa­
rezcan pertinentes.

3] Compare el grado de heterogeneidad en los salarios de los obre­
ros de la construcción en dos países.

Antes Después

Coeficiente de variabilidad general
Y  (obreros)
Y  (empleados)
Proporción de obreros 

Ob

60%  50%
15 ?

? 30
0.6 0.6

150 24
225 144

Venezuela A rgentina

a =  650 bolívares cr =  50 000 pesos

Salario promedio anual: 1000 
dólares

T ip o  de cambio: 5 bolívares 
por dólar

Salario promedio anual: 780 
dólares

T ip o  de cambio: 350 pesos 
por dólar
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¿Qué podría concluir en cuanto a Ja distribución de ingresos en 
ambos países?

4] En cierta comunidad el impuesto total recaudado a 100 000 con­
tribuyentes durante el año 1966 fue de 13 millones de unidades 
monetarias. El coeficiente de variabilidad de los tributos indivi­
duales es de 120% , se sabe que hay 60 000 contribuyentes obreros 
que cancelaron en conjunto 3 millones de unidades monetarias. 
Calcule la intravarianza de esa población estratificada en obreros 
y no obreros, y com ente brevemente la homogeneidad de la dis­
tribución de los tributos.

5] El sector agrícola de un país se divide en dos estratos: cultivos 
intensivos y cultivos extensivos; respecto de los ingresos de los 
trabajadores del sector, se tienen los siguientes indicadores:

Y  =  100 u. m. CV =  50%  =  400

Se decide reajustar los ingresos de los trabajadores en 2 0 %  y 
darles además una bonificación de 30 u. m. a cada uno de ellos. 
Analice qué cambios en la distribución del ingreso provoca el 
reajuste.

E JE R C IC IO S

1] L a inversión real anual de un grupo de industrias pesqueras se 
detalla a continuación:

Miles de dólares

10 -  12 -  8  -  40  -  6  -  8 -  10 -  30 -  2  -  8 -  6 -  14
16 -  20 -  25 -  28 -  30 -  26 -  30 -  4 -  6  -  10 -  18 -  17
1 3 - 1 7 - 2 1 -  7 -  6 -  8 - 1 4 -  7 - 1 5 - 1 9 - 2 7 - 2 2  

0 -  14 -  6  -  8  -  9 -  11 -  13 -  15 -  18 -  20  -  30  -  60
12 -  6  -  5 -  5  -  6  -  8  -  7 -  12 -  15 -  36 -  39 -  52

Se pide:
a)  Form e una tabla de distribución de frecuencias, con ocho in­

tervalos de am plitud constante;
b) Calcule las frecuencias relativas;
c) Calcule las frecuencias absolutas y relativas acumuladas;
d) Represente gráficam ente la distribución de frecuencias (histo­

gram a y polígono de frecuencias) ;
e) Calcule los siguientes estadígrafos:

i) M edia aritm ética (datos originales y métodos abreviados) ;
ii) M ediana;

iii) M oda;
iv) Media armónica.
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2] Las distribuciones de ingreso d e  dos países son las siguientes:

País A Pais B

Ingresos anuales 
po r  

ha b .: dólares
Población

rem unerada

Ingresos anuales  
por 

ha b .: dólares
Población

rem unerada

80 - 1 0 0 30 000 60 -  90 10 000
1 0 0 -1 2 0 80 000 9 0 - 1 2 0 2 0000
1 2 0 -1 4 0 40 000 120 -  150 50 000
140 - 1 6 0 10 000 1 5 0 -1 8 0 20 000
160 -  200 4 000 1 8 0 -2 1 0 15 000
200 -  220 1000 210 -  240 10 000

240 -  270 4 0 0 0

a) Fundam ente, em p leand o e l cá lcu lo  d e  estadígrafos q u e  crea 
conveniente, el grado d e  desarrollo  com parado  d e  am bos países. 
¿Necesita adem ás otros antecedentes para ca lificar a estos paí­
ses co n  m ayor rigor?

b) C alcu le el ingreso p rom ed io  d e l 3 0 %  d e  la p ob la ción  d e  m a­
yores ingresos en  cada país. C om pare los resultados y  discuta 
sus conclusiones. R ea lice  e l m ism o cá lcu lo  para e l 4 0 %  d e  la 
p ob la ción  d e  m enores ingresos.

c) ¿Cuál es el ingreso prom ed io  d e  los dos países en con ju n to?
d) S u pon iend o que  el país B devalúa su m oneda en  3 0 %  y el 

país A  en  5 % , calcu le los nuevos ingresos prom ed io  en  am bos 
países.

3] E l ingreso p o r  habitante de un  país es d e  310 dólares al año; 
su sector obrero , q u e  constituye el 59 p o r  c ien to  d e  la p ob lación , 
percibe  1 /5  de l ingreso total. C alcu le el ingreso p o r  habitante 
d e  este sector.

4] U n  autom ovilista se d irige d e  Santiago a T a lca , ciudades qu e  dis­
tan 300 km  entre sí; los prim eros 200 km  los recorre a u na  v e lo ­
cid ad  de 120 k m /h ora  y e l resto a 80 k m /h ora . U tilizan do un 
estadígrafo d e  tendencia central, calcu le la ve locid ad  m edia.

5] La m edia aritm ética entre dos núm eros es 8 y  su m edia  geom é­
trica 2. C alcu le la m edia arm ónica.

0] Si la p ob la ción  d e  un  país es a l 31 d e  diciem bre d e  1950 de 
5 800 000 personas, y  al 31 d e  diciem bre d e  1960 d e  7 200 000, 
calcu le la p ob la ción  en  1955.

7] Si se tiene una d istribución  d e  frecuencias simétrica, con  6 in ­
tervalos de am plitud constante, y los siguientes datos:

n =  150 Y' =  60 n , =  n 4 - f  5
n :i =  30 Q , =  43.5

calcule el 69 decil
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8] L a  siguiente tabla de distribución de frecuencias representa los 
impuestos personales de un conjunto de profesionales.

Impuestos (u. m.) Profesionales
YU Y< n , (miles)

0 20 30
20 40 25
40 60 15
60 80 13
80 100 12

100 120 5

Se le pide que:
a) Calcule la varianza p or los tres métodos que conoce.
b) Calcule el coeficiente de variabilidad.
c) Si se cobra un impuesto adicional de 5 u. m. por persona, 

¿cuál es la desviación típica?
d) Si se reajustan los impuestos por persona en 20% , ¿cuál es la 

varianza?
9] El C. V. de los ingresos de 200 empleados de una compañía es 

57 por ciento. Después de reajustar, según ley, todos los sueldos en 
E °  11, este C. V. es ahora de 50 p or ciento. Sin embargo, la 
gerencia fija un sueldo mínimo de E °  71. Antes del reajuste, 
había 35 personas que tenían un sueldo medio de E °  40  y todos 
ellos ganaban menos de E °  60; con la nueva política de la ge­
rencia, sus sueldos serán elevados a E °  71. Determine la cantidad  
de dinero que necesitará mensualmente la compañía, para pagar 
los sueldos después de hacer efectivos los reajustes.

10] En una distribución de frecuencias se m ultiplican los valores de 
variable por 3, y se obtiene una media aritm ética de 54; si se 
suma 5 a los valores de la variable, se obtiene una media cua­
drática de 24. Calcule el coeficiente de variabilidad de la dis­
tribución.

11] Se clasificó a los trabajadores de un mineral en dos categorías: 
mayores y menores de 25 años, y se extrajo la siguiente infor­
m ación:

Número de Productivi­ Desviación
obreros dad media típica

**h Yh O»

Mayores de 25 años 200 40 70
Menores de 25 años 300 60 40

Calcule la varianza de todos los obreros del mineral.
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12] L a media aritm ética y la desviación típica de los porcentajes de 

reinversión de utilidades de las empresas constructoras son de 40%  
y 20%  respectivamente. Si se supone que esta variable sigue apro­
xim adam ente una distribución norm al,* se le pide que
a) Calcule cuál es el porcentaje de empresas que reinvierten más 

del 7 0 % ;
b) Calcule el porcentaje de empresas que reinvierten entre 20 y 

50% ;
c) Calcule cuál es la proporción de empresas que reinvierten cuan­

do mucho 85%  de sus utilidades.
18] Se sabe que los consumos familiares en bienes esenciales, están 

relacionados con los consumos familiares de energía eléctrica me­
diante la función:

C. Es. =  4.5 C. En. - 5

Si la media aritm ética y la desviación típica de los consumos de 
energía se estiman en E °  40 y E °1 5  respectivamente, calcule el 
coeficiente de variabilidad de los consumos esenciales.

SO LUCIÓ N  D E E JE R C IC IO S

1] Dado que el menor valor es 0, el máxim o 60, y se especifican 8 
intervalos de amplitud constante, se clasifican los datos en la si­
guiente form a; quedan así resueltas las partes a, b y c.

y / _  y<1 t-j 1 » nl *1 H.t\ H¡ t Ar, t

0 - 8 21 2 1 /6 0 2 1 /6 0 21 6 0 /6 0 60
8.1 -  16 17 1 7/60 3 8 /6 0 38 3 9 /6 0 39

1 6 .1 - 2 4 9 9 /6 0 4 7 /6 0 47 2 2 /6 0 22
2 4 . 1 - 8 2 8 8 /6 0 5 5 /6 0 55 13 /60 13
3 2 . 1 - 4 0 3 3 /6 0 5 8 /6 0 58 5 /6 0 5
40.1 - 4 8 0 0 5 8 /6 0 58 2 /6 0 2
48.1 - 5 6 1 1 /60 5 9 /6 0 59 2 /6 0 2
56.1 -  64 1 1 /6 0 6 0 /6 0 60 1 /6 0 1

60 1

Obsérvese que la amplitud del primer intervalo, es ligeramente
superior a la del resto.

* Véase infra el anexo sobre distribución normal.
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d) La representación gráfica sería la siguiente:

15

10

16 2 4  32 4 0  48 5 6  6 4 Y¡

e) Los valores de los estadígrafos serian los siguientes:
i) Media aritmética; existen varias alternativas 

— datos originales

2  X,i=i
X  =

967

60
16.12

— Marcas de clase

, ? l Y ‘ n ‘
Y  — ■ J 2 V ,  h ,

912
—  —  152

n 60

Yi h Y i h {

4 21 /60 84 /60
12 17/60 2 04 /60
20 9 /6 0 180/60
28 8 /6 0 224 /60
36 3 /6 0 108/60
44 0 0
52 1 /60 5 2 /60
60 1 /60 60 /60

912 /60

— M étodos abreviados 

H aciend o O t =  20
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Y i «i
4 21 -1 6

12 17 - 8
20 9 0
28 8 8
36 3 16
44 0 24
52 1 32
60 1 40

Z\ n, 2? zr »,

-336 -2 -42
-136 -1 -17

0 0 0
64 1 8
48 2 6
0 3 0

32 4 4
40 5 5

60 -288 -36

Por el primer método abreviado

s z ;  n. / —288 \
Y =  Ot -]------- --— -  =  20 - f  [ -----  } =  20 -  4.8 =  15.2

n \ 60 /

Por el segundo método abreviado
2Z ? n, / -3 6  \

Y =  Ot - f  c   ----   == 20 -f- 8 [ --------) =  20 -  4.8 =  15.2
n \ 60 /

ii) Mediana:
n

 Nk-1
Me =  YU  +  Ck -------------

n 60
— =  — =  30. La menor frecuencia acumulada que su- 2 2
pera este valor es N2 =  38; luego en el segundo intervalo 
estará comprendida la mediana. (Véase tabla 1.1.)

3 0 -2 1  72
M. =  8 +  8 ------------ =  8-1---------  12.23

17 17
iii) Moda: Puesto que la frecuencia máxima corresponde al pri­

mer intervalo, se presenta un caso particular.

CL H].,. 8 • 17
M„ =  Y¡U +  - Í - tal -  =  — —  =  8

n k -i +  n k+i 17

Nótese que este estadígrafo adquiere el valor del límite 
superior del primer intervalo, porque no existe intervalo 
inferior.
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.iv) M edia arm ónica

Y, 4.00 12.00 20.00 28.00 36.00 44.00 52.00 60.00

« i
n ./Y «

21.00
5.25

17.00
1.41

9.00
0.45

8.00
0.28

3.00
0.08

0.00
0.00

1.00
0.02

1.00
0.01

Ma
n 60

8

2] a) U n  prim er in d icador es el ingreso prom ed io  (la p ob la ción  se 
expresa en  m iles de personas).

Pais A Pais B

Y< -1 *-i -y 'i Yi « i Y i « i Y'. -1 «-i -y 'i y  i « i % 2 ?  « i

8 0 - - 100 90 30 2 700 6 0 - -  90 75 10 - 2 - 2 0
1 0 0 --  120 110 80 8 800 9 0 - -  120 105 20 - 1 - 2 0
1 2 0 --  140 130 40 5 200 1 2 0 --1 5 0 135 50 0 0
1 4 0 --1 6 0 150 10 1 500 1 5 0 --1 8 0 165 20 1 20
1 6 0 --2 0 0 180 4 720 1 8 0 --2 1 0 195 15 2 30
2 0 0 - -2 2 0 210 1 210 2 1 0 - -2 4 0 225 10 3 30

2 4 0 - -2 7 0 255 4 4 16

165 19 130 129 56

2  Y, n¡ 19 130
YA ~ —  —  115.94

n 165

SZ'f n, 56
Y „ =  O t +  C  -------------- - —  135 4- 30 —  148.02

n 129

U n prim er in d icio  que  el país B tendría m ayor grado de des­
arrollo, está dad o  p or  el m ayor valor de su ingreso p or  habitante; 
sin em bargo, es necesario calcu lar otros estadígrafos y con ocer  otro  
tipo  de in form aciones, para calificar aproxim adam ente am bas situa­
ciones.

El cá lcu lo  d e  los valores m odales ya indica que  la d iferencia  entre 
am bos países, n o parece tan im portante com o lo  indicarían  los in ­
gresos prom edios.
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Ck nk+1 2 0 - 4 0
M- =  Y 'k_t +  — - -  -  100 +  — —  =  111.4

A «k-! +  nk+i 70

M dB =  135 corresponderá con  la marca de clase q u e  tiene la

frecuencia m áxim a, puesto q u e  los intervalos con tiguos tienen igual 
frecuencia. N o  se puede pretender resum ir una situación tan com ­
ple ja  en un  par de estadígrafos, pues cada in d icador constituye un 
análisis parcial de aquello  que  es susceptible de cuantificación .
b) Se trata de acum ular las frecuencias hacia arriba, hasta com p le ­

tar el 3 0 %  d e  n. C om o las frecuencias n o  co in cid en  perfectam ente 
con  esta cifra, se hace necesario d iv id ir  e l intervalo de manera 
q u e  la frecuencia acum ulada N ¡ f  sea e l 3 0%  de n.

País A
n == 165 

0.30 n =  49.5

La frecuencia absoluta deberá ser 34.5 para satisfacer las con d i­
ciones del problem a; 34.5 representa el 86.25%  de 40 y en esta 
p rop orción  se d iv ide  e l intervalo, qued and o

Y< -  Y'1 »-i 1 » « i Y» y  i n v

122.75 -  140 34.5 131.38 4 532
1 4 0 .0 0 -  160 10.0 150.00 1 500
1 6 0 .0 0 -2 0 0 4.0 180.00 720
200.00 -  220 1.0 210.00 210

49.5 6 962

-  6 962 
Y a

49.5
=  140.6

País B

Siguiendo el m ism o proceso se llega a la siguiente tabla.

Y'. — Y'-1 i-1 1 i n , yi Y i ” ;

1 6 5 .5 -1 8 0 9.7 172.7 1 675.2
1 8 0 .0 -2 1 0 15.0 195.0 2 925.0
2 1 0 .0 -2 4 0 10.0 225.0 2 250.0
240.0 -  270 4.0 255.0 1 020.0

38.7 7 870.2
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7 870.2

Para el 4 0 %  de la población de ingresos menores, el procedi­
miento es similar, se llega a las siguientes tablas estimadas.

País A

YU -Y'i ni Yi
8 0 - 1 0 0 30 90.0 2 700

1 0 0 - 1 0 9 36 104.5 3 762

66 6 4 6 2

6 4 6 2
=  97.9

Pais S

p . _  Y<* * -i * t « i Yi Yi»i
6 0 -  90 10.0 75.0 750.0
9 0 - 1 2 0 20.0 105.0 2  100.0

1 2 0 - 1 3 3 21.6 126.5 2  732.4

51.6 5 582.4

5 582.4

i v  tr* ■ , \ nA ^A +nBc) Y (Conjunto) —  ---------------------------- =
nA ~hnn

_  (165) (115.9) - f  (129) (148.0) _  ^  

294

d) L a  devaluación implica una tasa de cambio más alta, en moneda 
dd país por dólar. Luego, para el país A:
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Para el país B

77

M  T  Y ¡ - 1  =  — -  M  [Y ,] == — Î—  • 148.02 =  141.0 
L 1.05 J 1.05 L 1.05

8] Se sabe que

Ingreso total 

P ob lación
=  Ingreso p o r  habitante

Y
_  =  310 
P

Para el sector obrero , el ingreso p or  habitante será 

1 /5  Y
Y (obrero) =  -------------

0.59 P

pero  Y  =  310 • P, luego

1 /5  ( 3 1 0 .  P) 62
Y  (obrero) =  ——  ------------- =    =  105.08

0.59 • P 0.59

4] El estadígrafo in d icado es la m edia arm ónica

n  300 720
Mu =   =    =    =  103

n , 200 100 7

T20"*"8 íT

5] Sean x  e y los núm eros:

x +  y—-  =  8 
2

Vr y =  2

2 2 2xy xy  4 1
M h

1 _j_ 1 x +  y x +  y x+y 8 2
x  y x y  2
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6] Si se supone un crecimiento exponencia] a una tasa constante, 
es factible aplicar la media geométrica, que dará la población a 
mitad del período.

Mg =  y 5 .8  . 7.2 =  -y/41.76 =  6.459

7] Los datos disponibles, pueden disponerse así en una tabla de fre­
cuencias.

Y<1 t - i Y 'i «i N ¡ E stad íg ra fos

Y ' Y', " l N,
Y ' V'2 t i j  +  5 N2 Qj =  43.5
Y' 1  2 Y» 30 75
Y'1 3 Y'4 30 N„
Y'< 60 n6 +  5 n 5

60 y ;
n« 150

150

Recuérdese que la distribución es simétrica y, por lo tanto,

n i  =  n6 ;; n2 =  n5 ; n3 =  n4 =  30

Se sabe que

«1 +  n2 - f  n3 =  7 5  

ni „ !  +  5 +  30 =  75

nt =  2 0  luego 

n2 =  25

Se trata de encontrar el valor de la amplitud del intervalo Ck.
Para ello

n
 Nk-1
4

Qi =  Y' +  Ck ---------------
nk

Para determinar en qué intervalo se halla Qj, debe verse cuál
n

es la menor frecuencia acumulada que supera a —  =  37.5. Se

comprueba que es N2 =  45; luego Q t estará dentro del segundo
intervalo:



37.5 -  20
Qi =  Yí 4- Ck ------------

1 1 k 25
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Pero
Y ' =  Y ' +  4 Ck =  60

Luego
Yí =  60 -  4 Ck 

y remplazando en la fórmula de Qx, se tiene:

17.5
43.5 =  60 -  4 Ck 4 -  Ck -----  =  60 -  4 Ck - f  0.7 Ck

25

3.3 Ck =  60 -  43.5 =  16.5

16.5

La distribución quedará asi;

Y U Y< «i N i

35 40 20 20
40 45 25 45
45 50 30 75
50 55 30 105
55 60 25 130
60 65 20 150

Una vez completada la tabla, se calcula inmediatamente el 6 ? decil.

6n
 N*.,10

D6 =  Y U  +  Ck ----------------
nk

Para determinar k, será necesario calcular la menor frecuencia 
6n

acumulada que supere a —  =  90. Se comprueba que es N4.

9 0 - 7 5  75
D„ =  Y4 +  5  =  50 4 --------=  52.5

30 30
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8] a) Una fórmula para el cálculo de la varianza es

n

y  i «i Y i »  i I i  «i

1 0 30 300 3000
30 25 750 22 500
50 15 750 37 500
70 13 910 63 700
90 1 2 1080 97 200

1 1 0 5 550 60 500

4 340 284 400

-  4 340 
Y

10 0
=  43.4

0a =
284 400

-  (43.4) 3 =  2 844 - 1884 =  960
10 0

Utilizando métodos abreviados con O t = 50 se tiene

Z'i Z\ zr Zf( n, 2 f  «i

- 4 0 - 1  20 0 48000 - 2 - 6 0 12 0
- 2 0 -5 0 0 1 0 0 0 0 - 1 - 2 5 25

0 0 0 0 0 0

2 0 260 5 200 1 13 13
40 480 19 200 2 24 48
60 300 Í8 000 3 15 45

-6 6 0 100400 - 3 3 251

2  2 ?  n, / E Z Í n ,  y  100400

°  n \ n /  10 0

l'ambién

(2 5 1  'I
400 < — :------ 0.11 > 960

IlOO )

b) El C. V. es



O V96Õ 31C. V. =  _  =   -----  ==   =  71.4%
43.4 43.4

Y

c) Recuérdese que

V [Y. -f K] =  V [Y¡]

V [Y, -f  5] =  V [Y,] =  960

Luego,
0 — 31

d) Recuérdese que

V [K Yj] =  K* V [Yj]

V [1.2 Y,] =  1.44 V [Y¡] =  1.44 (960) =  1 382.4

9] Los datos son

— =  0.57 (1)
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Y

o

Y 11
0.50 (2)

ya que.

Luego,

M [K .+  Y ,] =  M [Y,] +  K 
V [K +  Y ,] =  V [Yj]

a a= 0.57 Y remplazando en (2) 

0.57 Y =  0.50 (Ÿ +  11) 

0.07 Ÿ =  5.5 

Y =  78.6 (antes del reajuste)
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Además, esta media estaba compuesta por dos grupos: 35 perso- 
' ñas con ingreso medio de 40 y 165 personas con ingreso de Ylt 
que se obtendrá de

-  =  35 (40) +  165 (Y,)
200

78.6 (200) =  1 400 -f 165 Yt

15 720- 1400 14 360
Y, =  -----------------------   =    =  87

165 165

Las nuevas medias aritméticas después de los reajustes serán:
El primer grupo de 35 personas tendrá un ingreso promedio de 

E° 71.
El segundo grupo de 165 personas tendrá un ingreso medio de 
E° 98 (87 +  11).
La cantidad de dinero necesaria será:

C. D. =  35 (71) +  165 (98) =  2 485 +  16170 =  18 655

10] Los datos son:
M [3 Y,] =  54 

Mc [Y, +  5] =  24

Luego
M [3 Y,] =  3 M [YJ =  54

M [YJ =  18

r s Y ?  n , ~l%M0 [YJ =  | _ _ _ ]

MC [Yt +  5] «  .  24

S (VI n. +  10 Y, n, +  25n,) =  ^

2  Y\ n, 2  Y , n,JÍL-Í L 4- 10 - 4- 25 =  576



SY'I n¡
   (- 10 (18) =  551
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2Yf nt
_ — i- =  371

Siendo

o2 =  SY* — — Y2 =  371 -  324 =  47 
n

a =  6.86 
6.86

C. V. =  -----  =  38.11%
18

Aplicando las propiedades de la varianza, es posible llegar al mis- 
rtio resultado:

V[Y¡] =  V[Y, +  5] =  M* -  (Ÿ 4- 5)2 =  242 -  232 =  47

11] La descomposición de a2 en <j| y o* es útil para llegar al va­
lor de la varianza del conjunto

2  (Ÿh —Y)2 nh 2oJ nh
o = = -------------------------1---------------

Será necesario calcular Y:
-  _  2Y hnh _  40 (200) +  60 (300) _

n 500

(40 -  52)2 200 -f- (60 -  52)2 300 4 900 (200) -)- 1 600 (300)
o2 = ------------ 500 1 500

288 +  192 9 800 +  4 800 15 080
o2 =  ------!---------1------------!----------  =    =  3 016

5 5 5

Ÿ =  0.4 

a =  0.2

12] Los datos son:
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o) Se tendrá que estandarizar el valor 0.7:

0.7-0.4
1.5

Luego en la tabla se ve que

P (t, >  t0) =  P (t, >  1.5) =  0.5 -  0.433 == 6.7%

b) Estandarizando ambos valores se tiene

0.2-0.4 0.5-0.4
=  0.5

0.2

P (‘« ^  ‘i <  t,) =  P (-1 ^  t¡ ^  0.5) =  0.341 +  0.195 =  53.6% 

c) Estandarizando se tiene

P (t, ^  t„) =  P (t, ^  -0.25) =  40.1%

13] Si la función es

C. Es. =  4.5 C. En. -  5 

aplicando el operador media se tiene:

M[C. Es.] == 4.5 M[C. En.] -  5 

remplazando valores

M[C. Es.] =  4.5 140] -  5 =  175 

Aplicando el operador varianza:

V[C. Es.] =r- (4.5) * V[C. En]

V C. Es. =  20.25 [225] =  4 556 

El coeficiente de variabilidad será:

175
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ANEXO: DISTRIBUCIÓN NORMAL

85

Una de las más utilizadas, dentro de las distribuciones teóricas 
de variable continua, es la llamada distribución normal o de 
Gauss. Se trata de una distribución simétrica, unimodal y asin- 
tótica al eje de las abscisas. Numerosas variables que se analizan 
en la investigación socioeconómica corresponden o se aproximan 
a la distribución normal.

La expresión matemática de esta distribución es la siguiente:

y la representación gráfica de una distribución normal particu­
lar es la siguiente:

GRÁFICA 16

Si se desea que el área encerrada por la curva sea igual a 1, 
bastará con integrar la función entre — oo y -j-oo, igualar el 
resultado a 1 y despejar el valor de c.

f (*)

x
M  d 
M e

(' f(x) dx =  o c y2jt =  1

1

a
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Luego, la expresión matemática de la distribución normal o 
función de densidad cuando el área que ella encierra es igual 
a la unidad, es:

1 - K ( f
i (x) =  ---------- e v ’

o \Z2re

La anterior expresión muestra que una distribución normal 
está completamente determinada cuando se especifica el valor 
de su media aritmética y de su desviación estándar.

Si se obtiene la primera derivada:

F =  -  ~  (x -  x) • f(x)
02

igualando a cero, resultó evidente que el único punto máximo 
se verifica para x =  x. Se trata entonces de una distribución 
unimodal donde coinciden la mediana, la moda, y la media arit­
mética.

Si se obtiene la segunda derivada:

se encuentra dos puntos de inflexión igualando la anterior ex­
presión a 0,

x =  x ±  o

Geométricamente la desviación estándar es la distancia que 
hay entre el eje de simetría y un punto de inflexión.

Toda vez que se desee encontrar el área encerrada por la curva 
normal entre dos puntos cualesquiera, sería necesario integrar la 
respectiva función entre los límites deseados; existen tablas es­
tándar donde ya se han realizado los cálculos de las integrales. 
Es necesario, para hacer uso de dichas tablas, expresar previa­
mente la distribución particular que se tenga, en términos de 
una variable tipificada, definida de la siguiente manera:
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X  —  X
t =  -------

donde esta nueva variable tiene media 0 y desviación típica 1. 
En efecto,

M

aplicando las propiedades de la media aritmética

1
M [t] =  — [M (x ) -  X] =  0

0

Por otra parte,

v " - v r a

aplicando propiedades de la varianza

1 o2
■ V [t] =  —  V [*] =  —  =  1

a- a-

En consecuencia, el área encerrada en una distribución normal 
tipificada N[0, 1] será

1 .* " i !  •  f e a dt
V 2 Í

ya que
x — x 

t =  -------
o

dx =  a dt

En cualquier texto de estadística aparecen los valores tabula­
dos de la distribución normal tipificada; una manera muy co­
rriente de tabularla es la siguiente:
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Variable tipificada 
l

Área comprendida entre Oyt 
f ‘ f<‘)dt

0.00 0.000
0.05 0.020
0.10 0.040
0.15 0.060
0.20 0.079
0.25 0.099

0.50 0.195
0.60 0.226
0.80 0.288
0.90 0.316
1.00 0.341
1.20 0.385
1.50 0.433
1.60 0.445
2.00 0.477
2.50 0.494
5.00 0.499

oo 0.500

Es necesario tener cuidado en el uso de estas tablas y cer­
ciorarse de que los limites de la integral correspondan con lo que 
se desea. Asi, hay tablas en las cuales se tabula el valor del 
área entre —t y -f-t, que corresponderán al doble de área de la 
tabla mostrada como ejemplo. Se decía que una vez especificados 
los valores de la media aritmética y la varianza, queda total­
mente determinada la función.

Ejemplo: Admítase que las edades de los participantes de un 
curso siguen aproximadamente una distribución normal, con me­
dia 25 años y desviación típica 5. Con estos dos datos será posible 
calcular la proporción de alumnos en cualquier tramo del eje 
de las abscisas.

Para encontrar la proporción de alumnos con más de 29

i
'\
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años de edad, previamente se tendría que tipificar este va­
lor. Sea x0 =  29

Si se observa la tabla de páginas anteriores se tiene que el área 
entre 0 y 0.8 es de 0.288; luego la proporción de alumnos con 
mas de 29 años será:

P (x¡ >  29) =  P (t¡ >  0.8) =  1 -  (0.50 -f 0.288) =  0.212

Donde P indica proporción o probabilidad. Si se quisiera ha­
llar la proporción de alumnos que tienen edades entre 22 y 26 
años, sería necesario tipificar previamente cada uno de estos va­
lores;

Sean x„ =  22 y x, =  26

2 2 -2 5  2 6 -2 5
t0 =  ---------- =  -0.6 t, =  ------- - =  0.25

5 5

Recuérdese que la distribución es simétrica y que 

P (t >  t,) =  P (t <  - t x)

O sea que

P (0 >  t >  -0.6) =  P (0 < t < 0.6) =  0.226

P (0 <  t <  0.25) =  0.099

Sumando las dos áreas se concluye que el 32.5% de los alum­
nos tienen edades comprendidas entre 22 y 26 años.
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NÚMEROS ÍNDICE

A. E L  P RO BLE M A  GENERAL

Cuando se define un número índice como un indicador de la 
tendencia central de un conjunto de elementos que generalmente 
se expresa como porcentaje, se advierten las limitaciones de todo 
estadígrafo.

El uso cotidiano que se hace de este instrumento obliga a
plantear previamente algunas de sus limitaciones. Es muy útil
no olvidar que se trata de un indicador que pretende reflejar el 
comportamiento de ciertas variables en forma aproximada; en 
consecuencia no se trata de una medición exacta. Por otra parte 
es necesario establecer que un número índice plantea una com­
paración, ya sea en el tiempo o en el espacio, respecto de un
punto de referencia denominado base del índice.

A medida que se vayan introduciendo los distintos conceptos 
que se refieren al conjunto de los números índice, se profun­
dizarán estos planteamientos primarios, ya que la experiencia 
aconseja que el estudiante tenga ciertas reservas a medida que 
avanza en este terreno, para evitar posteri irmente una utiliza­
ción indiscriminada y sin las aludidas reser'as.

B . CLASES DE NÚM EROS ÍNDICE

Fundamentalmente, dentro de la estadística económica, interesa 
disponer de indicadores sobre precios, cantidades y valores.

Un índice de precios será un indicador que refleje la varia­
ción de los precios de un conjunto de artículos entre dos mo­
mentos en el tiempo o dos puntos en el espacio; es el caso de 
un índice de costo de vida.

Un índice ele cantidades será un indicador que refleje la va­
riación en las cantidades de un conjunto de productos entre dos 
momentos en el tiempo o dos puntos en el espacio; por ejem­
plo, un índice de producción industrial.

Por último, un índice de valor indica la variación en el valor 
total de un conjunto de productos entre dos momentos en el

[90 ]



tiempo o dos puntos en el espacio; ejemplo, índice de ventas 
comerciales.
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C. FÓ RM U LA S DE CÁLCULO

Ocurre que, cuando se trata de analizar la variación, por ejem­
plo, en el precio de un solo artículo, no es necesario un indi­
cador especial, basta con expresar la variación en términos por­
centuales.

Ejemplo;

P er ío d o P rec io  d e l  b ien R e la c ió n  p o rc en tu a l

1960 20 10 0
1961 25 125
1962 26 130
1963 30 150

Tomando como punto de referencia el precio del año 1960, y 
asignándole el valor 100, se calculan, por una regla de tres 
simple, los índices correspondientes a los otros períodos; así, pue­
de decirse que el precio del bien entre 1960 y 1965 ha experi­
mentado un alza de 50%. El cálculo de un índice, cualquiera 
que sea éste, referido a un solo bien, no necesita, pues, de un esta­
dígrafo especial.

El problema de los números índice surge cuando se desea ave­
riguar las variaciones de precios o cantidades de un conjunto de 
artículos; considérese el siguiente ejemplo;

P rec io s
B ien es  1960 1964

A (metro) 10 15
B (quintal) 10 0 140
C (litro) 50 60
D (tonelada) 8 6

168 2 2 1

Para resumir el incremento en los precios de este conjunto de 
artículos, una primera solución consistiría en sumar los precios
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en ambos períodos y establecer la variación porcentual entre 
ambos agregados; de esa manera se llegaría a calcular un índice 
agregativo simple. Si se considera el año 1962 como base, se tiene:

1960 1964

168 221100 =  ------  • 100 131.5 =  -----  • 100
168 168

Podría concluirse que el conjunto de estos precios ha variado 
en 31.5% durante el período. Sin embargo, el método tiene dos 
serias limitaciones; por una parte, estará afectado por las uni­
dades a que estén referidos los precios, y por otra, considera 
igualmente importantes los cuatro bienes, cuando el B puede 
ser trigo y el bien D comino; no se discrimina, si se emplea 
este método, la importancia relativa de cada articulo. En cuan­
to a las unidades de medida, considérese el ejemplo anterior, 
y supóngase que el precio del bien B se refiere al quintal de 
trigo; si se tuviera el precio del kilo el resultado del índice 
sería distinto:

B ien es 1960
P rec ios

1964

A (metro) 10 15
B (kilo) 1 1.4
C (litro) 50 60
D (tonelada) 8 6

69 82.4

Asignándole siempre a 1960 el valor 100 como base del índice, 
se tiene que, para 1964, el índice agregativo simple es ahora de 
119.42 (100 ■ 82.4/69). Se llega a un resultado distinto sin que 
haya habido variación de precios alguna respecto del caso an­
terior, excepto que en ambos períodos se tomó un precio referido 
a una unidad distinta.

Por lo que toca a este problema, es posible evitarlo calculando 
precios relativos. Se asigna a los precios de cada uno de los ar­
tículos en el período base, el valor 100 y por regla de tres sim­
ple, se calculan los correspondientes al período para el cual 
interesa conocer el índice.

Si se observan los ejemplos anteriores, se tendrá:
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B ien es 1960
P rec io s

1964

A 10 0 150
B 10 0 140
C 10 0 1 2 0
D 10 0 75

Obsérvese que en el bien B, sea cual fuere la unidad de me­
dida, el incremento de su precio es de 40%. Pero aunque en 
este método denominado de cifras relativas se subsana el pro­
blema de las unidades, persisten otros problemas que exigen so­
lución: en primer lugar, la elección de un indicador de tenden­
cia central. Se tienen los precios relativos para 1964, pero es 
necesario resumirlos por medio de un estadígrafo de posición: 
media aritmética, mediana, etc. Todos ellos conducirán, en ge­
neral, a resultados distintos. ¿Cuál de ellos admitir? Si bien en 
cada caso particular habrá un estadígrafo adecuado que satisfaga 
las necesidades de representatividad que se tenga, en general se 
utiliza la media aritmética, principalmente por la facilidad que 
implica su manejo algebraico. Es necesario cuidar que no hayan 
valores extremos que distorsionen el estadígrafo. En el último 
ejemplo, si se toma la media aritmética, el índice para 1960 será 
de 100 y el de 1964 de 121.25, es decir, el conjunto de artículos 
habrá experimentado un alza de 21.25% en el período. Obsér­
vese que la conclusión está referida al conjunto, pues se trata 
de un promedio. Cada bien en particular acusa variaciones dis­
pares en sus precios, e incluso el bien D muestra decrecimiento.

En consecuencia, tomar cifras relativas salva el inconveniente 
de las unidades de medida, pero aún subsiste el problema de la 
ponderación, ya que a cada artículo debe asignársele la impor­
tancia debida.

Tomando como punto de partida los precios relativos se en­
sayarán algunos criterios de ponderación, para obtener los índices 
más usuales en la investigación económica.

Si los precios relativos

£ i
Po

donde p„ es el precio en el período dado y p0 el precio en el 
período base, se ponderan por los valores del año base: p0 q0,
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se obtiene la conocida fórmula de Laspeyres para precios 
(IPL), es decir:

La sumatoria se extiende a todos los artículos considerados en 
el índice. Como en todo promedio aritmético, se divide por la 
suma de las ponderaciones.

Un índice de precios de Laspeyres debe interpretarse como el 
nivel que alcanzan los precios en un año dado, respecto de un 
año base al que se asigna el valor 100, considerando las mismas 
cantidades del año base en ambos períodos; en otras palabras, 
se trata de percibir la variación en los pretios de una canasta 
de productos elegidos en el año base y que permanece inalterada 
durante los períodos sucesivos.

Este índice, por lo tanto, tiene un significado bien concreto. 
El supuesto que la canasta de productos realmente no registre 
variáciones significativas, es otro problema; es el analista quien 
deberá determinar si el supuesto se cumple o no, y por lo tanto, 
juzgar la conveniencia de utilizar un índice de Laspeyres.

Por otra parte, si los precios relativos —, se ponderan por va-
Po

lores híbridos: p0 qn, se tiene el índice de precios de Paasche 
(IPP), que también se utiliza con frecuencia:

Obsérvese que ahora los {necios están multiplicados por las 
cantidades del año que se calcula (qn). Por este hecho un ín­
dice de precios de Paasche debe interpretarse como la variación 
de los precios de un conjunto de productos, suponiendo cons­
tantes las cantidades del año dado; en otros términos, la canasta 
de productos que se considera, es la del período que se calcula 
y se toma esta misma canasta pata el año base.

Respecto de los índices de valor, por el significado simple que 
tienen, no requieren deducciones especiales, ya que son sencilla­
mente el resultado de la división entre los valores del año que 
se calcula y el año base.

2 —  • p„ q0
2 p „ q 0 

2  p0q02  Po qo

2  pnq„ 
2  p0qn2 p o q „
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2 P„ qBIV
2  po qo

A continuación se considerará un ejemplo donde se calcularán 
los índices presentados:

A ñ o  0 A ñ o  1 A ñ o  2
A rtícu los P 9 P 4 P 9

A 10 4 1 2 5 2 0 3
B 4 3 4 3 5 3
C 8 10 8 1 2 7 15
D 20 2 30 2 40 3

p: precio; q: cantidad.

No hace falta el cálculo en el año 0, base del índice, ya que 
coinciden precios y cantidades:

Po = Po y q» =q0
Para los índices de Laspeyres se tiene:

I P L  ( , ñ „  1) =  =  =  ™  =  1 1 M
2  p0 q0 40 +  12 +  80 +  40 172

2 p 2q0 80 4- 15 +  70 +  80 245
IPL (año 2) = •— — — =  -— —-—-----—  =  ----  =  142.4

v ' 2 p 0q0 40 +  12 +  80 +  40 172

Para los índices de Paasche, suponiendo siempre el año 0 como 
base del índice:

2  Pl qt 60 +  12 +  96 +  60 228
IPP (año 1) =  — — -  =  ---- —---- —    =    =  115.2

v 2  po qi 5 0 +  12 + 9 6  +  40 198

2p ,q ,  6 0 +  15+  105 +120 300
IPP (año 2) =  -------  = ---------------------------  = -----  =  135.1

v ' 2p«q2 3 0 +  12+ 120 +  60 222

El índice de valor:

2  p! Qi 60 +  12 +  96 +  60 228
IV (año 1) =  - = - —---- —---- —  =    =  115.1

2  po q0 4 0 +  12 +  80 +  40 172



2  p., q, 60 +  15 +  105 4- 120 300IV (año 2) =  =  — - ---- —------ —------- =    =  174.42  po q0 4 0 +  12 +  80 +  40 172
En el siguiente cuadro puede apreciarse la diferencia entre las 

indicaciones de uno y otro índice
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A ñ os IP L
In d ic e s

IP P IV

0 10 0 .0 10 0 .0 10 0 .0
1 116.3 115.2 115.1
2 142.4 135.1 174 4

Puede apreciarse que el IP L crece más que el IPP. En el pri­
mero se considera constante la canasta de productos del período 
base; en cambio, en el segundo, se considera constante la ca­
nasta de productos del período en que se calcula el índice. Por 
lo tanto ambos índices indican la variación promedio de los 
precios bajo supuestos diferentes; sin embargo, es muy frecuente 
confundir el significado de estos indicadores, porque no se con­
sideran los supuestos de uno y otro.

Con referencia a los índices de caqtidad, es necesario hacer el 
mismo tipo de consideraciones, ya que se presentan problemas 
similares; unidades de medida, ponderaciones, etcétera.

Siguiendo el mismo criterio de los índices de precios, puede 
obtenerse el índice de cantidades de Laspeyres (IQL).

Z —  -p.q. _
IQ L — q "

2  po 2  qo Po

El índice de cantidades de Paasche será (IQP).

2 ----- * qo Pn

IQ P =  q° 2 q “ P“
2 q 0 p„ 2 q 0 pu

Mientras el IQ L representa la variación en las cantidades su­
poniendo constantes los precios del período base, el IQP repre-
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senta la variación de las cantidades suponiendo constantes los 
precios del período calculado. Nuevamente se insiste sobre la 
necesidad de no descuidar estos supuestos, cuando se interpreta 
un índice.

Las fórmulas presentadas son, como se dijo, las de uso más 
frecuente. Hay una cantidad extraordinaria de fórmulas de índi­
ces que se diferencian unas de otras según los factores de pon­
deración utilizados. Por razones de brevedad sólo se mostrarán 
las más conocidas.

Marshall - Edgeworth para precios

iPM =  2  p- (q»+ q°)
2po (qo +  q„) 

índice de precios de Keynes
IpK _  S Pn (q0 A q„) 

2  p« (q„ A q„)

donde el signo A es ínfimo y quiere indicar que se tome la 
menor de las cantidades que están a sus costados.

La llamada fórmula “ideal” de Fischer para precios, que es 
la media geométrica de los índices de Laspeyres y de Paasche.

IPF =  VffL  ■ IPP =
2  p0 q0 2  p0 q„

En estas últimas fórmulas, bastará remplazar p por q, para 
obtener las fórmulas correspondientes a índices de cantidad.

D. PRU EBA S SOBRE LOS NÚM EROS ÍNDICE

Irving Fischer, quien plantea la fórmula por él llamada ideal, 
propuso pruebas para calificar los números índice.
1] Prueba de reversión de factores
La prueba se basa sobre un criterio de analogía: lo que es cierto 
para un producto debiera ser cierto para un conjunto de ellos. 
Así, para cualquier artículo se tiene que:

precio X  cantidad =  valor
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Las fórmulas de Laspeyres y Paasche no satisfacen esta prueba, 

como puede verse a continuación.
IPL  X IQL IV, en efecto
2 Pn qo 2 qn Po 2 pn (Jn
2 p0 q0 2 (Jo Po 2 po (Jo

IPP X IQP ¥* IV
2 p„ q„ 2 q„ p„ 2 p» q„

¥=2 p0 q„ 2 q0 pn 2 p« q0

La fórmula de Fischer sí satisface esta prueba
IPF X IQP =  IV

/  2 pn q0 2p„qn\ « /2 q „ p 0 2 gn pn \ * _  2p ngn
\ 2 po q0 2  po qn / \ 2 q0 p0 2 q0 p„ /  2  p0 q0

Simplificando términos semejantes se tiene:
2 Pn qn _  2  pn qn 
2 p» q0 2  p0 q0

Sin embargo, esta prueba también se satisface con una combi­
nación de índices de precios de Laspeyres y cantidades de Paas­
che o viceversa, como se comprueba a continuación:

IPL X IQP =  IV
2 Pn qo 2 qn Pn 2 Pn qn
2 po qo 2 qo pn 2 po qo

IPP X IQL =  IV 
2 pn qn 2 qn Po 2 pn qn
2 p» q„ 2 q» p0 2  p0 q0

Estas dos últimas relaciones merecen retenerse, porque se uti­
lizan con frecuencia.
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Nuevamente el criterio de analogía; si el precio de un producto 
es en el período “a” de 40 y en el período “b” de 50, en el 
primer período se observa que el precio es el 80% del que se 
da en el período “b”, y en éste el 125% del precio del período 
“a”. Lógicamente el producto de estos porcentajes debe dar 1, 
es decir;

2] Pruebas de reversión temporal

Po pn
Esta prueba no la cumplen las fórmulas de Laspeyres y 

Paasche.
En efecto:

IPLb, » X IPLa> 1
donde el primer subíndice indica el período que se calcula y 
el segundo el período base.

S p bq a  S p a q b l
2  Pa qa 2  Pb qs

IPPb,a • IPPa,b ¥= 1
s  Pbqb 2  Paga j
2  pa qb 2  Pb qa

La fórmula de Fischer sí cumple la prueba 
IPFb, a X  IPFa,b =  1

/  2  Pb q» 2  pb qb \ K /  2  Pa qb 2  Pa qa J
\  2  pa q» 2  Pa qb /  \  2  pb qb 2 p bqa /  _

3] P ru eba  circu lar

Si el precio de un producto es de 10 en el primer período, de
12 en el segundo y de 18 en el tercero, se comprueba que en
el segundo periodo el precio es 120% del precio en el primero
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y en el tercer período 150% del precio en el segundo. En con­
secuencia el precio del tercer período es 180% del registrado 
en el primero:

(120%) (150%) =  180%

La prueba circular no la cumple ninguna de las fórmulas ana­
lizadas. Suponiendo tres períodos para IPL se tiene:

ip l 3> 2 ip l 2, j ip l 3. x

donde el primer subíndice indica el período que se calcula y 
el segundo el período base.

2  p3q3 2p=qi 2 p 3qi
2  p=q3 2  p, qt 2  pi qi

Esta relación sólo se cumpliría en el caso que 

q3 =  q2 =  q3 (para todos los artículos).

Sin embargo, la relación planteada se cumple en forma apro­
ximada cuando no existen diferencias significativas en las can­
tidades durante los distintos períodos.

El lector podrá comprobar que ni la fórmula de Paasche ni 
la de Fischer cumplen la prueba circular, pudiendo seguir el 
mismo proceso dé comprobación realizado para la fórmula de 
Laspeyres.

Respecto de estas pruebas, es conveniente aclarar que la exis­
tencia de índices que no las cumplan no justifica dejarlos de 
lado; interesa más el significado concreto del índice, teniendo 
en cuenta sus alcances y limitaciones. Es así como la fórmula 
ideal de Fischer, que satisface las pruebas por él planteadas, no 
es susceptible de ser claramente interpretada, ya que se trata 
de la combinación de dos índices que, si por separado adquieren 
cabal significado, al combinarlos ofrecen dificultades para su in­
terpretación.

E . BA SE DE UN N Ú M ERO  ÍNDICE

Al definir un número índice se ha destacado que se trata de una 
comparación de dos momentos en el tiempo o dos puntos en el
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espacio. El momento o punto con respecto al cual se establece 
la comparación recibe el nombre de base de un índice y se le 
asigna el valor 100, para analizar las variaciones porcentuales. 
Respecto de la elección del período base hay que tener siempre 
presente el objetivo que se persigue con el índice; en general 
se estima que el período base debe ser un período normal. Cabe 
preguntarse qué se entiende por normalidad en estos casos, cuan­
do en los países en desarrollo los cambios son muy frecuentes 
y la anormalidad es un denominador común. T al vez al definir 
el período base fuese más sensato pensar en un período du­
rante el cual no existan accidentes o cambios violentos. Por lo 
demás, será necesario cambiar la base del índice cuando los 
supuestos planteados pierdan validez a medida que pasa el tiem­
po; es el caso de los índices de costo de vida, cuya base debe 
modificarse toda vez que la estructura de consumo presente cam­
bios significativos con respecto de la admitida en el período base.

Sobre este mismo asunto, será necesario distinguir dos tipos 
de base: base fija y base variable. Los índices de base fija son 
aquellos que mantienen como base un período fijo de referencia, 
en tanto que los índices de base variable son aquellos que tienen 
como base el período inmediatamente anterior. Con un índice 
de base fija puede calcularse el correspondiente de base variable 
y viceversa; los resultados, en general, diferirán de los que se ob­
tendrían a partir de los datos originales, ya que las fórmulas 
usuales no cumplen con la prueba circular.

Ejemplo: Supóngase que el índice de Laspeyres para los precios 
de los materiales de construcción sea el siguiente:

I n d ic e  
base 1960  =  100

1 9 6 0 1 0 0

1 9 6 1 1 1 0

1 9 6 2 1 2 0

1 9 6 3 1 4 4

1 9 6 4 1 8 0

1 9 6 5 1 9 0

E l correspond iente índ ice de base variab le  sería:
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Ín d ic e  d e  ba se  v a r ia b le

1960
1961 110.0
1962 109.1
1963 120.0
1964 125.0
1965 105.5

Otra operación que es muy usual respecto de los índices de 
base fija es la del empalme; se trata, como indica su nombre, 
de empalmar índices con base distinta. Obsérvese el siguiente 
ejemplo, donde se tiene un índice para el período 1956-1959 con 
base 1956, y otro índice de 1959 a 1962 con base 1959, y se pre­
tende tener una serie para todo el período 1956-1962.

A ñ os
ín d ic e  

base  1 9 5 6 = !  100
ín d ic e  

ba se  1959 =  100

1956 100
1957 120
1958 150
1959 180 100
1960 110
1961 132
1962 150

Mediante una sencilla regla de tres, puede completarse cuales-
quiera de las dos series 
durante todo el período.

, para tener el movimiento del índice

ín d ic e ín d ic e
A ñ os base 1956  =  100 base  1959 =  100

1956 100.0 55.6
1957 120.0 66.7
1958 150.0 83.3
1959 180.0 100.0
1960 198.0 110.0
1961 237.6 132.0
1962 270.0 150.0
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Debe advertirse que este tipo de empalmes significa sólo una 

aproximación que puede ser muy defectuosa, dependiendo de la 
similitud de las bases y de sus supuestos. En todo caso, es posible 
recurrir a estos empalmes siempre que se tenga conciencia de sus 
limitaciones.

F. UTILIZACIÓN DE LOS NÚM EROS ÍNDICE

Un número índice indica la evolución de precios, cantidades y 
valores, para un conjunto de productos. Prestan en consecuencia 
la utilidad inmediata de reflejar la tendencia de los cambios y 
ritmos de los conceptos señalados. Ese solo hecho ya justifica su 
cómputo y su periódica utilización en la investigación socioeco­
nómica. Sin embargo prestan además otros servicios sobre los 
que es conveniente hacer algunos comentarios.
1] L a  d e f l a c t a c i ó n *

Las alteraciones en los sistemas y niveles de precios que se pre­
sentan dentro de la actividad económica originan dificultades 
en la comparación de valores monetarios que corresponden a 
períodos distanciados. No es mucho lo que se puede deducir 
de la comparación de valores nominales, es decir, de valores 
expresados en unidades monetarias de distinto poder adquisi­
tivo. Para poder llegar a conclusiones válidas acerca del com­
portamiento de una variable que represente “valor”, será nece­
sario expresar los montos monetarios nominales en unidades 
homogéneas; esta transformación recibe el nombre de deflacta­
ción, y con ella se pretende eliminar, exclusivamente, el efecto 
de alteraciones en los precios.

E] proceso de deflactación exige disponer de un índice de­
flactor, es decir, de un indicador que proporcione una pauta 
de las alteraciones en los precios que tengan relación con la va­
riable que se pretende deílactar. Es de fundamental importancia 
recordar que no existe un índice deflactor único; cada variable, 
en rigor, debería tener un deflactor adecuado. La disponibili­
dad de sólo un reducido número de índices de precios, hace que 
éstos sean utilizados indiscriminadamente para una serie de pro­

*  Se em p leará  el neologism o “d e fla c ta c ió n " p ara  in d icar la  m etod ología 
de transform ación  de valores expresados en  precios corrien tes a valores en 
precios constantes; e l p rop ósito  es lim ita r  el em p leo  de "d e fla c ió n ” para c a ­
racterizar con  esta ú ltim a exp resión  e l fenóm eno econ óm ico  opu esto  a la 
in flació n .
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pósitos; aunque este hecho puede adolecer de errores conceptua­
les, muchas veces se justifica el procedimiento, porque interesa 
conocer un orden de magnitud antes que un valor exacto, siem­
pre que se tenga conciencia de las limitaciones del método. En 
todo caso, aun dentro de las escasas disponibilidades de índices 
de precios, es posible llegar a soluciones aceptables, ya sea eli­
giendo racionalmente un índice de precios como deflactor o com­
binando y ponderando en forma adecuada dos o más índices; 
este último procedimiento, si bien puede no conducir a solu­
ciones ideales, por lo menos puede representar una disminución 
de las posibles distorsiones.

Antes de profundizar este problema de la deflactación, cuando se 
desea transformar unidades monetarias heterogéneas (unidades de 
cada período) en unidades monetarias homogéneas (unidades 
del período base), y permitir de este modo la comparación en el 
tiempo, el primer recurso al cual se apela, es expresar los mon­
tos monetarios nominales en unidades de moneda extranjera de 
valor más o menos estable; dólares, libras, etc. Mas sobre este 
procedimiento caben algunas objeciones. Los gobiernos tienen 
instrumentos que les permiten fijar los tipos de cambio con las 
monedas extranjeras en forma arbitraria (arbitraria para los fi­
nes que aquí se comentan) y que en general no representan las 
alteraciones en los niveles de precios. En Chile hay una expe­
riencia reciente; en el transcurso de menos de dos años, la unidad 
monetaria chilena llegó a sufrir una fuerte devaluación (de E° 1 053 
en noviembre de 1962 a E° 3 400 en abril de 1963, por dólar 
norteamericano tipo de cambio corredor). Si un valor dado en 
escudos se expresase en dólares en ambas fechas, podría con­
cluirse que entre los dos períodos mencionados dicho valor se 
redujo a la tercera parte; si bien esto puede ser cierto para una 
persona que va a gastar sus ingresos en Estados Unidos, no lo es 
para quien efectúa sus desembolsos en Chile, porque durante ese 
período ningún índice de precios propiamente tal ha sufrido un 
aumento de 200 por ciento.

Por otra parte, una segunda objeción a este procedimiento con­
siste en el hecho de que aun las economías más estables pueden 
sufrir cierto grado de inflación. Los dos argumentos expuestos 
descalifican, en general, la conversión a unidades monetarias ex­
tranjeras como una alternativa de la deflactación. La mecánica 
de la deflactación implica dividir los montos monetarios nomi­
nales por el índice de precios elegido como deflactor adecuado; 
y su explicación podrá encontrarse en la siguiente regla de tres. 
Si en el año n se tiene un valor nominal VNn y un índice de
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precios lP n, ¿cuál sería este valor expresado en unidades mone­
tarias de igual poder adquisitivo que las del año base? En otros 
términos, ¿cuál sería este valor si el índice de precios no hubiera 
variado?

El planteamiento queda así reducido:
IP„ . . . VNn
100 . .  . x

VNx =  ----  • 100 =  Valor realIP„
Desde otro punto de vista, se justifica la deflactación pensan­

do en los componentes de un valor: precio por cantidad
Indice de precios X cantidad =  Valor (100)

Valor (100)Cantidad =    — Valor realíndice de precios
Ahora bien, la evolución de las cantidades en el tiempo está 

libre, por así decirlo, de influencias monetarias directas, y muestra 
la evolución física, real, de una serie, que es precisamente lo que 
de pretende con la deflactación.

Los valores reales así obtenidos, están expresados en unidades 
monetarias que tienen un poder adquisitivo correspondiente al 
año base del índice deflactor.

Con referencia a este último planteamiento, es necesario dis­
tinguir dos tipos de base. Se llamará base propiamente tal al 
período que corresponde al diseño del índice, donde se perfila 
la muestra, se establecen las ponderaciones, etc. Por otra parte, 
se utilizará la expresión “base aritmética” para referirse a cual­
quier período, que por transformación lineal se le haya asignado 
el valor 100. Los cambios aritméticos de base implican hasta 
cierto punto una arbitrariedad que puede originar algún tipo 
de perturbaciones al establecer las comparaciones. Sus efectos se­
rán tanto mayores, cuanto más distante sea la base propiamente 
tal del índice deflactor. Cuando hay consenso de que los supues­
tos de la construcción y diseño del índice siguen siendo válidos, 
los cambios aritméticos de base no introducirán deformaciones 
significativas; por ello, antes de deflactar será necesario decidir
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de qué año serán las unidades monetarias en que interesa ex­
presar los valores reales. Es recomendable, si se cumple la con­
dición de constancia de los supuestos de la construcción del 
índice, expresar los valores nominales en unidades monetarias 
del año más reciente, lo que se consigue mediante un índice 
deflactor que tenga como base el último año en el sentido cro­
nológico. La utilidad de la sugerencia anotada, radica en el he­
cho que el investigador tiene una visión reciente y tal vez objetiva 
del sistema de precios imperante, por lo que es probable que 
la obtención de conclusiones quede facilitada. Es necesario desta­
car que un proceso de deflactación conduce a valores reales que 
pueden tener dos interpretaciones: una expresión física o un 
poder de compra. Una variable monetaria está compuesta por 
una suma de valores del tipo 2pn q„; si esta serie se deflacta 
por un índice de precios de los productos considerados en la 
serie nominal, el residtado será una expresión física de la serie. 
En efecto, utilizando un índice deflactor de Paasche, se tiene:

Valor nominal 2  p„ n„
----------------- =  --------- =  2 po q„IPP 2p n qn

2  p0q„

El resultado es evidentemente un quantum, es decir, cantida­
des del período n, valorizadas a precios del período base. Si se 
hubiera deflactado por un índice de precios de Laspeyres, se 
tendría:

Valor nominal 2  p„ q„
IPL 2 pn q0

2 p« q0

=  IQP • 2 p0 q0

Resultado que equivale a proyectar un valor en el período 
base, a través de un índice de cantidades tie Paasche. También 
representa una evolución física de la serie, aunque con conno­
taciones diferentes al caso anterior. Cabe hacer notar que cuan­
do se desea llegar a una expresión física rigurosa, sólo existe 
un tipo de deflactor adecuado: el que contienen los productos 
incluidos en la serie nominal.

Por otra parte, cuando se quiere obtener un poder de com­
pra, es necesario especificar qué uso se tiara a un monto mone­
tario ; de esta manera, si el sueldo de un empleado en diferentes
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períodos se deflacta por un índice de precios al consumidor, el 
resultado sería un poder de compra en términos de la canasta 
de productos elegida en el índice deflactor. Si el sueldo de dicho 
empleado se deflacta por índice de valores bursátiles, el resul­
tado será un poder de compra en términos de acciones y bonos. 
El uso que se dará a un monto monetario es el que determina el 
tipo de poder de compra resultante.

Resumiendo esquemáticamente se tiene:

Q u á n tu m

P o d e r  d e  c o m p r a

A continuación y a título de ejemplo se presentan los resulta­
dos de un proceso de deflactación:

A ñ os

S u e ld o  d e  un  
em p le a d o  

(u . ot. d e  c ja ñ o )

A

ín d ic e  d e  p rec io s  
a l co n su m id o r  

(b a se  1963 =  100)

B

S u eld o  re a l  
(u . m . d e  1963) 

A
_  • 10 0  
B

1958 409 36.5 1 096
1959 480 50.6 946
I960 600 56.5 1 062
1961 680 60.9 1 117
1962 720 69.3 1 039
1963 900 10 0 .0 900

La deflactación presentada implica haber elegido como de­
flactor el índice de precios al consumidor. Tal vez de los valo­
res reales no pueda deducirse, en forma categórica, que el em­
pleado haya sufrido una merma de esa magnitud en su poder 
de compra; lo que hubiera ocurrido si dicho empleado gastara 
todo su ingreso en la forma que lo hace el empleado típico ele­
gido como padrón en el índice de precios al consumidor. Si 
dicho empleado sólo gasta en manutención el 60 por ciento de 
sus ingresos y el 40 por ciento restante lo dedica, por ejemplo, 
a la construcción de una vivienda, la deflactación se realizaría
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en dos partes: la primera parte (60%) se deflactaría por el 
índice de precios al consumidor y el saldo debería deflactarse 
por un índice de precios de insumos de la construcción; de esta 
manera se obtendría la expresión real de su poder de compra, 
en términos del uso que dará a sus ingresos.

Cuando se ha realizado una deflactación, es necesario tener pre­
sente que los valores reales así obtenidos son simplemente apro­
ximaciones, que serán tanto mejores cuanto más representativo 
sea el índice de los precios que se cancelarán con el monto mo­
netario. Esto no quiere decir que sea indispensable "construir” 
índices si no se dispone de los más adecuados; sólo se pretende 
destacar la necesidad de seleccionar los índices disponibles, y 
en todo caso, tener presente las limitaciones que acuse una de­
flactación obligada por un índice que no sea el mejor. Es res­
ponsabilidad de los organismos autorizados y de los principales 
usuarios la elaboración de índices de precios de la actividad eco­
nómica.

La deflactación, mecánicamente es un asunto trivial, pero la 
elección de deflactores adecuados requiere mucha atención. Véase, 
por ejemplo, qué sucede con los índices de producción y ventas 
industriales de Chile.* Observando las cifras siguientes debe ad­
mitirse que no existe la concordancia que debería existir, tam­
poco se encuentran razones que expliquen la diferencia; aunque 
es muy probable que el desajuste radique en la calidad del 
deflactor utilizado, antes que en las variaciones de existencias.

P er io d o

ín d ic e  d e  p ro d u c  ion  
in d u stria l  

f ía s e  1919 =  100

ín d ic e  d e  ven tas  
in d u stria les  rea les  
f ía s e  1959 =  100

1959 10 0 .0 10 0 .0
1900 103.5 98.3
1901 1 0 0 .1 1 1 0 .0

1902 113.8 127.7
1903

Enero 108.4 120.9
Abril 12 2 .2 129.8
Agosto 1 1 2 .8 132.1

* César Molestina, “Los índicos de producción industrial manufacturera 
y ventas reales industriales. Un comentario acerca de su comportamiento”, 
mayo de 1903.
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De la simple observación de- estas series surgen las contradic­

ciones anotadas. Si se admite que el índice de producción in­
dustrial es un indicador confiable, el índice de ventas sería el 
que adolece de defectos. Estos defectos pueden deberse a dos 
causas no excluyentes: que el índice de ventas nominales no sea 
lo suficientemente acertado, por errores inherentes o ajenos al 
muestreo, o que el deflactor utilizado no tiene la relación apro­
piada con los precios de los bienes industriales, o una combina­
ción de ambas causas.
2] El deflactor implícito del producto bruto

No es necesario citar la imperiosa necesidad que hay de dispo­
ner de un sistema de contabilidad social expresada en precios 
constantes; en este sentido se tratará principalmente la .deflac­
tación del producto bruto.

Es importante aclarar la idea de deflactor implícito. Éste apa­
rece como resultado de un proceso de deflactación cuando se 
trata de cumplir con alguna restricción; se presenta principal­
mente cuando una variable global ha sido desglosada en com­
ponentes, con el objeto de identificar un índice deflactor ade­
cuado con cada componente. En estos casos la restricción aparece 
como suma de componentes que reproducen la variable global; 
es necesario agregar que el deflactor implícito se origina en el 
hecho que la restricción (muchas veces definición) debe ser sa­
tisfecha tanto en valores nominales o corrientes como en valores 
reales o constantes; entonces se dice que el proceso de deflacta­
ción es coherente. El deflactor resultante de una deflactación 
coherente se denomina implícito, porque justamente está implícito 
en el cumplimiento de la restricción.

Supóngase que X, Y y Z representan valores sujetos a la res­
tricción:

X -f Y -(- Z =  W

restricción que se satisface en valores corrientes. Si además se de­
sea que esta restricción sea satisfecha en valores constantes, se tiene:

X +  Ÿ +  Z =  W

donde la barra sobre el símbolo se utiliza para indicar que se 
trata de valores reales, es decir, que



110 NÚMEROS ÍNDICE

IPX
*

YY =  -------IPY
ZZ =  ------IPZ

La suma de X -j- Y -f- Z reproduce el valor real de W, es 
decir, W. ¿Cuál deberá ser el deflactor de W para que el valor 
real resultante W coincida con la suma de X Y Z? En 
efecto, se tiene que

w
IPX IPY IPZ IPW 

Basta con despejar IPW  de la anterior relación:

IPW = W
1 1 1 

XIPX IPY IPZ
Se comprueba que el deflactor implícito IPW es el promedio 

armónico de los deflactores componentes, donde los factores de 
ponderación son justamente los valores nominales; otra forma de 
calcular el deflactor implícito es comparar W que se obtiene 
como suma de X +  Y -f- Z con W.

WIPW  =  ----
W

Para determinar el deflactor implícito del producto bruto, 
habrá que pensar previamente en alguna definición. Si la res­
tricción es del siguiente tipo:

P =  C 4 - I  +  E - M
se determinarán los deflactores para consumo, inversión, expor­



UTILIZACIÓN 111
taciones e importaciones y se obtendrá como suma el producto 
real (P).

M
IPM

según esta restric-

deflactor implícito 
deflactores compo­

nentes.

l i l i
------------ C -I------------ I -I-------------E --------------MIPC IPI IPE IPM

<rSi la restricción fuera de otro tipo, por ejemplo que la suma 
de los valores agregados sectoriales rep oducen el producto bruto, 
se tendrá otro deflactor implícito sujeto a la restricción pro­
puesta. Habría que discutir previamente posibilidad de encon­
trar deflactores adecuados para el valor agregado; una alterna­
tiva, por cierto muy discutible, es deflactar el valor agregado de 
cada sector, por los precios de los bienes que el sector produce. 
El resultado sería un poder de compra de los valores agregados 
sectoriales, en términos de los bienes que produce cada sector. 
Puede argumentarse en favor de este método, sosteniendo que 
la contrapartida física del valor agregado es justamente la can­
tidad de bienes producidos, sin embargo, la justificación es en 
extremo débil. En todo caso, en los cursos de Contabilidad So­
cial se muestran las ventajas y desventajas de este y otros métodos 
de deflactación. Para ilustrar, en seguida se detalla este proce­
dimiento. Si se desea llegar a expresiones reales, cada rama de 
actividad debería deflactarse por un índice de precios relacio­
nado directamente con dichas ramas de actividad. Así el valor 
agregado por el sector industrial, debería deflactarse por un ín­
dice de precios tie bienes industriales; el valor agregado por el 
sector agropecuario, se deflactaría por un íntlice de precios de

C I EP = ---------- 1-------------|----------IPC IPI ^  IPE
El deflactor implícito del producto (DI), 

ción, estará dado por la relación
PDI =  ----
P

Puede verificarse al mismo tiempo que el 
es equivalente a la media armónica de los
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bienes agropecuarios. De esta manera se obtendrían valores reales 
en cada rama que representaría una aproximación a la evolución 
física de lo producido por cada sector. Sumando los valores reales 
de todas las ramas de actividad, se tendría el producto bruto 
en términos reales; y comparando los productos brutos en valores 
nominales y reales se obtiene el llamado deflactor implícito del 
producto, que no es otra cosa que un índice general promedio 
de los precios que rigen en la actividad económica.

PN¡j el producto nominal del sector “i” en el año “j”. 
ll’ij el índice de precios del sector “i” en el año “j”. 
PR ij el producto real del sector “i” en el año “j”. 

De la deflactación resulta

Si se suman todos los productos reales por sector en un año 
cualquiera “j”, se tiene el producto bruto real en el año “j ”.

donde i =  1, 2, . . .  L representa el número de sectores con­
siderados. Por otra parte, el producto bruto real PRj se obtiene 
deflactando el producto bruto nominal P N j ,  por el deflactor 
implícito DIj, conceptos todos referidos a un período j, es decir:

Sean:

L
P R ,  =  2  P R i j  =

‘  i- l

P R P N j
• 100DL

Remplazando en la igualdad anterior, se tiene

DI
PNj

Despejando DIj
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DI j
PN,  

P N ¡  j

que justamente corresponde con la definición de media aunó- 
nica de los deflactores sectoriales, considerando como ponderacio­
nes los productos nominales de cada sector, ya que

i,
PNj  =  2  P Nhi=l

A continuación se presentará un ejemplo para ilustrar el pro­
ceso de deflactación de los productos sectoriales.

Supóngase que la actividad económica ha sido dividida en 
cuatro sectores para los cuales se dispone de las siguientes infor­
maciones:

P ro d u cto  n o m in a l
(u n id a d es  m on eta r ia s  co rrien tes )

S ectores 1960 1961 1962

M inería 200 300 400
Agricultura 300 350 400
Industria 200 250 300
Servicios 500 600 700

Producto bruto nom inal 1 200 1 500 1 800

In d ic e s  d e  p rec io s  (b a se  1960 = 100)

Productos mineros 100 130 150
Productos agrícolas 100 110 120
Productos industriales 100 120 130
Servicios 100 110 120

Deflactando el producto de cada sector, por el índice de pre­
cios correspondiente, se tendrá los productos reales de cada sector:



P roducto  real
(unidades m onetarias constantes de 1960)
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Sectores 1960 1961 1962

Agricultura 200 230.8 266.7

Minería 300 318.2 333.3

Industria 200 208.3 230.8

Servicios 500 545.5 583.3

Producto bruto real 1 200 1 302.8 1414.1

Para calcular el deflactor implícito, recuérdese que 

D Ij _  PN l 1001 P R j

1960 1961 1962

Deflactor implícito 100 115.1 127.3

Como se demostró, estos valores equivalen a los promedios ar­
mónicos de los índices deflactores.

Con respecto a la deflactación del producto bruto es conve­
niente advertir que puede prestarse a presentaciones caprichosas, 
según sea la base de los índices deflactores. En otras palabras, 
el producto bruto real mostrará distintas tasas de crecimiento 
según sea la base de los deflactores. Aparentemente esto no ten­
dría por qué ocurrir, ya que un cambio aritmético de la base 
del índice deflactor no debería afectar las variaciones reales en 
el producto bruto. Mediante un ejemplo que pretende exage­
rar la situación antes que representar un hecho real, se ilustra 
este planteamiento.

Para abreviar, supóngase que la actividad económica ha sido 
dividida en dos sectores: primario y secundario. Los datos son 
los siguientes:
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P ro d u cto  b ru to  n o m in a l  
(u. m . co rrien tes )

1956 1962

Sector primario 1 000 1 600
Sector secundario 1 000 1 800

ín d ic e s  d e fla c to r e s  (ba se 1956 =  100)

Sector primario 10 0 1 1 0
Sector secundario 10 0 300

Si se calcula el producto brutó real, en precios constantes de 
1956, se tiene:

P ro d u cto  b ru to  n o m in a l
(u. m . con stan tes)

1956 1962

Sector primario 1 000 1 450
Sector secundario 1 000 600

2  000 2 050

Entre ambos años el crecimiento es 2.5 por ciento, si se com­
puta el producto en precios de 1956. Si aritméticamente se cam­
bia la base de los deflactores y en consecuencia el producto se 
computa a precios de 1962, se llega a una variación porcentual 
diametralmente opuesta.

Los nuevos índices deflactores (con base en 1962) serán los 
siguientes:

ín d ic e s  d e fla c to r e s  (b a se  1962  =  100)

Sector primario 91.0 100
Sector secundario 33.3 100

Deflactando los productos nominales, por los índices anterio­
res se tiene:
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P ro d u c to  b ru to  rea l  
(u , ot. con stan tes)

Sector prim ario 1 100 1 600
Sector secundario 3 000 1 800

4 100 3 400

Puede observarse un decrecimiento de 17 por ciento en el 
mismo periodo. Nótese que para los sectores, considerados en 
forma aislada, no ocurre esta incompatibilidad, la que sólo se 
presenta cuando se comparan sumas de sectores con crecimientos 
nominales distintos y cuyos respectivos deflactores también mues­
tran variaciones desiguales. Los resultados serán tanto más con­
tradictorios, en uno y otro caso, cuanto más distintos sean los 
índices deflactores y mayores sus variaciones. Lo que ocurre es 
que se está sumando valores que no son rigurosamente homo­
géneos, dados los cambios aritméticos de la base de los índices. 
Los resultados a que se ha llegado no deben sorprender si se 
piensa en la limitación de los mencionados cambios de base. 
Por otra parte, la estructura del producto bruto nominal es dis­
tinta en ambos períodos. En el primer caso los dos índices de­
flactores son iguales a 100 en 1956 cuando tanto el sector pri­
mario como el secundario aportan un 50 por ciento del pro­
ducto bruto cada uno. En el segundo caso los dos índices de­
flactores son iguales a 100 en 1962 y el sector primario apor­
ta con un 47 por ciento al producto y con 53 por ciento al sector 
secundario. Por esta razón no se presentan las inconsistencias 
anotadas para los sectores considerados en forma aislada, y sí, 
en cambio, se presentan al comparar sumas deflactadas por ín­
dices distintos. La inconsistencia será tanto mayor cuanto más 
distintas sean las variaciones de los deflactores.
3] La proyección sobre la base de indices de cantidad

Un procedimiento corrientemente utilizado para proyectar el 
producto bruto real por sectores, es el basado sobre índices de 
cantidad. Consiste en hacer variar el producto de un período 
dado conforme al índice de producción correspondiente. De esta 
manera, si se sabe que para 1962 el producto generado por la 
industria fue de 5 000 unidades monetarias de ese año y se dis­
pone del índice de producción industrial para los años 1962 a



1965, se puede suponer que habrá correspondencia entre las va­
riaciones de dicho producto sectorial y del índice de cantidad.
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In d ic e  E stim ación
P ro d u cto  d e  p rod u c- d e l  p ro d u c to
in d u stria l c ión  in d u stria l in d u stria l

A ñ os (p re c io s  d e  1962) (b a se  1962 —  100) (p rec io s  d e  1962)

1962 5 000 10 0 5 000
196.3 — 198 5 400
1964 — 12 0 6 000
1965 — 135 6 750

Este tipo de estimaciones, para breves períodos parece jus­
tificado, pero no hay que perder de vista que el índice de pro­
ducción muestra más bien las variaciones de la producción glo­
bal antes que las del producto (valor agregado); la metodo­
logía de estimación presentada tiene como supuesto la constancia 
en los coeficientes de insumo producto, constancia que puede no 
ser real en una época caracterizada por tanto cambio tecnológico.

G. ÍNDICES DE COM ERCIO EX TER IO R

Para abordar el intercambio de bienes y servicios con el resto del 
mundo, es indispensable cuantificar indicadores acerca de pre­
cios, cantidades, valores, etc., relacionados con exportaciones e 
importaciones; el tipo de problemas que en estos casos debe en­
frentarse, son los inherentes a los números índice, más algunas 
precauciones que deben tomarse por circunstancias que atañen 
al comercio exterior.
1] índices de precios

En general es necesario homogeneizar los datos básicos, ya que 
no siempre están sujetos a criterios uniformes de valuación: pre­
cios CIF, FOB, precios expresados en monedas diferentes, valores 
nominales de retorno u otro tipo de valorización, en qué mo­
mento se considera que la importación o exportación está con­
sumada: en tránsito, en aduana, etc.

Para el cálculo de índices de precios, puede utilizarse fórmu­
las de Laspeyres y Paasche. Sin embargo, en caso de utilizar la 
fórmula de Laspeyres, si algún producto deja de negociarse, im­
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plica suponer que su precio bajó a cero, lo que constituye un 
evidente falseamiento. Habrá que tener la precaución de tomar 
en cuenta para el cálculo de los productos sólo los negociados 
tanto durante el período base como durante el período dado. 
Por otra parte, no es necesario adoptar esta precaución, si se apli­
ca la fórmula de Paasche, ya que en ésta se elimina automática­
mente el producto que deja de negociarse y no quedará com­
prendido en ninguno de los factores p„ q„ ni pn qn. Por eso, 
para determinar índices de precios se suele utilizar fórmulas de 
Paasche. En estadísticas de comercio exterior, se acostumbra desig­
nar a estos índices como índices de valor unitario, por el tipo 
de informaciones que se tiene. No es el precio y la cantidad de 
un artículo, sino el precio promedio o valor unitario que co­
rrespondería a un artículo proveniente de una partida de ar­
tículos no totalmente homogéneos. De este modo, si la impor­
tación de 100 automóviles de distintas marcas representa un va­
lor CIF de 400 000 unidades monetarias, el precio promedio por 
automóvil es de 4 000 u. m. En este sentido es que se prefiere 
designar a estos índices como índices de valor unitario en vez 
de precios, aunque metodológicamente no hay diferencias.
2] Índices de cantidad

Nuevamente cabe hacer aquí referencia a la denominación espe­
cial de índices de quantum que se les da en comercio exterior 
por razones similares a las anotadas en el punto anterior.

En este caso, si un producto deja de importarse o exportarse 
quiere decir que la cantidad negociada bajó a cero, lo que queda 
ahora bien reflejado en la fórmula de Laspeyres. Por esa razón 
se acostumbra utilizarla en el cálculo de índices de quantum de 
comercio exterior. Además, utilizar fórmulas de Laspeyres o Paa­
sche para quántum y valor unitario, respectivamente, garantiza 
el cumplimiento de la prueba de reversión de factores planteada 
por Fischer. Por ello, basta conocer el valor total de exporta­
ciones o importaciones y uno cualquiera de los dos índices men­
cionados, para deducir inmediatamente el otro. Recuérdese que

IPP X IQL =  IV IPL X IQP =  IV
El trabajo que requiere el cálculo de estos índices induce a 

la utilización de muestras, en vez de indagaciones totales.
En el caso de índices de precios se supone que los precios de 

los artículos incluidos en la muestra representan los precios de los
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no incluidos. Naturalmente, será necesario calcular los errores 
de muestreo correspondientes para hacer un uso racional del in­
dicador. Por lo que a los índices de quántum se refiere, el hecho 
de que en todos los períodos se disponga del valor total de las 
importaciones, permite cuantificar la representatividad que tenga 
la muestra utilizada en cada periodo mediante el cociente.

2  p„ q n (para la muestra)----------------------------------=■ =  Representatividad2  p„ q„ (para el total)
Posteriormente, sí se desea calcular un índice de quántum de 

Laspeyres, se cuantifica E q„ p0 en la muestra, y para proyectar 
al total, se divide por la representatividad (que implica la apli­
cación de una regla de tres simple). De esa manera se tiene la 
estimación del numerador de la fórmula para el total pobla- 
cional; en cuanto al denominador no hay problema alguno, ya 
que para cada período se dispone del total de importaciones y 
exportaciones. Si se desea calcular un índice de quántum de 
Paasche, será necesario ajustar al 100 por ciento la expresión 
del denominador de la fórmula, calculada con datos muéstrales.

H . ALGUNOS INDICADORES EC O N Ó M ICO S

Se presentarán algunos indicadores de uso muy frecuente en la 
literatura económica. Si bien es cierto que la mayoría de ellos 
deberían ser analizados con mucho más profundidad desde el án­
gulo de la contabilidad social, es conveniente examinarlos desde 
el punto de vista estadístico.
1] Indice de la relación de términos del intercambio

Se define como el cociente entre el índice de precios de ex­
portaciones y el índice de precios de importaciones, referidos ambos 
a la misma base. En consecuencia, este estadígrafo indica la evo­
lución en el tiempo de la relación de precios registrada durante 
el período base; en otros términos, representa variaciones en la 
capacidad de compra de un volumen de exportaciones. Responde 
a la siguiente interrogante: ¿en qué proporción ha aumentado o 
disminuido el número de unidades que deben exportarse para 
financiar la importación del mismo volumen de productos que 
se introducía al país durante el año base? Se trata de un con­
cepto estrictamente relativo; no se puede concluir que la relación



de intercambio sea buena o mala, sino mejor o peor que la del 
año base. El índice de la relación de precios del intercambio 
queda entonces definido como:

^  Indice de precios de exportaciones IPX 
índice de precios de importaciones IPM
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2] Producto e  ingreso bruto

Cuando estos conceptos se consideran en valores constantes, am­
bas magnitudes no coinciden. El producto real es una medida del 
valor de los bienes y servicios debidos al esfuerzo productivo in­
terno. El ingreso real está relacionado, además, con el inter­
cambio con el exterior, puesto que parte de la producción de un 
país se exporta y parte de los insumos y bienes finales deben 
adquirirse en el exterior; por consiguiente estas transacciones 
con el exterior afectan, por la relación de precios del intercambio, 
la disponibilidad de bienes y servicios que satisfacen la demanda 
de la población. A medida que se deteriora la relación de inter­
cambio, hay una transferencia al exterior de una parte del es­
fuerzo productivo interno. En valores constantes, la diferencia 
entre ambos conceptos, recibe el nombre de efecto de la relación 
de precios del intercambio, luego:

Ingreso bruto =  Producto bruto ±  Efecto de la relación 
de precios del intercambio

En símbolos:
IB =  PB ±  EFI

donde
Efecto de la relación de precios del intercambio =  Poder 
de compra de exportaciones — Quantum de exportaciones

Es decir
EFI =  PEX -  QX

Además
Poder de compra de exportaciones =  Quántum de ex­

portaciones X índice de la relación de intercambio
PEX =  QX (IRI)



Dado que el producto del quántum de exportaciones y el 
índice de precios de exportaciones es equivalente al valor co­
rriente de las exportaciones, el poder de compra también puede 
definirse como

Valor corriente de las exportacionesPEX =  — --------------------------------------------índice de precios de las importaciones
en otros términos, el valor nominal o corriente de las exporta­
ciones queda deflactado por el índice de precios de las importa­
ciones. Por otra parte el quántum de las exportaciones es el valor 
de las exportaciones a precios constantes.

QX =  2  q„ p0
donde la sumatoria se extiende a todos los rubros de exporta­
ción, es decir

Valor corriente de las exportacionesQX =   --------------------------------L--------------índice de precios de las exportaciones
remplazando las expresiones correspondientes en la fórmula de 
EFI se tiene

EFI — QX (IRI) -  QX =: QX [IRI -  1.00]
A continuación se cuantificarán estos conceptos mediante un  

ejemplo, para destacar su importancia. Supóngase que se tienen 
las siguientes informaciones:
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I9 6 0  1962 1964

a) Producto bruto (u. m. corrientes) 1 000 1 20 0 1 500
b) Deflactor implícito (base 1960 =  100) 10 0 115 140
c) índice de precios de exportaciones 10 0 1 1 0 110
d) Indice de precios de importaciones 10 0 1 2 0 130
e) Valor corriente de las exportaciones 20 0 240 280

Para calcular el EFI, se tiene

f) PB real (u. m. de 1960) (a/b) 1 000 1 043 1 071
g) IR I (base 1960 =  100) (c/d) 10 0 92 85
h) Q X (u. m. de 1960) (e/c) 20 0 218 255
i) Q X IR I =  P E X  (h.g) 20 0 2 0 1 217
j) EFI (i-h) — - 1 7 -3 8
k) YB real (f-j) 1 000 1026 1 033
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Cuando se piensa en términos de valores corrientes, la capacidad 
para importar no es otra cosa que el valor total de las exporta­
ciones, más el ingreso neto de capitales extranjeros.

La capacidad para importar a precios constantes estará dada 
por

Existencia de oro y divisas EOD
-j- Quántum de exportaciones QX
-)- Radicación de capitales extranjeros RC
-f- Efecto de la relación de precios del intercambio EFI

Capacidad total de pagos sobre el exterior
— Remesas de utilidades e intereses
— Salida de capitales extranjeros

Capacidad para importar CPI
La capacidad para importar a precios constantes, también pue­

de determinarse deflactando la capacidad para importar a pre­
cios corrientes por el índice de precios de importaciones. La ca­
pacidad para importar a precios constantes es:
CPI =  QX -j- QX [IRI — 1.00] -)- RC (neta a precios constantes)

RC (neta á precios corrientes)

3] Capacidad para importar

CPI =  QX [IRI] - f

IPX RCCPI =  QX • ---------- 1----------IPM IPM

IPM

Valor corriente de las exportaciones -|- EOD -f- RC (neta a precios corrientes)
índice de precios de importaciones

Capacidad para importar a precios corrientes 
índice de precios de importaciones

4] Tipo de cambio de paridad

Como una aplicación de números índice, es conveniente tratar 
la forma de convertir monedas de distintos países a unidades 
homogéneas con propósitos de comparación. Utilizar para ello
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los tipos de cambio oficiales puede originar distorsiones serias, 
en la medida que exista más de un tipo de cambio (discrimina­
ción de áreas cambiarias), o que el tipo de cambio único esté 
sobre o subvaluado.

Una alternativa teórica consistiría en la determinación de una 
canasta de productos, resultando el tipo de cambio entre dos 
monedas la relación de valores que sería necesario gastar para 
adquirir dicha canasta. Este método tiene inconveniente de tipo 
práctico; la determinación de los artículos que cqnformarían la 
canasta significa un serio problema, sobre todo si se piensa en 
la enorme variación de las preferencias de los consumidores en los 
distintos países. Sin embargo, con algunas restricciones, este mé­
todo es utilizado en la práctica.

Un método que puede ser utilizado con alguna ventaja es la 
proyección de un tipo de cambio base, en un período en el que 
no se haya advertido sobre o subvaluaciones monetarias, sin cam­
bios múltiples y, en general, sin accidentes que descalifiquen a 
ese período base.

La aludida proyección se efectúa sobre la base de las modifi­
caciones en la relación de precios de los dos países cuyo tipp 
de cambio se pretende determinar.

Sean los países A y B; se desea estimar el número de unida­
des monetarias de A, por unidad monetaria de B. El tipo de 
cambio de paridad en un año cualquiera n, estará dado por

Tipo de cambio de Tipo de cambio Deflactor implícito de A
paridad año n año base Deflactor implícito de B

Ejemplo: Supóngase que el tipo de cambio base en el año 0, 
fue de 5 u. m. de A por 1 u. m. de B, siendo los deflactores im­
plícitos los siguientes:

A ñ o D . I .  p a is  A D. I .  p a is  B

0 100 100
1 120 110
2 150 120
3 200 140
4 300 150

El tipo de cambio de paridad para los años siguientes será:
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Año
Relación de deflactores

d ia/d ib
Tipo de cambio 

de paridad

0 100.0 5.001 109.1 5.452 125.0 6.253 142.9 7.144 200.0 10.00

Evidentemente el método da estimaciones que serán tanto más 
confiables en la medida que el tipo de cambio base haya sido 
elegido adecuadamente y los deflactores implícitos sean represen­
tativos de las variaciones de precios en ambos países.

5] Transferencias implícitas

El hecho que en la actividad económica se presenten transac­
ciones intersectoriales donde cada sector tiene precios distintos, 
origina cierto tipo de transferencias de producto de un sector a 
otro, implícitas en las transacciones que efectúan cuando se con­
tabilizan a precios corrientes.

I.os sectores cuyos precios crecen menos que el promedio gene­
ral de precios representado por el deflactor implícito, están trans­
firiendo parte de su producto hacia aquellos sectores que tienen 
precios que crecen más que el promedio de precios.

Evidentemente que la suma algebraica de las transferencias será 
nula, por cuanto la ganancia de unos sectores tiene como con­
trapartida la pérdida de otros.

Se definen las transferencias implícitas para cada sector, como 
la diferencia entre la producción valorizada a precios del sector, 
y esa misma producción valorizada a precios promedios repre­
sentados, como se dijo, por el deflactor implícito:

Transferencias implícitas =  Producción a precios corrien­
tes — Producción a precios constantes X Deflactor im­

plícito
en símbolos

T  Imp. =  p„ q„ -  p„ q„ (DI)
donde n y 0 indican el período que se calcula y el período base 
respectivamente.



2  T  Imp (li) =  2  p„ q„ -  2  p0 q„ (DI) =  0

Donde L es el número de sectores considerados, 
h =  1, 2, 3, . . .  L

L.2 T  lm p (h) — Producción nominal — Producción real X
Producción nominalX -----------------------------=  «Producción real

Ejemplo:
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S ectores
P ro d u cc ión  n o m in a l  

a ñ o  0  a ñ o  1

In d ic e  d e  
ca n tid a d  

ba se  0  =  100
P ro d u cc ión

r e a l

ín d ic e  d e  
p re c io s  

base  0  = 1 0 0

1 500 1080 12 0 600 180
2 600 800 1 1 0 660 1 2 1
3 300 350 10 0 300 117
4 400 420 90 360 117

2 650 1 920

El deflactor implícito para el año I será:
Producción nominal año 1 2 650DI =   =    =  138Producción real año 1 1 920

Las transferencias implícitas por sector:

P ro d u cc ión  P ro d u cc ión  
n o m in a l r e a l  (D I) T ra n s fer en c ia s

S ectores  p 1 q 1 p 0 q x (D I) im p líc ita s

1 1 080 828 + 2 5 2
2 800 911 -1 1 1
3 350 414 - 6 4
4 420 497 - 7 7

2 650 2 650 0
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Es interesante e ilustrativo seguir cada uno de los pasos para la 
confección de indicadores acerca de precios o cantidades. Los pa­
sos que se enumerarán estarán referidos al diseño de un índice 
de costo de vida por constituir éste un caso bastante general y 
complejo.
1] Objetivo del indice

Es fundamental calificar con toda precisión el objetivo del in­
dicador. En el caso de un índice de costo de vida, es necesario 
determinar a quiénes estará referido: si a la población en su 
conjunto, a una ciudad, a profesionales, a obreros, a campesi­
nos, etc. De esto dependerá qué tipo de artículos conformarán 
la muestra de productos que componen el índice. Es imprescin­
dible no descuidar el objetivo básico: los usos principales que 
tendrá el indicador.
2] Determinación de la estructura de consumo

Es conveniente, cuando se calcula un índice de costo de vida, 
clasificar los gastos: alimentación, vestuario, vivienda, varios, etc. 
De esta manera es posible calcular índices, por separado, para 
cada componente. Este desglose aparte que permite realizar 
análisis de las variaciones de precios en forma más detallada, es 
muy útil en la selección de deflactores adecuados. Estos índices 
desglosados pueden combinarse para obtener el índice general. 
Las ponderaciones de cada componente se establecen mediante 
una muestra. Se selecciona una muestra de unidades familiares 
para el caso del costo de vida, obtenida de la población para la 
cual se confecciona el índice, por ejemplo la población de obre­
ros y empleados de una ciudad. Esta muestra, en lo posible, debe 
ser aleatoria y de un tamaño que asegure fidelidad y garantice 
confianza. En cada una de las unidades elegidas para la mues­
tra, se lleva un registro de los gastos en bienes y servicios por 
tipo de bien o servicio, donde se recopilan los precios pagados 
y las cantidades consumidas. Vale la pena llevar este registro du­
rante un tiempo prolongado, por lo general un año, para que 
permita captar las variaciones en los consumos durante las dife­
rentes estaciones. De esta manera es posible llegar a obtener pon­
deraciones por componentes y por tipos de bienes y servicios.

I. ETAPAS DE LA CONSTRUCCIÓN DE NÚMEROS ÍNDICE
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3] Selección de artículos

En las anotaciones que se hacen en los registros o “libretas de 
consumo” acerca de los distintos bienes que se consumen, en ge­
neral aparece una gran cantidad de productos, aunque muchos 
de ellos responden a consumos esporádicos o accidentales. Es pre­
ciso seleccionar los productos más importantes, de consumo habi­
tual y representativos de las preferencias de los consumidores. Para 
seleccionar estos productos y servicios no es conveniente un mé­
todo aleatorio, pues es preferible decidir qué productos serán con­
siderados en el índice, tomando en cuenta el volumen del gasto 
efectuado en cada bien o servicio. En esta forma se llegará a esta­
blecer una lista de 100 a 300 productos cuya importancia relativa 
o ponderación se tiene tabidada.
4] Formas de valuación

Otra etapa importante durante el proceso que permite confec­
cionar índices de precios, es la decisión acerca de los tipos de 
precios que se considerará. Sabido es que los precios varían enor­
memente según el lugar donde se adquieren los productos; por 
otra parte es corriente que para artículos considerados de prime­
ra necesidad, hayan precios oficiales y precios reales con gran­
des diferencias entre sí. Para el caso tie índices de costo de vida 
los precios debieran tomarse en los lugares donde el consumi­
dor adquiere los productos: almacenes, ferias, etc. Sobre el par­
ticular es necesario tomar decisiones previas en forma categórica.
5] Variaciones de calidad de los bienes y servicios

Otro aspecto fundamental es la especificación precisa, hasta don­
de sea posible, de la calidad de los productos, de manera que se 
pueda controlar a través del tiempo la invariabilidacl de sus 
características. Es muy frecuente, sobre todo en los artículos con­
trolados, que se “incrementen” los precios reales, permaneciendo 
fijos los precios nominales, por una disminución de la calidad de 
los productos.
6] Base del indice

En general cuando se planteó el tema se advirtió sobre la nece­
sidad de elegir como base un período donde estuvieran ausentes 
las modificaciones y circunstancias violentas. Ahora debe agre­
garse que, en el caso de índices de costo de vida, el período base 
debe ser modificado, toda vez que la estructura de consumo haya
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cambiado significativamente. En los tiempos actuales, cuando las 
innovaciones tecnológicas cambian con extraordinaria rapidez, 
determinando modificaciones en las preferencias de los consumi­
dores, la base de un índice de costo de vida no debería tener 
una antigüedad superior a los 6 a 8 años.

1 in embargo, en las fórmulas de cálculo, para evitar cambios 
de base muy seguidos, modificaciones que significan altos cos­
tos, se contempla la posibilidad de introducir nuevos artículos, 
toda vez que se registren cambios en las preferencias de los con­
sumidores.
7] Elección de los métodos de cálculo

En general es necesario tomar decisiones sobre la fórmula de 
cálculo; corrientemente, cuando se trata de índices de costo 
de vida se acostumbra utilizar fórmulas de Laspeyres, porque 
implica considerar constantes las ponderaciones del período base. 
La utilización de una fórmula de Paasche significaría un esfuerzo 
muy grande, ya que en cada período (generalmente cada mes) ha­
bría que volver a ponderar “hacia atrás”, aparte que sería nece­
sario calcular periódicamente estas ponderaciones a medida que 
pasa el tiempo.

La decisión acerca de qué fórmula utilizar estará condicionada, 
o í  primer lugar, al objetivo que se persigue con el índice y a la 
factibilidad de su diseño desde el punto de vista del costo y 
la oportunidad con que se entreguen los resultados.

La Dirección de Estadística y Censos de algunos países calcula 
el índice de costo de vida sobre la base de una modificación 
a  la fórmula de Laspeyres.

Esta fórmula implica el cálculo del índice en un período i, 
sobre la base del índice en el período anterior, afectándolo por 
la variación que acusen los precios. La fórmula tiene la ventaja 
que se pueden introducir nuevos artículos según sus especifica­
ciones, o cambiar la fuente de información.
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TEMAS DE DISCUSIÓN

Indique si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, y justifique 
su opinión.

1] Poder de compra, valor real y quántum físico, son conceptos 
equivalentes.

2] La relación de intercambio es desfavorable para los paises sub- 
desarrollados, porque los precios de sus importaciones son ma­
yores que los precios de sus exportaciones.

3] La fórmula de Laspeyres no proporciona indicaciones correctas, 
cuando se trata de averiguar la variación de los valores unitarios 
de las exportaciones.

4] Deflactar una serie de valores nominales por un índice de pre­
cios de Laspeyres, equivale a proyectar el valor del año base 
(2 Po q0) Por un índice de cantidades de Paasche.

5] Los siguientes datos son factibles. (Los índices tienen base 1960.)

^1967 =

Transferencias implícitas del sector primario al resto de la eco­
nomía 200. Indice de precios en 1967 del sector primario 140.

6] El deflactor implícito es único, independiente de la restricción 
planteada.

7] Las pruebas planteadas por Fischer significan una seria limita­
ción a la utilización de índices de Laspeyres y Paasche.

8] Los siguientes datos son consistentes

EFI =  -2 0 0  Q X =  4 000 IP X  =  150 IR I =  80

9] Si los índices de precios de Laspeyres y Paasche coinciden en 
valor numérico, para cierto período, quiere decir que la estruc­
tura de ponderaciones es exactamente igual a la del período base.

10] Los índices de precios de Laspeyres no pueden tomar valores 
negativos.

11] El índice de valor debe ser siempre mayor que el índice de 
precios.

12] Los siguientes datos son consistentes.

P EX  3 000 Q X =  2 400 IR I =  80

13] Si el producto nominal coincide en tres periodos con el pro­
ducto real, quiere decir que los precios de todos y cada uno de 
los bienes y servicios han permanecido invariables en los tres 
períodos.

14] En un período caracterizado por una completa estabilidad de 
precios, los índices de Laspeyres y Paasche para precios coinci­
dirán necesariamente en valor numérico.
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15] Si una econom ía se divide en dos sectores: prim ario y secunda­
rio, y el índice de precios de productos prim arios coincide con 
el deflactor im plícito, quiere decir que las transferencias im plí­
citas de ingresos, son nulas para ambos sectores.

16] La m agnitud del efecto de la relación de precios del intercam ­
bio, es independiente del período elegido como base de los ín ­
dices deflactores.

17] Para que el índice de producción industrial refle je  cambios rea­
les, debiera ser deflactado por un índice de precios de bienes 
industriales.

18] E l índice de precios de Laspeyres es el que más se presta para 
el cálculo de variaciones en el costo de vida, principalm ente por­
que toma com o ponderaciones las cantidades de un período base 
considerado como norm al.

19] Los índices de base variable, tienen la desventaja de que no 
puede establecerse com paraciones entre ellos.

20] Si el índice de la  relación de precios del intercam bio es in fe­
rior a 100, está reflejando una situación desfavorable para el país.

21] Si un obrero en 1964 tiene un sueldo superior en 30%  al de 
1963 y por otra parte, el índice de precios al consum idor para 
1963 con base en 1964 es de 70, quiere decir que la situación 
del obrero en cuanto a poder de com pra no ha variado.

P R O B L E M A S  P R O P U E S T O S

1] U na fábrica produce 2 bienes (A y B ) . Si se tienen los siguientes 
datos incom pletos.

V enias lo la le s
en  u. m. liten "A” B ien  “B ”

A ñ o co rr ien tes P rec io C an tid ad P rec io C an tid ad

1961 5 000 10 400 100
1966 9 000 15 } 400

Calcule uu índice de cantidad de las ventas de esta fábrica para
1966, con base 1961.

2] Dadas las siguientes inform aciones:

Producto nom inal del país A en 1968 6 000
Producto nom inal del país B  en 1968 180 000
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Unidades m onetarias de A por una unidad

m onetaria de B  en 1962 10
Producto real de A en 1968 en u. m. de 1964 4  000
Producto real de B  en 1968 en u. m. de 1962 120 000

El Indice general de precios con base variable para el país A, se
presenta a continuación:

P aís  A

1961 _
1962 110
1963 120
1964 110

Se le pide estim ar el tipo de cam bio de paridad en  1968. Señale
brevem ente las lim itaciones del método.

U na econom ía se divide en tres sectores: prim ario, secundario y
terciario, y se dispone de los siguientes datos:

P ro d u c to  bru to
(u. m. corrientes)

1964 1967

Sector prim ario 2 000 4 000
Sector secundario 5 000 6 000
Sector terciario 3 000 5 000

P ro d u cto  bru to
(u. m. constantes de 1964)

1964 1967

Sector prim ario 2 000 2 500
Sector secundario 5 000 5 000
Sector terciario 3 000 4  000

Se pide determ inar las transferencias im plícitas de ingreso entre 
los sectores.
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guientes:
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ín d ic e s 1958 1959 1960 1965

Precios 80 10 0 150 300

Producción 10 0 1 1 0 12 0 125

Si se sabe que el 
millones de u. m.

producto de 
se pide:

la industria fue en 1960 de 800

a )  Estimar el producto nominal para 1965.
b ) Estimar el producto real para 1959, en u. m. de 1965
c)  Señalar las limitaciones de los métodos utilizados.

EJERCICIOS

1] Para los artículos A, B, C y D, se tiene los siguientes precios y 
cantidades en los años que se indican:

A rtícu los
A B C  D

A ñ os P <7 P <7 P <7 P 9

1959 10 1 2 4 15 1 10 30 10

1960 1 2 1 2 4 15 1 15 30 15

1961 15 20 5 10 2 20 50 20

1962 20 20 5 10 2 30 50 20

1963 30 30 6 15 2 50 60 20

Calcule para todo el período:

a )  Un índice de precios de Laspeyres con base 1959;
b )  Un índice de cantidad de Paasche con base 1959; y
c) Un índice de valor.

2] El índice de base variable de los precios de los productos agro­
pecuarios muestra el siguiente comportamiento:
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A ñ os In d ic e

1957
1958 104
1959 102
1960 108
1961 120
1962 150
1963 130

Calcule el índice tom ando 1960 como base fija .

Para el Indice de producción industrial se tienen los siguientes
datos:

ín d ic e  d e  p ro d . ín d ic e  d e  p ro d .
A ñ os in d u st : ba se  1955 indust. b a se  1960

1955 100
1956 106 _

1957 114 _

1958 120 -

1960 130 100
1961 — 112
1962 - 120
1963 _ 130
1964 - 145

Se le pide que em palm e ambos índices y señale claram ente las li­
mitaciones del método.

U na econom ía ha sido dividida en tres sectores y sus valores agre-
gados se presentan a continuación (en m illones de unidades mo-
netarias co rrien tes).

1956 1957 1958 1959 1962 1965

Agricultura 2 000 2 600 3 100 4 000 6 000 8 00C
Servicios y otros 4 000 5 600 5 800 7 900 9 000 10 000
Industria 1 600 2 000 2 800 3 800 5 500 6 000

Producto 7 600 9 600 11 700 15 700 20 500 24 000
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Por otra parte, se dispone de los siguientes índices para los mis­
mos años.

Indice costo vida 80 10 0 130 150 190 2 1 0
Indice de precios al

por mayor 10 0 1 2 0 140 170 2 1 0 2 2 0
índice de producción

industrial 10 0 1 1 0 125 140 170 20 0
índice de precios de

la construcción 90 10 0 12 0 160 20 0 2 1 0
índice de sueldos y

salarios 10 0 125 140 160 180 20 0

Se le pide que:
a )  Calcule el producto bruto real para los seis años en unidades

monetarias de 1956 y luego de 1962. Compare los resultados. 
b )  Calcule el índice deflactor implícito del producto bruto y ex­

plique su significado.

5] Una familia incrementa sus ahorros nominales en 360 por ciento 
entre 1955 y 1962. Si en el año 1962 dicha familia desea invertir 
sus ahorros en materiales de construcción, sólo podrá adquirir una 
cantidad 20 por ciento mayor que en 1955; en cambio, si destina 
sus ahorros a la compra de productos agrícolas, no alcanzará a 
obtener la cantidad que habría comprado en 1955. Pero al mismo
tiempo, si invirtiera sus ahorros para comprar ambos tipos de bie-
nos, de tal modo que gastase igual suma en cada uno, podrá ad­
quirir una cantidad 5 por ciento superior al año 1955. Se le pide 
calcule el índice de precios de productos agrícolas para 1955 con
base 1962. ¿Qué limitaciones tendría el método empleado?

6] Se disponen de antecedentes, sobre la base de una muestra de 
cuatro productos, de las exportaciones de cierto país.

V alor
to ta l

M uestra  d e  p ro d u c to s  d e  ex p o r ta c ió n d e  las
A B C D e x p o r ­

A ñ os p  q p  q  p  q  p  q ta c ion es

1958 2 1 0 20 6 4 12 4 2 250
1959 3 1 0 20 8 4 14 4 2 320
1960 3 10 25 6 4 16 6 2 420
1961 4 10 30 8 5 20 6 3 450
1962 4 1 2 30 8 5 20 6 3 480
1963 4 15 25 8 6 25 8 2 500
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Se le pide que estime
a )  Un índice de cantidad de exportaciones para el total de éstas 

con base 1958.
b )  U n indice de Paasche para los precios de exportación con base 

1959.
c) Si el índice de precios de im portaciones tiene el siguiente com­

portam iento:

1958 1959 I9 6 0 1961 1962 1963

IPM 100 120 160 240 310 430

Se le pide calcule el índice de relación de térm inos de intercam bio 
con base 1959.

7] Si los precios de los cigarrillos se increm entan en 70 por ciento y, 
como consecuencia, el índice de costo de vida sube en 1.8 por 
ciento, ¿qué ponderación dentro del costo de vida tiene este bien?

SOLUCION DE EJERCICIOS

2  p„ q0
1J a )  IP L

2  p„ q„

A 13 C 1) T o ta l ín d ic e  base
A ñ os P,,<lo PnVo Pn<lo P„<¡0 2  p,,q„ 1 9 5 9 = 1 0 0

1959 120 60 10 300 490 100.0
1960 144 60 10 300 514 104.9
1961 180 75 20 500 775 158.2
1962 240 75 20 500 835 170.4
1963 360 90 20 600

>
1 070 218.4

b )  IQ P
2  qn P„

2 q„ P.»

A B C D T o ta l
A ñ o P n<l„ P„<1„ P r f» P ¡/I n 2 />„<jr„ ín d ic e

1959 120 60 10 300 490 100.0
I960 144 60 15 450 669 130.2
1961 300 50 40 1 000 1 390 179.4
1962 400 50 60 I 000 1 510 180.8
1963 900 90 100 1 200 2 290 214.0
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c) El índice de valor puede obtenerse multiplicando los dos índi­
ces antes encontrados; y en virtud de la prueba de reversión de 
factores:

A ñ os IP L 1Q P IV

1959 10 0.0 10 0 .0 10 0 .0
1960 104.9 130.2 136.6
1961 158.2 179.4 283.8
1962 170.4 180.8 308.1
1963 218.4 214.0 467.4

Es necesario ‘desencadenar’’ el índice previamente:

ín d ic e  ba se
f i ja  1 957= ,100

1957 10 0 10 0 .0

1958 10 0 • 104 104.6
1959 10 0 • 104 10 2 106.1
1960 10 0 • 104 10 2  ■ 108 114.6
1961 10 0 • 104 10 2  • 108 12 0 137.6
1962 10 0 • 104 10 2  ^ 108 12 0 150 206.2
1963 10 0 • 104 10 2  • 108 12 0 150 • 130 268.1

Luego será necesario cambiar de base, dividiendo por el valor de
1960 (114.6).

ín d ic e
A ñ os base f i ja  1 9 6 0 = 1 0 0

1957 87.3
1958 90.8
1959 92.6
1960 10 0 .0
1961 12 0 .0

1962 179.9
1963 233.9

3] Para empalmar el índice con base 1955, bastará aplicar la siguiente 
regla de tres:

130
6̂1.55

100
6̂1.60
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y de igual forma para todos los años. Para empalmar hacia atrás 
el otro indice, el procedimiento es similar. Los índices empalmados 
se muestran a continuación:

ín d ic e  ba se  1955 ín d ic e  ba se  1960

1955 10 0 .0 76.9(100 •
1 .0 0

1.30^

1956 106.0 81.5 (100 •
1.06

T m )

1957 114.0 87.7(100 •
1.14

1.30^

1958 12 0 .0 92.3(100 •
1 .2 0

l i o *

1960
1961
1962
1963
1964

130.0 
145.6
156.0
169.0 
188.5

(130 • 
(130 ■ 
(130 • 
(130 ■

1 .1 2 )
1 .20 )
1.30)
1.45)

10 0 .0
1 1 2 .0
12 0 .0
130.0
145.0

La limitación estriba en el hecho que a lo largo de cualquiera de 
los dos índices empalmados aparecen implícitamente dos bases: 
cuanto más diferentes sean los supuestos de una y otra base, tanto 
más defectuoso será el empalme.

4] a )  El primer problema por resolver es la elección de los deflactores 
adecuados, es decir, que exista relación entre el concepto que se 
desea deflactar y el índice elegido como deflactor. El segundo 
problema consiste en expresar los deflactores elegidos, con la 
misma base para disponer de unidades homogéneas. Admítase 
que después de un estudio se ha decidido deflactar el valor agre­
gado de la agricultura por el índice de costo de vida, el de ser­
vicios por un índice de sueldos y salarios y en industria se haría 
la proyección a través del índice de cantidad respectivo.
Los índices con base 1956 serán los siguientes:

1956 1957 1958 1959 1962 1965

Deflactor agricultura 10 0 125 163 188 238 263
Deflactor servicios 10 0 125 140 160 180 200
índice de produc. ind. 10 0 1 1 0 125 140 170 200
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Los valores agregados reales, en u.m. de 1956, serán:

1956 1957 1958 1959 1962 1965

Agricultura 2 000 2 080 1 902 
Servicios 4 000 1000 4 143 
Industria 1 600 1 760 2 000

2 128 
4 938 
2 240

2 521 
5 000 
2 720

3 042 
5 000 
3 200

Producto real 7 600 7 840 8 045 9 306 10 241 1 1 242

Para obtener los valores agregados reales, 
necesario expresar los deflactores con base

en u.m. 
1962.

. de 1962 será

1956 1957 1958 1959 1962 1965

D eflactor agricultura 42 53 68 
D eflactor servicios 56 69 78 
ín d ice  de prod. ind. 59 65 74

79
89
82

100
100
100

111
i l l
118

Los valores agregados reales en u.m. de 1962! serán:

1956 1957 1958 1959 1962 1965

A gricultura 4 762 4 906 4 559 5 063 
Servicios 7 143 7 246 7 436 8 876 
Industria 3 245 3 575 4 070 4 510

6 000 
9 000 
5 500

7 207 
9 009 
6 490

Producto real 15 150 15727  16065  1 8449  20 500 22 706

Los resultados evidentem ente serán distintos, ya que se expresan 
en unidades distintas: incluso, la tasa de crecim iento del producto 
real, por las razones citadas, será diferente.

b) Para calcular el deflactor implícito del producto, se aplicará la

Producto nom inal
relación DI — ----------------------------

Producto real

En cuanto al producto real, puede tomarse cualquiera de los va 
calculados, según la base tlel deflactor im plícito que se desee. De 
esta m anera, si se pretende que la base sea el año 1956, se tendrá:
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1956 1957 1958 1959 1962 1965

Producto nom inal 7 600 9 600 11 700 15 700 20 500 24 000
Producto real

(u.m. de 1956) 7 600 7 840 8 045 9 306 10 241 11 242
D eflactor im plícito 100.0 122.4 145.4 168.7 200.2 213.5

5] Con los datos presentados pueden construirse los siguientes índices:

I n d ic e  d e  v a lo r  ín d ic e  d e  c a n tid ad  ín d ic e  d e  
a h o r ro  n o m in a l con stru cción  c a n tid ad  m ix to

1955 100 100 '  100
1962 460 120 105

En virtud de la prueba de reversión de factores pueden obtenerse 
los siguientes índices de precios:

ín d ic e s  d e  p re c io s  ín d ic e s  d e  p rec io s  
con stru cc ión  m ix to

1955 100 100
1962 383 438

E l índice de precias m ixto, será una com binación lineal de los ín ­
dices de precios parciales, ponderados por el gasto:

IP  (m ixto) =  IP  (const) W,. - j-  IP  (agrie) W a 

pero W c =  W a =  i

IP  (agrie)  
hase 1962 =  100

383 +  IP  (agrie) 
438 = ---------1--------   —

2

IP  (agrie) =  876 -  383 =  493

IP  (agrie)  
ba se  1955 =  100

100.0
493.0

20.3
100.0
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L o s  s u p u e s t o s  a d m i t i d o s  f u e r o n  l o s  s i g u i e n t e s :

i j  Q u e  l o s  í n d i c e s  c u m p l e n  c o n  l a  p r u e b a  d e  r e v e r s i ó n  d e  f a c t o r e s ;
i i ]  Q u e  e l  í n d i c e  d e  p r e c i o s  m i x t o  s e  o b t i e n e  a  p a r t i r  d e  u n  p r o ­

m e d i o  p o n d e r a d o  d e  l o s  í n d i c e s  p a r c i a l e s ;
i i i ]  Q u e  l a  e s t r u c t u r a  d e l  í n d i c e  d e  p r e c i o s  a g r í c o l a s  e s  l a  m i s m a  

e n t r e  l o s  a ñ o s  1 9 5 5  y  1 9 6 2 .
6 ]  S e  c a l c u l a r á  u n  í n d i c e  d e  c a n t i d a d  d e  L a s p e y r e s  

I Q L  =
2 q „  p „

Repre- qnp0 índice

Arios
A

'¡«Po
B

Qn Po
a

'loPo
D

'I «Po
Total 

2  q„p0
sent.

%
A just. 
100%

base
1958=.

1 9 5 8 20 12 0 4 8 8 1 9 6 7 8 .4 2 5 0 10 0
1 9 5 9 20 1 6 0 5 6 8 2 4 4 7 9 .8 3 0 6 1 2 2
1 9 6 0 20 12 0 6 4 8 2 1 2 6 0 .9 3 4 8 1 3 9
1 9 6 1 20 1 6 0 8 0 12 2 7 2 8 8 .4 3 0 8 1 2 3
1 9 6 2 2 4 1 6 0 8 0 1 2 2 7 6 8 4 .6 3 2 6 131
1 9 6 3 3 0 1 6 0 100 8 2 9 8 8 5 .2 3 5 0 1 4 0

2 p„ q„b) i p i »  =  — .— _  d o n d e  0 :  1 9 5 9  
2  Po qo

A B C D
A ilos Polo PoOo Po9n Po9« 2  p«q« 2  Putfn índice

1 9 5 8 3 0 12 0 4 8 8 2 0 6 1 9 6 9 5 .1
1 9 5 9 3 0 1 6 0 5 6 8 2 5 4 2 5 4 100.0
1 9 6 0 3 0 12 0 6 4 8 2 2 2 2 5 6 1 1 5 .3
1 9 61 3 0 1 6 0 8 0 1 2 2 8 2 3 9 8 1 4 1 .1
1 9 6 2 3 6 1 6 0 8 0 12 2 8 8 4 0 6 1 4 1 .0
1 9 6 3 ,4 5 1 6 0 100 8 3 1 3 4 2 6 1 3 6 .1

I P XI R I  = -----------I P M

c) El índice de la relación de intercambio está dado por



P a r a  d i s p o n e r  d e  l o s  d o s  i n d i c e s  d e  i g u a l  b a s e ,  s e  e f e c t u a r á  u n  
c a m b i o  d e  b a s e  a r i t m é t i c o  e n  e l  I P M .
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1958 1959 1960 1961 1962 1963

I P X 9 5 .1 10 0 .0 1 1 5 .4 1 4 1 .1 1 4 1 .0 1 3 6 .1
I P M 8 5 .0 10 0 .0 1 3 3 .3 200.0 2 5 8 .3 3 5 8 .3
I R I 1 1 1 .9 100.0 86.6 7 0 .6 5 4 .6 3 8 . 0

7 ]  S e  c o n s i d e r a r á n  d o s  g r u p o s :  u n o  c o m p u e s t o  p o r  l o s  c i g a r r i l l o s  ( C )  
y  o t r o  c o m p u e s t o  p o r  t o d o  e l  r e s t o  d e  l o s  b i e n e s  ( R )

1 C  ( W c )  - f  I R  ( W u )  =  1 .0 1 8

1 .7  W c  - f -  1 .0  \ V R =  1 .0 1 8
p e r o  W 0  4 -  W R =  1

1 .7  W c  4 .  1 .0  (1  -  W c )  =  1 .0 1 8
0 .7  W c  =  0 .0 1 8

0 .0 1 8VVC = --------- =  0 . 0 2 6
0 .7

L o s  c i g a r r i l l o s  t i e n e n  u n  2 .6 %  d e  p o n d e r a c i ó n  d e n t r o  d e l  í n d i c e  
d e  c o s t o  d e  v i d a .
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ANÁLISIS DE REGRESIÓN

A. MÉTODO DE LOS MÍNIMOS CUADRADOS

Probablemente uno de los temas estadísticos más utilizados en la 
planificación es el que se refiere al análisis de regresión y co­
rrelación.

Es de extraordinaria utilidad conocer en qué forma están re­
lacionadas las variables objeto de análisis, es decir, la función ma­
temática capaz de representar tal relación.

Conociendo tal función, es posible estimar el comportamiento 
de la variable objeto de estudio, denominada variable dependiente 
o predictando, de acuerdo a las variaciones de otra u otras varia­
bles denominadas independientes o predictoras. De lo anterior se 
deduce que la regresión debe aplicarse a variables que tengan una 
relación lógica, es decir, que exista razonablemente dependencia 
entre las variables. Desde el punto de vista teórico, a cualquier par 
de variables puede encontrárseles una función matemática o ecua­
ción de regresión que las relacione, pero sólo será de utilidad cuan­
do haya una relación de causalidad entre dichas variables.

Es necesario distinguir dos etapas en el proceso de ajuste por 
mínimos cuadrados; por una parte, está el problema de elegir la 
función que relaciona en forma adecuada a las variables; por otra, 
la necesidad de disponer de un método que permita determinar 
los valores que asumen los parámetros de la ecuación de regresión. 
Para solucionar el problema señalado en primer lugar, pueden ser 
de mucha utilidad las representaciones gráficas y los análisis nu­
méricos de las series de datos. A veces, el propósito es verificar el 
cumplimiento de ciertas teorías, se trate de una adaptación de 
teorías ya existentes, o del planteamiento de otras nuevas. En am­
bos casos la función sujeta a verificación ya está elegida.

Una forma de determinar los valores de los parámetros está 
dada por el método de los mínimos cuadrados, cuyo tratamiento se 
detalla para cada uno de los casos que se presentan a continuación:

1] Regresión simple. Se denomina de esta manera a la metodo­
logía que permite obtener ecuaciones, donde sólo intervienen dos 
variables: una dependiente o predictando y otra independiente o

[ 1 4 5 ]
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predictor. Cuando por medio del análisis lógico se ha comprobado 
la existencia de una relación de causalidad directa o indirecta entre 
las variables, es necesario determinar cuál es la función matemática 
que representa adecuadamente la relación. Para ello es indispensa­
ble disponer de informaciones acerca de los valores que ha alcanza­
do cada una de las variables en distintos períodos, si se trata de un 
análisis histórico cronológico, o en distintos lugares si se trata de 
un corte transversal en el tiempo. Con las informaciones obtenidas, 
que deben ser suficientes en número para garantizar un buen 
ajuste, se construirá una gráfica y se podrá decidir si la función 
adecuada es una recta, una hipérbola, una parábola, una potencial, 
una exponencial, etcétera.

Una vez que se ha decidido cuál es la función adecuada para 
el ajuste de regresión, es posible determinar los parámetros de la 
función elegida.

a) Línea recta: Si al representar los puntos en una gráfica, éstos 
muestran un comportamiento rectilíneo como en el ejemplo si­
guiente:

g rá eic a  17

es necesario calcular los parátnetros o coeficientes de regresión de 
dicha recta.

Yc =  a Xi +  b,

para poder determinar los valores de a y b, se recurre al método 
de los mínimos cuadrados, que cumple la condición de minimizar 
la siguiente expresión:

Î  (Y, -  Yc)2
i-1

donde Y¡: es un valor observado;



n: es el número de observaciones.

Si se remplaza Yc por a X ¡ - f  b dentro de la sumatoria, es po­
sible, derivando, encontrar los valores de los coeficientes de regre­
sión a y b que satisfacen la condición. En efecto, llamemos Z a la 
expresión:

Z =  2  (Y. -  a X , -  b)2

Se trata de derivar parcialmente respecto de cada uno de los 
parámetros

~  =  2 2  {Y, -  a X , -  b) ( - 1) =  0 
ô b

Aplicando las propiedades de la sumatoria se tiene:

2 Y1 = a 2 X 1 - ) - n b

que es la primera ecuación normal.

Ô z
—  =  2 2  (Y¡ -  a X , -  b) ( -X ¡)  =  0 
8 a

Aplicando propiedades de la sumatoria

2-YiX, =  a 2  X't -f  z 2  X ,

que es la segunda ecuación normal.
Obsérvese que se tienen dos ecuaciones normales y dos incógni­

tas. Se trata de un sistema de ecuaciones que permiten calcular los 
parámetros o coeficientes de regresión.

1? Ecuación normal 2 Y i  =  a 2 X i - ) - n b
}■ Sistema

2̂  Ecuación normal: 2  YíX í =  a 2 X “ b2 X¡J

Donde 2  Y¡ es la suma de los valores observados de la variable 
dependiente; S X , es la suma de los valores observados de la va­
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Y c: es un  valor calculado por la ecuación de regresión;
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riable independiente y n es el número de observaciones. En este 
caso el sistema está formado por dos ecuaciones, porque sólo hay 
dos parámetros por determinar. El signo del coeficiente de regre­
sión que corresponde con la pendiente de la recta (a), determina 
si la regresión es directa o inversa. Si “a” es positivo, quiere decir 
que ante incrementos de la variable predictor, corresponde incre­
mentos de la variable predictándo. Si el signo de “a” es negativo, 
ante incrementos de la variable predictor habrá decrementos de la 
variable predictándo y se dice que la regresión es inversa.

Hasta el momento se estuvo planteando una regresión de “Y 
en X ”, es decir, considerando a Y como variable dependiente y a X  
como variable independiente, cuando se trataba de minimizar:

1  (Y, -  Yc)2
i-i

Puede perfectamente plantearse una regresión de “X  en Y”, 
donde lo que interese minimizar sea:

2  (X, -  X c)2
i-i

siendo X c =  a Yt +  b.
Las ecuaciones normales, en este caso, por analogía, serán:

2  X f =  a 2  Y, +  nb 

2  X ,Y, =  ~ 2  Y¡ +  b 2  Y,

Téngase presente que los parámetros de la regresión de “Y en 
X ”, serán distintos de los parámetros de la regresión de “X  en Y”. 
Por ello suele distinguirse a estos parámetros de la siguiente ma­
nera:

aYX: coeficiente de regresión de Y. en X ;

aXY: coeficiente de regresión de X  en Y.

En general, cuando se analiza la relación de las variables cuya 
regresión se pretende determinar, se puede especificar cuál es la 
variable dependiente y cuál la independiente. Una vez tomada la 
decisión, se denominará con Y, a la variable dependiente o pre-
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dictando, y con X ¡ a la variable independiente o predictor, para 
evitar confusiones. A continuación se plantea un ejemplo que per­
mitirá aclarar algunos aspectos que son difíciles de explicar de otra 
manera. Como el lenguaje de los símbolos es claro, no permite 
malos entendidos ni interpretaciones equivocadas.

Ejemplo: Durante los últimos años las ventas de una empresa 
han crecido por razones de una intensa campaña de promoción de 
ventas; dichas variables han tenido el siguiente comportamiento 
en el tiempo.

Año
y en tas

Yí
Gasto en propaganda

1 9 5 8 10 0 10
1 9 5 9 1 5 0 1 4
1 9 6 0 200 2 1
1 9 6 1 2 1 0 2 2
1 9 6 2 3 0 0 2 8
1 9 6 3 5 0 0 4 5
1 9 6 4 6 0 0 5 5

Interesa determinar la función matemática o ecuación de re­
gresión que relaciona estas variables. Representando estos valores 
en un gráfico, se concluirá que la recta representa adecuadamente 
la relación de las variables. Para determinar los parámetros de la 
recta, se plantean las ecuaciones normales

2  Y, =  a 2  X , +  nb 

2  Y ,X, =  a 2  X2t -f  b 2  X ,

Luego es necesario tabular los valores que interesa remplazar 
en estas ecuaciones normales; a continuación se procede a hacer­
lo así:

Yt Xi Y¡X¡ * 1

10 0 10 1 000 100
1 5 0 1 4 2  10 0 1 9 6
200 2 1 4  2 0 0 4 4 1
2 1 0 2 2 4  6 2 0 4 8 4
3 0 0 2 8 8  4 0 0 7 8 4
5 0 0 4 5 2 2  5 0 0 2  0 2 5
6 0 0 5 5 3 3  0 0 0 3  0 2 5

2  0 6 0 1 9 5 7 5  8 2 0 7  0 5 5
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Las ecuaciones normales en valores serán:

2 060 =  195 a -j- 7 b 
75 820 =  7 055 a +  195 b

Resolviendo el sistema

a =  11.4 
b =s= -  26.1

La ecuación de ajuste queda en consecuencia expresada así:

Y0 =  11.4 X , -  26.1

Por medio de esta ecuación se puede determinar valores calcu­
lados de la variable dependiente para cualquier valor de la va­
riable independiente. Naturalmente que al realizar estimaciones, 
por ejemplo para calcular el probable volumen de ventas ante un 
desembolso en propaganda de 100 (X t =  100), debe tenerse en 
cuenta el campo de validez de la regresión. No escapará a la aten­
ción del lector el hecho que aumentos sucesivos de propaganda no 
siempre implicarán mayores volúmenes de venta, porque puede 
darse en un momento determinado la saturación del mercado u 
otro obstáculo semejante. En consecuencia es necesario que, cuan­
do se realicen estimaciones, se verifique el cumplimiento de los 
supuestos implícitos en los datos disponibles. Por ello sobre el re­
sultado de una proyección, es indispensable advertir que sólo ten­
drá validez si se sigue manteniendo la tendencia de los puntos ob­
servados durante el período histórico.

b) Potencial: Una función muy utilizada en proyecciones, por
su flexibilidad, es la denominada función potencial o de elastici­
dad. Su expresión matemática es la siguiente:

Yc =  b XÍ

Para determinar las ecuaciones normales se procede en forma 
similar al caso de la recta, realizando previamente, mediante la 
aplicación de logaritmos, una transformación lineal:

log Yc =  log b +  a log Xi

log Yc =  b' -j- a l°g X , donde b' =  log b
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En este caso se trata de minimizar la expresión:

Z =  i  (log Y¡ -  log Yc)-
i - l

es decir:

Z =  2  (log Y, -  a log X , -  b')2

Derivando respecto de cada uno de los parámetros e igualando 
los resultados a cero, se obtendrán las dos ecuaciones normales.

Ô z
- -  =  2 2  (log Y, -  a log X , -  b') ( -1 )  =  0 
o b'

Ô Z
—  =  2 2  (log Y¡ — a log X , -  b') (-log X .) =  0 
ô a

Aplicando a ambas derivadas las propiedades de la sumatoria, 
se tiene:

2  log Y¡ =  a 2  log Xi -j- n b'

2  log Y, log X , =  a 2  (log X ¡)2 +  b' 2  log X ,

que forman el sistema de dos ecuaciones normales que permitirán 
el cálculo de los dos parámetros. Evidentemente el método es un 
tanto laborioso cuando se tienen muchas observaciones, ya que es 
necesario trabajar en los logaritmos con por lo menos 5 decimales 
para evitar aproximaciones que pueden implicar serios desajustes.

c) Exponencial: Cuando se desea calcular tasas de crecimiento 
tomando en cuenta todos los puntos observados en el período his­
tórico se recurre principalmente a la función:

Y =  a b* donde b =  1 +  i

t: tiempo en períodos

Aplicando logaritmos a la anterior expresión:

log Yc =  log a 4- t, log b
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Como en los casos anteriores interesa minimizar la expresión 

Z =  2  (log Y, -  log Yc)2
i-i

Z — 2  (log Y, — log a — t| loe b)2

Ô z
g - j - - -  =  2 2  (log Y, -  log a -  t, log b) (-1 ) =  0

Ô z
- — -  =  2 2  (log Yt -  log a -  t, log b) ( - t ,)  — 0 
o log b

Aplicando las propiedades de la sumatoria, se obtienen las dos 
ecuaciones normales

2  log Yi =  n log a +  l°g b 2  ti 

2  t¡ !^g Y, =  log a 2  t, -)- log b 2  t2

El caso general de la función exponencial es él cálculo de tasas 
de crecimiertte cuando se considera el tiempo como variable inde­
pendiente. Sin embargo, puede considerarse cualquier otra variable 
independiente y ajustar la función sin hacer referencia a tasas de 
crecimiento.

En general se obtienen significativas ventajas, cuando se cambia 
la escala de unidades para la variable t. De este modo, si se tiene 
una serie con un número impar de datos, se le asigna el valor cero 
al período central y sucesivamente los primeros dígitos con signo 
positivo para períodos posteriores y con signo negativo para perío­
dos anteriores. Con ello se consigue que la sumatoria de t sea nula, 
con lo cual se facilita la resolución del sistepia. Cuando el número 
de datos es par, a los dos períodos centrales se le asignan los va­
lores —1 y -j-1  y para períodos posteriores los primeros números 
impares con un signo positivo y con uno negativo para los períodos 
anteriores.

d) Parábola: Esta conocida función se ajusta en forma similar a 
los casos anteriores.

Yc — a' x ¡2 -f- b X¡ -f- c

Dado que la forma general contiene tres parámetros, será nece­
sario determinar tres ecuaciones normales para determinar los va­
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lores de a, b, c. Estas tres ecuaciones normales provienen de la de­
rivación parcial respecto de cada uno de dichos parámetros, inte- 
reza minimizar la expresión:

Z =  2  (Y, — Yc)s
i-i

Z =  2  (Y, — a — b Xi — c)*

Derivando respecto de a, b y c, se tiene:

Ô z
 =  2 2  (Y, -  a X2 -  b X , -  c) ( -1 )  =  0
Ô c

Ô z
 =  2 2  (Y, — a X2, - b X i - c )  ( - X ,)  =  0
Ô b

Ô z
 ------ =  2 2  ( Y , - a X V - b X , - c )  ( -X 2, ) =  0
ô a

Aplicando las propiedades de la sumatoria, se tienen las siguien­
tes ecuaciones normales:

H Ecuación normal: 2  Y, =  a 2  X2, - f  b 2  X ¡ -(- n c

2̂  Ecuación normal: 2  Y¡X¡ =  a 2  X2 - + sb 2  X2 -f- c 2  X ,

3? Ecuación normal: 2  YiX2 =  a 2  X*¡ -f- b 2  X* -f- c 2  Xfj

Puesto que durante el período histórico se tienen los valores de
Y i y X 1; es necesario tabular todas las sumatorias que aparecen 
en las ecuaciones normales. Resolviendo el sistema, se tiene deter­
minado el valor de cada uno de los tres parámetros.

e) Hipérbola equilátera: Para el ajuste de algunas funciones de 
demanda y por la propiedad que tiene que cualquier punto de la 
función subtiende superficies iguales con los ejes de coordenadas, 
su aplicación es bastante frecuente. Se trata de un caso particular 
de la función potencial. Su expresión matemática es:



En vista de que sólo tiene un parámetro, será necesario calcular 
una ecuación normal, minimizando la expresión:

154 ANÁLISIS DE REGRESIÓN

Z =  2  (Y, -  Yc)2

Z =  2  (Y, -  - - ) 2 
v X , '

Derivando respecto de a

ÔZ a l
_  =  f S  „

Aplicando las propiedades de la sumatoria se tiene:

Y, 1
Ecuación normal 2 ------=  a 2  —

X , X 2
i

f)  Otras funciones: Dentro del campo de la investigación econó­
mica a veces es preciso ajustar funciones particulares. La metodo­
logía de la obtención de ecuaciones normales es similar a los casos 
considerados. Por ejemplo la función:

Y,, =  a log X , -f b

Siempre se tratará de minimizar la expresión

Z =  2  (Y¡ — Ye)2
i-i

Z =  2  (Y, -  a log X, -  b)2

Donde:

^ = 2 2  ( Y , - a l o g X , - b )  (— 1) =  0 
o b

~  =  2 2  (Yt -  a log X,  -  b) ( -  log X, )  =  0 
8 a
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Las ecuaciones normales serán:

2  Y, =  a 2  log X, -f- nb 

2  Y, log X , =  a 2  (lo^ X ,)2 +  b 2  log X ,

Resolviendo el sistema, es posible determinar el valor de los 
parámetros.

Siempre es conveniente seguir esta metodología, para funciones 
cuyas derivadas no compliquen demasiado las expresiones que 
aparecen en las ecuaciones normales.

2] Regresión múltiple. Ocurre que a veces es necesario encon­
trar funciones donde se relacionen una variable dependiente y 
dos o más variables independientes, de allí el calificativo de múl­
tiple. En este caso se adoptará una simbología especial, para de­
signar cada una de las variables y parámetros:

X j: variable dependiente;

X 2, X 3 . . .  X p: variables independientes.

Por lo tanto, si se trata de un caso de regresión múltiple donde 
se consideren dos variables independientes, la función se expre­
sará de la siguiente manera:

X c 1 .23  =  a 1 .23  +  b l 2 .3 X 2 +  b j 3 .2 X 3

donde:

X 123: indica la variable dependiente X , que se relaciona con 
las variables X 2 y X 3; esa es la razón de los subíndices. 

ai.23: coeficiente de posición (término libre) del plano de re­
gresión donde se consideran la variable dependiente X , 
y las variables independientes X , y X¡,. 

bi2.s: coeficiente de regresión que multiplica a la variable X», 
cuando además se consitiera la variable X 9. 

b192: coeficiente de regresión que multiplica a la variable X 3, 
cuando además se considera la variable X 2.

Es fácil extender esta notación para los casos en que se consi­
deren 3 o más variables independientes. En el caso de tres varia­
bles independientes (X2, X 3, X 4) la función quedará así sim­
bolizada:
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Xc 1.284 == a1.2S4 -f- 1*12.34 X 2 -+- b]3¡24 X 3 -|- b14.23 X 4

El lector, por analogía con el caso anterior, puecle interpretar 
cada uno de estos símbolos.

Cuando se desea ajustar una función de este tipo a una serie 
de datos, el método de los mínimos cuadrados implica hacer mí­
nima la expresión.

S  ( X j - X e j . » ) *

donde X t son los valores observados y X c i,23 son los valores cal­
culados de la variable dependiente. Por simplificaciones, se su­
prime el subíndice i. Las ecuaciones normales, en el caso de dos 
variables independientes, se obtienen minimizando la siguiente 
expresión:

Z ”  2  (X t — 84.21 — b12 3 X , — b13 2 X 3)“

Para ello, se deriva parcialmente respecto de cada uno de los 
parámetros, igualando los resultados a cero.

Ô z
—------- =  2 2  (Xj — a123 — b12 3 X 2 — b13 2 X 3) (— 1) =  0
o at 23

 — 2 2  (X x — ax 23 — b12 3 X 2 — bJ3 o X 3) (— X 2) — 0
O bjo ¡i

— ----- — 2 2  (Xj — a123 — b12 3 X 2 — b13 2 X 3) (— X 3) — 0
8 b)3 o

Aplicando las propiedades de la sumatoria se tienen las siguien­
tes tres ecuaciones normales que formarán el sistema para calcular 
el valor de cada uno de los tres parámetros.

2  X.4 — b4o 3 2  X 2 —|— bj3 2 2  X i —(— n a4.23 

2  X, X 2 =  b12 3 2  X| b,3.2 2  X 2 X s -f- a,.23 2  X 2 

2 X 4X 3 =  b12.3 2 X2 X 3 +  b13.2 2  X§ +  34.03 2  X 3
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Tabulando los valores de las sumatorias que aparecen en el 

sistema, se podrá resolver para cada parámetro.

B. CONSIDERACIONES PRACTICAS

En páginas anteriores se ha detallado la metodología que permite 
obtener ecuaciones normales por el método de los mínimos cua­
drados, para el tipo de funciones usado con más frecuencia en la 
planificación. Ahora se pretende enunciar algunas de las consi­
deraciones que es necesario hacer, desde el punto de vista práctico, 
cuando se realizan los mencionados ajustes.

1] Respecto del tipo de función. Si se piensa que una de las 
principales aplicaciones de la regresión es la proyección, en el 
tiempo o en el espacio, donde no se tienen valores de la variable 
estudiada, y donde no queda otra alternativa que conformarse 
con estimaciones provenientes de extrapolación de funciones ajus­
tadas por regresión, deberá admitirse la necesidad de disponer de 
funciones sencillas que contengan un reducido número de varia­
bles y parámetros. Recuérdese que una función complicada, de 
muchas variables y parámetros, se parecerá más bien a una inter­
polación, a una función que se aproximará al mayor número de 
puntos observados. Para determinar tendencia no tiene sentido 
la interpolación. Recuérdese que para proyectar una variable de­
pendiente, es necesario disponer de estimaciones para todas las 
variables independientes; pero disponer de estimaciones para mu­
chas variables independientes suele ser en extremo difícil y en 
todo caso existe alta probabilidad de cometer errores. En cambio 
una función sencilla, como las analizadas en páginas anteriores, 
puede representar cabalmente una tendencia de la relación de la 
variable dependiente con la o las variables independientes.

2] Respecto del número de observaciones. Un buen ajuste im­
plica disponer de una cantidad significativa de puntos observa­
dos; el conjunto de puntos observados representa una muestra de 
la relación de las variables en el tiempo o en el espacio. Mientras 
más grande esta muestra, es decir, mientras mayor número de 
puntos se posea, tendrá más representatividad y menor será la 
probabilidad de cometer errores. Cuando se está analizando una 
ecuación de regresión, una de las primeras cuestiones que se debe 
aclarar será el número de observaciones, para que con este ante­
cedente se califique en parte la significación de la regresión.

3] Respecto de la dificultad del cálculo. El lector comprobará, 
a través de la realización de ejercicios, el trabajo que exigen los
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cálculos de regresión. En la práctica, cuando ya se tiene aclarada 
la parte conceptual, para lo cual constituye una importante ayu­
da la realización de ejercicios con calculadoras convencionales, 
será útil recurrir a los computadores electrónicos, ya que una vez 
entregadas las informaciones originales, en brevísimo tiempo po­
drá disponerse de cálculos exactos, ya que los programas de re­
gresión están previamente diseñados. Por otra parte, respecto de 
la deducción de las ecuaciones normales, puede significar cierta 
demora obtenerla basándose sobre las derivadas parciales. Existe 
una regla nemotécnica para hallar ecuaciones normales en fun­
ciones lineales respecto de los parámetros. La regla es la siguiente: 
Para la primera ecuación normal, multipliqúese la función a 
ajustar por el coeficiente del primer parámetro, y luego apli­
qúese el operador sumatoria a la función. Para la segunda ecua­
ción, multipliqúese toda la función por el coeficiente del segundo 
parámetro y luego apliqúese el .operador sumatoria. Y así sucesi­
vamente para todas las ecuaciones normales que se deba obtener.

Ejemplos: Se obtendrán las ecuaciones normales de la función:

l o g Y c =  alogX,  +  logb

Multiplicando ambos miembros de la ecuación por el coeficien­
te de logb que es 1, y aplicando sumatoria, se tiene la primera 
ecuación normal:

2  log Yí =  a 2  log Xi - f -  n log b

Multiplicando ambos miembros de la ecuación por log X  que 
es el coeficiente del otro parámetro y aplicando sumatoria, se 
tiene:

2  log Y, log X¡ = a 2  (log X ,)2 +  log b 2  logX,

que es la segunda ecuación normal. Comparando estas dos ecua­
ciones normales con las obtenidas por derivación parcial en la 
parte 1, b se concluye que son idénticas.

Si se quisiera obtener la ecuación normal de una recta que pasa 
por el origen, se tiene:

Yc =  aXj

(recta que pasa por el origen ya que no tiene término libre; coe­
ficiente de posición 0).



Multiplicado por X¡, que es el coeficiente del único paráme­
tro, y aplicando sumatoria, se tiene:

2  YjXí =  a 2  X*

Por el proceso de derivación, se llega al mismo resultado. En 
efecto:

Z — 2  (Y¡ — Yc)2 =  2  ( Y i - a X O 2
i=l

ò Z
 =  2 2  (Y, -  aX¡) ( -  X .) =  0
Õ a

2  Y,X,  =  a 2  X7

En las páginas siguientes se tratarán conceptos referentes al 
análisis de correlación, conceptos que permitirán cuantificar el 
grado de asociación entre las variables estudiadas y la validez de 
las proyecciones a través de las ecuaciones de regresión.
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CORRELACIÓN

En el capitulo anterior se presentaron las técnicas del ajuste de 
funciones por el método de mínimos cuadrados. Una vez deter­
minada la función, es necesario especificar si hay asociación entre 
las variables consideradas y en qué medido lo están. En caso de 
que las variables estén íntimamente asociadas, la ecuación de re­
gresión puede utilizarse para explicar el comportamiento de la 
variable dependiente (explicada) en términos de las variaciones 
que experimente la variable independiente (explicativa). Por 
ejemplo, el incremento del volumen de venta de artefactos eléc­
tricos puede ser explicado por aumentos en los niveles de ingre­
so, por variaciones en los precios, por modificaciones en los tipos 
de cambio, etc. Por otra parte, el instrumento de la regresión y 
correlación puede ser empleado en la estimación de valores de la 
variable dependiente (predictándo), en el entendido que se cono­
cen las variaciones de la variable independiente (predictor). En 
general, los planes de desarrollo especifican los niveles de ingreso 
por habitante que se pretende alcanzar en los próximos períodos; 
con tales datos y la ecuación de regresión del caso, pueden esti­
marse magnitudes de las variables que muestren un alto grado de 
asociación con el ingreso, tales como el consumo, la importación 
de alimentos, la reinversión de utilidades, etc. En todo caso, la 
validez de una proyección por regresión depende del grado en 
que están asociadas entre sí las variables; Si es alto el grado de 
la asociación, la estimación tiene base de fundamento, y si la 
asociación es débil, la proyección no se justifica.

Recuérdese que para determinar la ecuación de regresión es 
necesario contar con antecedentes sobre los valores que han toma­
do las variables; la representación gráfica de estos valores ayuda 
a especificar el tipo de función. En esta etapa ya puede adelan­
tarse algo acerca del grado de asociación. Obsérvese los dos dia­
gramas siguientes:

A. O B JE T IV O S  D EL ANÁLISIS DE CORRELACIÓN

[ 160]
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En el primer diagrama de dispersión los puntos están más ale­
jados de la función que en el segundo; la proximidad de los pun­
tos observados a la función determina el grado de asociación.

El objetivo básico del análisis de correlación es pues evidente: 
se trata de disponer de un indicador cuantitativo del grado de 
asociación que respalde la ecuación de regresión que se pretende 
utilizar. De hecho, un conjunto de puntos que muestren la rela­
ción de un par de variables puede ser representada por cualquier 
función, pero una representación adecuada sólo se consigue cuan­
do la garantiza una asociación estrecha entre las variables.

B. TIPOS DE CORRELACIÓN

En forma similar a la clasificación de los tipos de regresión pre­
sentada en el capítulo anterior, se puede distinguir los siguientes 
tipos de correlación:

1] Atendiendo al número de variables:
a) Correlación simple. Cuando se estudia el grado de asocia­

ción entre un par de variables: dependiente e indepen­
diente.

b) Correlación múltiple. Cuando se estudia el grado de aso­
ciación que simultáneamente existe entre la variable de­
pendiente y dos o más variables independientes.

c) Correlación parcial. En el caso de correlación múltiple, la 
cuantiíicación de la asociación neta entre dos variables, 
una vez que se elimina estadísticamente la influencia de 
otras variables independientes.

2] Atendiendo a la forma de la función: Según el tipo de ecua-
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ción de regresión se tiene correlación rectilínea, parabólica, 
potencial, exponencial, logarítmica, etcétera.

3] Atendiendo a la relación de variables:
a) Correlación directa o positiva. Cuando por aumentos en 

la variable independiente corresponden aumentos de la va­
riable dependiente.

b) Correlación inversa o negativa. Cuando por aumentos en 
la variable independiente corresponden disminuciones 
de la variable dependiente.

C. EL COEFICIENTE DE CORRELACIÓN

Definición. Un coeficiente de correlación indica el grado de aso­
ciación entre las variables; se simbolizará por r y se definirá de la 
siguiente manera:

Donde Syu representa la varianza explicada, es decir, aquella 
parte de la varianza total explicada por la ecuación de regresión 
y Sj representa la varianza total como se la definió en la primera 
parte del trabajo, es decir:

Como puede observarse, ambas varianzas expresan un promedio 
île cuadrados de desviaciones respecto de la media aritmética y su 
cómputo no difiere del que se realiza para una varianza cualquie­
ra. Lo que ocurre es que la variabilidad total se descompone en 
dos fuentes: la varianza explicada y la varianza no explicada que 
se define:

S (Yc-Y )-'
(Yc: valor calculado)

n

(Y¡: valor observado)

2  (Y, — Yc)2
n
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Lógicamente la suma de la varianza explicada y la varianza no 

explicada reproduce la varianza total, como se demuestra más ade­
lante. La raíz de la varianza no explicada, por el hecho de ser un 
indicador del grado de dispersión de los puntos observados res­
pecto de los puntos calculados por la ecuación de regresión, reci­
be el nombre de error de proyección  y se utiliza para fijar inter­
valos de confianza.

Observando la fórmula del coeficiente de correlación, éste pue­
de interpretarse como la proporción que representa la desviación 
típica explicada dentro de la desviación típica total.

D. LIMITACIONES DE LA CORRELACIÓN

La rapidez y sencillez con que ha sido presentado el tema puede 
hacer que la correlación se interprete sin salvedades y con ilimi­
tados alcances; por ello parece conveniente plantear los siguien­
tes puntos.

1] Un alto coeficiente de correlación no necesariamente deter­
mina causalidad entre las variables; dos variables pueden apare­
cer correlacionadas por casualidad y no porque exista una relación 
de dependencia entre ellas.

2] En cuanto a las variables, es necesario que aparezcan depu­
radlas de las influencias de otras variables. Dos series nominales 
pueden mostrar estrecha asociación porque hay una tercera varia­
ble: alzas de precios, que exagera el grado de asociación. Por ello 
es conveniente trabajar con series reales, por habitante, de mane­
ra que haga más significativa la correlación.

3] Dos series pueden también arrojar coeficientes de correlación 
cercanos a uno, porque el tamaño de muestra es insuficiente. En 
un caso extremo, cuando sólo se tomen dos puntos, el coeficiente 
de correlación rectilíneo mostrará en general un valor igual a la 
unidad, pero esto no garantiza la adecuada significación. La cali­
ficación del grado de asociación no puede dejar de considerar el 
número de puntos utilizados en el estudio.

4] Desde el punto de vista del tipo de función, sobre todo cuan­
do se tiene por objetivo la proyección de una variable, es conve­
niente trabajar con funciones sencillas capaces de representar la 
tendencia de la nube de puntos. Si se posee una función compli­
cada con muchos parámetros y muchas variables independientes, 
posiblemente se obtenga un alto coeficiente de correlación, porque 
la función, dada su complejidad, pasará muy cerca de los puntos 
observados. Sin embargo, la correlación pierde validez como ga­
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rantía de una adecuada proyección; estimar los valores de las va­
riables independientes, es decir, fijar las variables exógenas se hace 
más difícil cuando éstas son numerosas.

5] No debe olvidarse que la proyección por regresión y correla­
ción es válida en tanto sigan en vigencia los supuestos y circuns­
tancias implícitos en los datos y antecedentes disponibles. Proyec­
tar por regresión la producción agrícola de los próximos períodos, 
por ejemplo, haciendo caso omiso de una eventual reforma agra­
ria, probablemente conducirá a estimaciones alejadas de la reali­
dad. Es importante, cuando se realizan estimaciones, dejar en cla­
ro los supuestos básicos y admitir que cualquier desviación de es­
tos supuestos exige tina revisión del modelo de proyección o del 
modelo de análisis según el caso.

6] Por último, merece destacarse que los modelos de regresión 
y correlación significan una perm anente revisión de supuestos y 
acumulación de nuevos antecedentes que permitan ajustar el mo­
delo a las nuevas circunstancias.

E. CORRELACIÓN RECTILÍNEA

Es conveniente presentar en detalle los conceptos expuestos en 
forma general aplicados al caso específico de la correlación rec­
tilínea.

1] Representación de las magnitudes que determinan las va- 
rianzas
Se enunció que la varianza denominada total correspondía exac­
tamente con el concepto utilizado en la primera parte del trabajo. 
En efecto:

2  (Y¡ — Y)2
Jy  — ---------------------

n

En la gráfica 19 pueden observarse las desviaciones que toma en 
cuenta este estadígrafo.

La varianza explicada la determinan las desviaciones de los valo­
res calculados respecto de la media aritmética.
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Gráficamente; 

g r á f ic a  20

La varianza no explicada la determinan las desviaciones de los va­
lores observados respecto de los valores calculados.

  2 (Y i —  Yt.)2
2>Yg — —  -------

n

Gráficamente:
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Evidentemente:

Sÿ =  Sic -(- Sys

ya que:

2  (Y, -  Y)2 =  2  (Y. -  Ÿ )2 +  2  (Y, -  Y,p

2Y ! -  2 Ÿ  2  Y, +  n Y 2 =  2  Yi -  2 Ÿ  2  Yc +  n Ÿ* +  2  Yi -  
-  2 2  Y¡ Yt. +  2  Y?

Por otra parte 2  Yi =  2  Y0 ya que:

2 Y i  =  a 2 X ¡ - | - n b  ecuación normal.

Yc =  a Xi -j- b Ecuación de regresión rectilínea,
que al aplicarle el operador sumatoria, se transforma en:

2  Y,. =  a 2  X, -f  n b

Luego

2  Yc =  2  Y,

La relación original en consecuencia puede simplificarse:

2 2  Y, Yc — 2 Ÿ  2  Y, =  2 2  Y* — 2 Ÿ  2  Y, 

pero, 2  Yi =  2  Yc
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y queda: 2  Y, Y,. =  2  Y?

Pero: Yc =  a X¡ - f -  b

■Y* =  a2 X*, +  2ab X , +  b2

Yac = 32X1 4 . ab X , +  ab X , +  b=

Y: =  a (a X=j -f  b X ,) +  b (a X , +b )

2  Y? =  a (a 2  X? -f  b 2  X.) +  b (a 2  X, +  n b)

Las expresiones entre paréntesis son las ecuaciones normales de 
una recta, luego

2  Y? =  a 2  X , Yt +  b 2  Y,

Por otra parte

2  Y, Y0 =  2  Y, (a X , +  b)

ya que

Y,. =  a X , +  b 

2  Y, Y.. =  a 2  X, Y, +  b 2  Y,

Luego

2  Y? = 2 Y ,  Ye

y por consiguiente

S? =  S*c +  SI.

De esto se deduce que el valor numérico del coeficiente de correla­
ción, o de su cuadrado que se denomina coeficiente de determi­
nación, fluctúa entre 0 y 1.
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Los límites planteados son casos generales. Cuando no se elige en 
forma adecuada la ecuación de regresión, es posible encontrar coe­
ficientes de correlación que adoptan valores no comprendidos entre 
los límites establecidos.

En correlación rectilínea se asigna el signo positivo de la raíz 
cuando se trata de correlación directa y el signo negativo si la 
correlación es inversa. En este caso, entonces los límites serán:

- I  <  r <  1

El coeficiente de correlación tomará un valor igual a la unidad 
cuando todos los puntos observados estén situados sobre la ecua­
ción de regresión, y tomará el valor cero cuando la ecuación de 
regresión coincida con una paralela al eje de las abscisas a la al­
tura de la media aritmética.

g r á f i c a  22

x
X

Xx

2] Método abreviado de cálculo

El cálculo del coeficiente de correlación basado en las varianzas, 
es decir, en la definición, implica cuantificar los valores calculados 
por la ecuación de regresión, lo que por sí mismo representa un 
trabajo bastante laborioso. El método que a continuación se ex­
pone, aprovecha los cálculos que se debieron realizar para deter­
minar los parámetros de la ecuación de regresión. Si se recuerda 
la definición:

r2_  S|c _  2  (Yc —  Y)2 

r" ~  S% “ 2 (Y, -  Y)*
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_  2  Y? — 2 Y 2  Yc -f- n Y2 

2  Y? - 2 Ÿ 2 Y , - f n Ÿ 2

Obsérvese que 2  Y, =  2  Y| =  n Y

2  Y? — 2 n Ÿ2 -j- n Y2 2  Y2 -  n Y 2

2  Y? — 2 n Y2 -(- n Ÿ2 2  Y? - n Y 2

Será necesario encontrar una expresión para 2  Y? . En el punto 
anterior se demostró que

2 Y t« =  a 2  X, Y, -H b 2  Y¡

Remplazando esta nueva expresión en la última fórmula de r2 
se tiene:

r2 =
a 2  X. Yi +  b 2  Y, -  n Y2 

2 Y? - n Y 2

La fórmula anterior, como se dijo, posee la ventaja de utilizar 
cómputos que debieron hacerse para el ajuste por el método de los 
minimos cuadrados, con excepción de 2  Y? . El numerador de esta 
fórmula equivale a n veces la varianza explicada, y el denomina­
dor equivale a n veces la varianza total. Por consiguiente, para ob­
tener el cuadrado del error de proyección (varianza no explicada), 
será necesario restar el numerador del denominador y dividir la 
diferencia por n, antes de realizar simplificaciones numéricas. La 
utilización del error de proyección para predecir o estimar inter­
valos, tiene la siguiente interpretación gráfica:

g r á fic a  23

/



Detrás de esta interpretación está el supuesto que las diferencias 
entre valores observados y valores calculados tienen una distribu­
ción de probabilidad normal. Por ese hecho pueden establecerse 
niveles de confianza o probabilidades de acierto en las estimacio­
nes. Si se suma y resta una ve/, el error de proyección, el intervalo 
resultante implica un nivel de confian/a de 68 por ciento; si se 
suma y resta dos veces el error de proyección, el nivel de confianza 
será de 95 por ciento; si se suma y resta tres veces el error de pro­
yección, el nivel de confianza será de 99 por ciento, etcétera.

3] Otras fórmulas tie cálculo 
Existen otras fórmulas para cuantificar el grado de asociación 
entre ellas la fórmula llamada momento-producto que conduce a 
su vez a expresar el coeficiente de correlación como la media geo­
métrica de los coeficientes tie regresión angulares.
Dada la ecuación de regresión; Y,. =  a X¡ -|- b aplicando el opera­

dor media aritmética, se tiene; Y =  a X -f  b de donde; b =  
Ÿ -  a X.
Por otra parte, las ecuaciones normales para la recta son:

i) 2  Y, =  a 2  X, +  nb
ii) 2  X¡ Y j =  a 2  X'f +  b 2  X¡

Dividiendo la segunda ecuación por n, queda

S X í Y í 2X?
-------------  =  a -------------f - b X

n n

Remplazando el valor de b =  Y — a X, se tiene;

S X . Y í 2  X2, -  -  -
=  a ------------ (- (Y -  a X) X

170 CORRELACIÓN

n
+  X Y -  a X 2

2  X, Y ,   / 2 X 1  -  >
------------------X  Y =  a  '------ X 2 ,

Observando estas expresiones, se concluye que el primer miem­
bro no es otra cosa que la covarianza de las variables Y, y X|, y la
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expresión dentro del paréntesis es la varianza de la variable inde­
pendiente, es decir:

C [Xj Y,] — a V [X,]

Nótese que esta expresión corresponde a una ecuación de regre­
sión de Y en X, es decir, donde X t es la variable predictor y Y¡ 
es la variable predictando. Para especificar la fórmula en este sen­
tido el coeficiente angular “a” tendrá la siguiente expresión:

C[X,  Y,]
^YX =

V[X,]

Por analogía, si la ecuación de regresión fuera de X  en Y se tendría:
»

X c =  a Y¡ +  b

Dado que

S X í Y j - -
C (X, Yj) =  C (Y, X ,) = *  L _  Y X

n

donde el orden de ios factores no altera el producto numérico; 
se tiene:

C [Xj Yj]
■TXY =

V [Y,]..

En resumen, hasta ahora se dispone de fórmulas para los coefi­
cientes de regresión en términos de varianzas, covarianzas y medias 
aritméticas, que son útiles para obtener valores numéricos y para 
las demostraciones que a continuación se presentan.

La fórmula abreviada del coeficiente de correlación es

a 2  Xj Y ¡ + b 2  Y , - n Y 2 r2 _     ' ________
2  Y? - n Ÿ 2

bÏX — Y — aYX X

dado que



172
remplazando se tiene:
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íiyx 2  Xi Y i — (Y — Hyx X) 2  Y¡ — n Y2
rz =  ---------------------------------------- _ ------------------------

2  Y? — n Y- 

avx 2  X¡ Y, -j- n Ÿ2 — n avx X Ÿ  — n Y2

- 2  YI -  n Ÿ2

_  ar x { 2 X ,  Y . - n X Y )

~  2 Y ?  — n Y3

di viendo numerador y denominador por n se tiene:

2  X , Y, -  -
avx {---------------- X Y } C[ X , Y , ]

n
ï *  =  ------------ y - y T  ----  -  “ 'X  ------------------------------

 - - Y 2 V [Y,]
n

Luego ra =  ayx axv

r =  ±  V a Y X  a X Y  

De otra manera

^  =  (C [X, Y,])2 . C [X, Vi]
V  [X,] V [Y,] ' ‘ * S;vt SV1

De esta manera se han deducido dos fórnuilas adicionales para 
el coeficiente de correlación. La primera está dada por la 
media geométrica de los coeficientes angulares de regresión, y la 
segunda tiene como numerador a la covarianza, que es un mo­
mento de orden uno-uno respecto de las medias aritméticas, y co­
mo denominador al producto de las desviaciones típicas de las 
variables; de donde el nombre de momento-producto que se le da 
a esta fórmula.

Se ha hecho hincapié sobre la necesidad de distinguir el sentido 
de la regresión y correlación, es decir, si se trata de “Y sobre X "  
o de “X  sobre Y” por el hecho que hay análisis donde puede pre­
sentarse cierta reversibilidad en la causalidad.
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4] Correlación por rangos

Un caso particular de la correlación rectilínea es la llamada co­
rrelación por rangos u ordenamientos. Hay una cantidad de va­
riables no susceptibles de medición exacta y, sin embargo, suscep­
tibles de ordenarse o jerarquizarse cualitativamente; por ejemplo, 
una selección de candidatos a un cargo, basada en entrevistas per­
sonales, puede conducir a ordenamientos de los candidatos (por 
ejemplo, de mejor a peor) por parte de cada uno de los entrevis­
tadores. El análisis de correlación por rangos determinará si estos 
ordenamientos son coincidentes o dispares, y cuál es la magnitud 
de la coincidencia o disparidad. El problema consiste en asignar a 
cada candidato un número de orden y determinar el grado de aso­
ciación entre dos ordenamientos, y el mismo puede ser enfrentado 
recurriendo a fórmulas generales ya vistas para la correlación rec­
tilínea. Sin embargo, en este caso se consigue alguna ventaja de 
cálculo por el hecho que las variables tomarán valores enteros 
equidislanciados. Siguiendo el ejemplo, si dos supervisores hubie­
ran ordenado a ocho postulantes en la siguiente forma:

Postulantes

Ordenamiento del 
entrevistador 1 

« u

Ordenamiento del 
entrevistador 2 

U*,

A 4? 3 ?
B 2° ■i°.
C 7? 8?
D 6? 5 ?
E 3? 2o
F 8? 7?
G 5? 6?
H 1? 1?

El análisis de la correlación por rangos proporcionará un indi­
cador cuantitativo acerca de la disparidad o coincidencia de los 
ordenamientos. Obsérvese que las variables son los números natu­
rales en ambos tipos de ordenamientos; este hecho permite con­
cluir que:

i) las medias aritméticas de los dos ordenamientos serán igua­
les, es decir: M [u,,] =  ¡V[ [uL,¡].

ii) las varian/.as de ambos ordenamientos serán iguales, es decir:

V fu, ¡] =  V [tu ,]
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Una de las fórmulas generales para el coeficiente de correlación 
rectilínea era la siguiente:

C[ X, Y, ]  . o (C [XjY ,])2
r =  —  . . r

Sxí ST, V  [X,] V  [Y,]

Para las deducciones posteriores es importante establecer previa­
mente cuál es la varianza de una suma de variables:

v[y- , Yi]_ S  ( X i+ Y ,  —X —Ÿ)2 _  2 [ ( X , - X )  +  (Y, — Y)]2

' S (X, -  X )2 2  (Y, -  Y)2 2 2  (X, -  X) (Y, -  Y)
V [X, +  Y,] =  — — L  +  _ _ i J  L .  +  __L _! — í '

V [X, +  Y,] =  V  [Xj] +  V[Y,] +  2 C [X, Yj]

2 2  (Xj-X) (Yj-Y) 2 2  (X, Y,- X  Y ,- Ÿ X ,  +  Ÿ X )
ya que------------------------------- ==------------------------------------------------

2  Xj Y, -  2  Xj -  2  X¡
=  2 [---------------X ---------- Y ----------H X  Y]

n n n

2  X, Y, - -  - -  - r
2 [-------------- X Y - Y X  +  X Y ]

n »

2  X¡ Y, -  -  
=  2 [----------   -  X  Y] =  2 C [X, Y,]

Por analogía la varianza de la diferencia de dos variables será

V [X, -  Y,] =  V [Xj] +  V [Y¡] -  2 C [X, Yj]

Dadas las variables ordenamiento u^, ua¡, se puede establecer una 
relación de diferencia entre ellas:

d¡ =  Ujj -  Uj-j

V[dj] =  V [u,j] +  V [u,,j] -  2 C [ujj u2i]
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El coeficiente de correlación en términos de estas variables será:

C  [uj ,  u2i]

V V[u„] V [ u 2 í ]

c  [Un u¡2]
r =  - — —  ya que V [Uj,] =  V [u21]

V[u„]

Despejando la relación V [d¡], se tiene que:

C [u„ uai] =  (V[u„] +  V [u21] -  V [el,] i/ 2 

=  (2 V [u,,] — V [d,]) y2

Por otra parte

d¡ =  u ,i u2¡

M [di] =  M [u,,] -  M [u21] =  0

luego,

Entonces,

V [d,] =  M [df ] -  (M [d,])2 

2  di

C [uu u2i] V [ u „ ] - V [ d , ] V 4 
V [u,,] V[u„]

V [d,]
=  1 -

2 V[u„]

Pero la varianza de un [V (u,,)] es la varianza de los n primeros 
números naturales.

2  ufi
V[u,,] = ------------- u7
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( n + 1) (2a +  1) / n ( n  +  l ) y  
6n V 2n /

=  ( n + l )  (2n + l )  ^ n +  1y

< n + l ) ( 2n +  l) ( n + 1) (n +  1)
6 4

=  (n +  1, [ ! ^ _ - i ]

|"4n +  2 —3n —3 1

/ n - A  n2- l  
—  ( n  +  )  (  12 )  — 1 2

Luego, r =  1 ------

2

, 6 2 d ?r  =  1 --------------------
n (n2 -  1)

Para el ejemplo propuesto en páginas anteriores el cálculo se ha­
ría de la siguiente manera:

P o s t u l a n t e s « n «21 d , d ?
A 4 3 1 1
B 2 4 _ 2 4
C 7 8 _ 1 1
D 6 5 1 1
E 3 2 1
F 8 7 1 1
G 5 6 _1 1
H 1 1 0 0

3 6 3 6 0 10

V [d,]

Pii1)
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Aplicando la fórmula anterior resulta

6 (10)
i  =  l  —  — 0.88 

8 (63)

El resultado del indicador muestra que los dos ordenamientos 
están bastante asociados, sin que tengan, en general, discrepancias 
significativas.

A veces puede utilizarse con ventaja este tipo de indicador, aun 
en casos de variable cuantificable. Puede ocurrir que si el número 
de datos es muy grande y las variables toman valores que dificul­
tan el cálculo numérico, sea conveniente ordenar las observaciones 
de acuerdo a sus valores numéricos y establecer la correlación entre 
los ordenamientos. Evidentemente esta simplificación implica ri­
gidez por la introducción de supuestos adicionales, tales como la 
correlación rectilínea, y la necesidad que los ordenamientos refle­
jen adecuadamente la distribución de las variables originales. Sin 
embargo, muchas veces basta con saber si existe o no asociación sin 
que interese mucho refinar el análisis; para este tipo de estudios 
puede prestarse esta conversión arbitraria de variables.

La facilidad de cálculo del coeficiente de correlación por ran­
gos tiene, como contrapartida, una seria limitación. Se supone que 
las distancias o diferencia de atributos es constante entre los casos 
considerados. En el ejemplo visto, esto quiere decir que la dife­
rencia entre el postulante H y el postulante B es la misma que la 
que existe entre el postulante B y el postulante E, etc., para cada 
uno de los ordenamientos. En la práctica, difícilmente se cumplirá 
este supuesto, pero como se ha dicho, este tratamiento es adecuado 
para variables de atributos donde la jerarquización u ordenamien­
to constituyen la única forma de discriminación, y donde se obser­
va con menos rigurosidad las limitaciones aludidas.

F. CORRELACIÓN NO RECTILÍNEA

Sin desconocer que el caso particular de la correlación rectilínea 
es útil para presentar los conceptos del análisis de regresión y co­
rrelación, su aplicación práctica es algo restringida por el hecho 
de que en los estudios socioeconómicos las relaciones entre las varia­
bles adquieren formas que, en general, difícilmente pueden ser 
representadas en forma adecuada por una línea recta.

De la misma manera que se distinguían diversas relaciones no 
rectilíneas en el capítulo de regresión, aquí desde ese mismo punto
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de vista se expondrán los coeficientes de correlación respectivos. 
En correlación no rectilínea carece de utilidad distinguir entre 
directa e inversa, por el hecho que pueden haber tramos donde 
la relación sea directa y otros donde sea inversa.

1] Si la función es del tipo

Yc =  a log X  -f  b

es decir, si cambios relativos de X  determinan cambios absolutos 
de Y, el coeficiente de determinación tendrá la expresión general

SL 2  (Yc — Y)2 2Y| — n Y2

Sv 2  (Y¡ — Ÿ)2 2Y-; - n Y 2

pero,

Y® =  a* (log X J 2 +  2ab log X, +  b2 

Y? =  a{a (log X ,)2 +  b log X J  +  b {a log X, +  b}

2  Y| =  a{a 2  (log X,)2 +  b 2  log X J  +  b { a ^ o g ^ J - j i b }  

Ecuación normal Ecuación normal

2  Y* =  a 2  Y, log X, +  b 2  Y¡

a 2  Y¡ log X¡ +  b 2  Y, -  n Ÿ 2
r2 =

2 Yf - n Y 2

Nótese que este coeficiente de determinación resulta de la rela­
ción entre Y¡ y log X¡, que será distinto del que resulta de la re­
lación entre Y, y X¡ (siendo X[ el antilogaritmo de log X¡).

Para el cálculo del error de proyección se procede tie manera 
similar al caso de correlación rectilínea, es decir, basta dividir por 
n la diferencia entre el numerador de la fórmula del coeficiente 
de determinación (n veces la varianza explicada) y el denomina­
dor (n veces la varianza total); la raíz cuadrada de esta diferencia 
dividida por n será el error de proyección. Nuevamente, el error 
de proyección está dado teniendo en cuenta la proyección de Y|, 
en términos de la variable independiente log Xj, que será distinto 
al error que se dé al proyectar Y¡ en términos de Xj.
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2] Si la función es del tipo

Y =  f dx si log f =  b; log d =  a 

log Y =  aX +  b

es decir, una función de las llamadas exponenciales, el procedi­
miento para encontrar las fórmulas del coeficiente de correlación 
y del error de proyección es similar al caso anterior. Obsérvese 
que en esta función, variaciones absolutas de la variable X  deter­
minan variaciones relativas de Y. La fórmula general del coefi­
ciente de determinación es la siguiente:

2  (Yc -  Y)2 2  Y2—  n Y2
r2

2  (Y, -  Y)2 2  Y? -  n Y2

Obsérvese que en la función aparece el logaritmo de Y|. Por este 
hecho la fórmula particular será:

donde,

r2 _  2  (log Y„)2 — n log Y2 

~~ 2  (logYj)2 — n íõgY2

2  log Y,
log Y =  M flog Y,]

II

Dado que log Yc =  aX[ -(- b

2  (log Y,)2 =  a2 2  X‘i + a b 2 X , + a b 2 X l +  nb2 

=  a {a 2  X f + b 2 ' X , }  +  b { a 2 X 1 +  nb}

=  a 2  (log Yj) X , +  b 2  log Y,

a 2  X¡ log Y¡ -}- b 2  log Y¡ — n log Y2

2  (log Y,)2 - n  log Y2

Cabe destacar nuevamente que el coeficiente de correlación calcu­
lado según la última expresión diferirá del calculado según la ex-



180 CORRELACIÓN

presión general. En la fórmula general se establece la asociación 
entre Y, y X ¡; en cambio, en el caso particular se establece la co­
rrelación entre el logaritmo de Y¡ y la variable Xi. El error de 
proyección en uno y otro caso se obtiene calculando la raíz de la 
varianza no explicada que es la ene-ava parte de la diferencia entre 
el numerador y el denominador de la fórmula del coeficiente de 
determinación.

3] En una función potencial del tipo

Yc =  b X 1

cuya expresión logarítmica es

log Y0 =  log b -f  a log X¡

donde variaciones relativas de la variable independiente determi­
nan variaciones también relativas de la variable dependiente; pue­
den así establecerse dos fórmulas para el coeficiente de correlación 
que conducirán a resultados distintos:

r 2 =  2  (lo g Y„ — lo g Y )2 

2  (lo g Y¡ — íõg Y )-

y la otra con los antilogaritmos respectivos.

2 _  2 (Yc —  Y)- 

2 (Y¡ —  Ÿ)2

Para el caso de la correlación logarítmica la fórmula abreviada 
de cálculo se obtiene de la misma forma que las anteriores.

a 2 log Xi log Y , - j -  log b 2  log Yt — n log Y2r-’ =  — ---------- ------------------ ----- ;—  ------------- -- ------- -— ——
2  (log Y¡)2— n log Y2

De esta fórmula también puede obtenerse el error de proyección 
logarítmico con el procedimiento ya conocido.

En el caso de correlación logarítmica la estimación de interva­
los se hace en la misma forma que en el caso rectilíneo, pero te­
niendo en cuenta que para los valores reales el desvío contempla­



do representa una proporción constante de los valores dados por 
la ecuación de regresión.

La interpretación gráfica es la siguiente:

g r á fic a  24
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En escalas logarítmicas aparece una diferencia constante. Los 
antilogaritmos de estos valores conducen a la representación en 
escala natural donde puede observarse que el intervalo es cada 
vez mayor, lo que corresponde a una proporción constante del se- 
miancho del intervalo respecto de los valores dados por la ecua­
ción de regresión.

4] Correlación parabólica 
Dada la función

Y0 =  a X 2 +  b X  +  c 

El coeficiente de determinación está dado por

. _  2  (Yc —  Y)2 _  2 Y c- n Y 2 

2  (Yi — Ÿ)2 ~  2 Y? - n Ÿ 2

Y2 =  a2 X* - f  b2 X 2 +  c2 +  2 a b X 3 +  2 a c X 2 +  2 b c X

Y; =  a2 X< -f  a b X a +  a b X 3 +  b2 X 2 +  a c X 2 +  a c X 2 +  
-f- c! - f  b c X  b c X

Y? =  a{a X t +  b X? +  c Xf } -f  b{a X? +  b X ?. +  c X ,}  +  
+  c {a X 2 +  b X  +  c}
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2Y? =  a  { a  2X ? +  b 2 X 3, +  c 2 X ¡}  +  b { a  2X* +  b SX? +  
+  c 2 X , }  +  c ( a  2X2 +  b 2 X  - f  nc}

Las expresiones dentro de los paréntesis corresponden con las 
ecuaciones normales de la parábola, es decir:

Aplicando el operador sumatoria

La fórmula abreviada de cálculo para el coeficiente de correlación 
será:

El error de proyección se calcula por el método expuesto para 
los casos anteriores.

G. CORRELACIÓN MÚLTIPLE

En el caso de que existan dos o más variables independientes, la 
necesidad de disponer de indicaciones acerca de la asociación que 
simultáneamente tiene la variable dependiente con las variables 
independientes, conduce a la obtención de coeficientes de correla­
ción múltiples; si bien son necesarios para el análisis los coeficien­
tes de correlación simples, es preciso complementar este conjunto 
de indicadores con un estadígrafo que resuma simultáneamente los 
grados de asociación simples.

1] Correlación en un plano de regresión.
Si se tienen dos variables independientes, la ecuación de regre­
sión es de la forma

El coeficiente de correlación se obtiene siempre a partir de la 
fórmula general que ahora tendrá la siguiente simbología:

2Y? =  a {2Y¡X? } +  b {2Y, X, }  +  c {2 Y ¡}

r2
a 2Y ¡ X? -f  b 2 Y, X , - f  c 2Y , -  n Y2

2 Y? - n Y 2

>Xc 1 .2 3 2  (X le -  X )2 _  2  X?c - n X j

2  (Xu — X)2 ~  2  X?¡ - n X ?



CORRELACIÓN M U LTIPLE 183

Donde Sxc 1.23 es la varianza explicada por las variables X2 y 
X , Sxi es la varianza total de la variable dependiente.

X-lc =  at 23 -f- b,2.3 X» b13 » X -3 aj 23 bJ2.3 X 2

-f- ai.23 b12.3 X2 -\- aJ.23 bi3,2 X3 3],03 bia.j x, +
“(~ b|23 bl22 X2X3 bj 23 bt3.2 X 2X 2

Xjc — ai.23 {ai.23 “f~ b,2 3 X2 -j- b13.2 X 3}

"l- bjo.3 {bi2,3 Xj ai,23 X 2 -{- bj3-2 X 2X 3}

-f- b,3.2 {b,3.2 X 3 -|- a, 23 X , -f- b12.3 X 2X 3}

Aplicando sumatoria se tiene:

2  X l,   at.23 {fi ai.23 "j- bj2,3 2  ^̂ 2 “I- 1̂3,2 2  X 3}

“I- bi2.3 {bj2.3 2 X2 -)- ai.23 2 X2 -)- b13 2 2 X2X3}

+  b,3.2 {b,3.2 2 X| +  a,.23 2 x 3 -)- b12.3 2 X.X,}

Las expresiones dentro de los paréntesis corresponden con las 
ecuaciones normales de un plano de regresión. En efecto,

2 X\„ = ax.M 2X , + b,2.3 2 XjX. + b13.2 2 XtX:s

La fórmula abreviada del coeficiente de determinación queda en 
consecuencia,

ai.23 2  X t -j- b12.3 2  X 3X 2 +  bi3.2 2  X , X S — n X^
R-¡ „3 =    = ---------

2 X 2  _ n X 2

En correlación múltiple no tiene sentido el signo de R, ya que 
puede haber variables que influyan positiva o negativamente en 
la variable dependiente.

En cuanto a la forma de cálculo del error de proyección, no di­
fiere de los vistos anteriormente; la diferencia entre numerador y 
denominador es n veces la varianza no explicada.

En el caso de correlación múltiple se presenta un problema par­
ticular originado por la necesidad de disponer de indicaciones so­
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bre la asociación neta existente entre la variable dependiente y 
cada una de las variables independientes. £1 coeficiente de corre­
lación múltiple indica el grado de asociación que simultánea­
mente se presenta entre la variable dependiente y las variables in­
dependientes. Un coeficiente de correlación simple indica el grado 
de asociación entre dos variables: dependiente e independiente, 
pero sin eliminar o depurar estadísticamente la asociación entre 
ambas variables de la influencia de otras que actúan a través de 
la variable independiente. Por ejemplo, puede haber una alta co­
rrelación entre la cantidad vendida de un artículo y su precio; pero 
esta asociación puede disminuir en forma sustancial al eliminar 
explícitamente la influencia de la variable precio de un sustituto.

Este concepto de asociación neta o depurada se cuantifica a tra­
vés del coeficiente de correlación parcial que, en el caso de tres 
variables, se define de la siguiente manera:

r12S representa la asociación entre las variables y X 2, elimi­
nando estadísticamente la influencia de la variable X 3. En efecto, 
si se observa el numerador, se concluye que representa el incre­
mento en la varianza explicada al incluir la variable X„. Este in­
cremento se compara con la varianza que dejaba sin explicar la 
variable X s. Sustituyendo el numerador por varianzas totales y no 
explicadas se tiene:

1*12.3

SI'X s 1.23
1 -

El otro coeficiente de correlación parcial se define

Con todos estos estadígrafos, en el caso de tres variables se tiene 
un conjunto de indicadores complementarios que permiten obte­
ner conclusiones objetivas. Por una parte, se dispone de tres coefi-
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cientes de correlación simple: r12, r13, r23; además dos coeficientes' 
de correlación parcial: r123 y r13 2; por último un coeficiente de 
correlación múltiple: R^.^. Por otra parte, se dispone de todos 
los errores de proyección correspondientes que permitirán obtener 
intervalos para las proyecciones.

Las relaciones que se plantean entre estos coeficientes de corre­
lación permiten realizar análisis de consistencia. Cualquier coefi­
ciente de correlación parcial es menor, y a lo sumo igual, que un 
coeficiente de correlación simple, por la eliminación explícita de 
la influencia de otras variables:

por lo menos igual, que un coeficiente de correlación simple, 
por el hecho que aquél toma en cuenta un mayor número de va­
riables independientes que explican la variabilidad de la variable

2] Correlación en un hiperplano de regresión.
Cuando se tienen más de dos variables independientes, se presen­
ta el caso general de la correlación múltiple; los conceptos analí-* 
zados para el caso de -res variables son también aplicables al caso 
general. Lo que ocurre es que si se consideran muchas variables 
independientes se dificulta un tanto el análisis, y el cálculo de es­
tadígrafos, cuando no se dispone de computadores, resulta en ex­
tremo laborioso. En todo caso, a continuación se presentan las 
fórmulas de los estradígrafos más importantes para una ecuación 
lineal que considera 3 variables independientes, es decir:

ü

Un coeficiente de correlación múltiple será siempre mayor, o

dependiente.
R i  jk  '5 '  r „

2X? - n X y
+

+
SXy — n Xy

El error de proyección se calcula recordando que la diferencia
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la varianza no explicada.

Los coeficientes de correlación parcial, aislando el efecto de dos 
variables, son los siguientes:
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C>
V Í 2 . 3 4

s i
q 2

1 .2 3 4 1 .3 4

S x »  1 .3 4

1 1 3 .2 4

s í . —  Ç 2  
1 .2 3 4  a X c 1 .2 4

q 2
a X s  1 .2 4

Q S I 1 .2 3 4  S x c 1 .2 3
11 4 .2 .1

S x *  1 .2 3

Puede definirse otro tipo de coeficientes de
donde se aísla el efecto de una variable:

r ; ,
s í —  S 2« 1 .2 3 4  ° X « 1 .4

1 1 2 2 .4 q 2
^ X s  1 .4

<> y* —
s í

q 2
• 1 .2 3 4  3 X « 1 .2

1 1 3 4 .2 q 2
a X »  1 .2

•

r i k a

s í • 1 .2 3 4 1 .3

5/
5

7.

3] Correlación múltiple logarítmica 
La linealidad de los planos de regresión ya vistos puede no ser 
adecuada en muchos problemas de estimación; en esos casos es 
conveniente probar con otro tipo tie funciones, como por ejemplo:

X„. =  a,.o» +  bt2,« +  bI3.s X'f

La metodología que permite obtener ecuaciones normales para 
determinar los parámetros de regresión y la deducción de las fórmu­
las de coeficientes tie correlación múltiples y parciales, es la misma 
que se presentó en páginas anteriores. Con ecuaciones del tipo que 
ahora se muestra puede representarse adecuadamente la relación 
entre las variables.

Sin embargo, una función que es muy utilizada en los problemas 
tie proyección es la llamada función logarítmica:



ETAPAS DE LA  CONSTRUCCIÓN 187
X lc =  a XJ> x 3y

Para poder aplicar la metodología de los mínimos cuadrados, es 
necesario previamente “linealizar” esta función, aplicando loga­
ritmos.

log X lc =  log a +  p log X 2 +  y lag X 3

La función así linealizada es similar al caso de correlación múl­
tiple lineal; la única diferencia radica en el hecho de que en los 
cómputos deben tomarse los logaritmos de las variables. El coefi­
ciente de correlación múltiple logarítmico, por analogía con el caso 
de correlación múltiple lineal (siendo log a  =  a  *) es:

a * 2  log X x - j -  p  S  log Xj log X 2
**■108( 1 . 23 )       !-------------------

2  (log X i)2 — n log X^

y2 log X1 log X g -  n log X^

+  2  (log X ,)2 — n logîfj

La diferencia entre numerador y denominador resulta ser n ve­
ces la varianza no explicada. Esta función tiene amplias posibili­
dades de ser aplicada por el hecho que los parámetros P y y son 
coeficientes de elasticidad entre las variables Xi y X 2 y las va­
riables X t y X.-, respectivamente. Esta ecuación será tratada con 
más detalle, en el capítulo correspondiente a las proyecciones por 
coeficientes de elasticidad.

En cuanto a los coeficientes de correlación parcial, tampoco 
aparecen diferencias, ya que la metodología de deducción y cálculo 
no varía, mas lo que no debe descuidarse en el trabajo con los lo­
garitmos de las variables es que deben tener una precisión equi­
valente a los 6 decimales.

H. ETAPAS DE LA CONSTRUCCIÓN DE UN MODELO DE REGRESIÓN Y 
CORRELACIÓN

Es necesario diferenciar dos tipos de moledos de regresión en lo 
tocante al objetivo que persiguen: los modelos de análisis, •utiliza­
dos para cuantificar relaciones y explicar adecuadamente qué su­
cedió con una variable en términos de otras variables que tienen 
influencia sobre aquélla, y los modelos predictivos que además de
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ser útiles en el análisis están diseñados para “predecir” o estimar 
valores de la variable dependiente en términos de las variables 
independientes en el supuesto de que se conoce su comportamiento. 
Además, es conveniente distinguir entre modelos temporales y 
atemporales. Los primeros son aquellos que analizan y estiman va­
lores en el tiempo, por ejemplo, estimación de los precios agrícolas 
del próximo año en función de las siembras y la política de im­
portaciones. Los modelos atemporales, en cambio, no toman en 
cuenta explícita ni implícitamente la variable tiempo: son cortes 
transversales; sería éste el caso de la estimación de los consumos fa­
miliares en función de la variable ingreso, pero teniendo como 
datos los consumos e ingresos fie una muestra en un momento o pe­
ríodo dado.

La metodología que a continuación se presenta tiene aplica­
ción general; con todo, se aclararán aquellos puntos que son más 
críticos en uno y otro tipo de modelo.

1] El primer punto, obviamente es la determinación clara y pre­
cisa del objetivo del estudio. Es necesario especificar los objetivos 
de la investigación general y los objetivos del análisis de regresión 
y correlación en particular. En esencia es necesario responder a las 
interrogantes ¿en qué se utilizará el modelo?, ¿qué se pretende de­
mostrar por medio de la regresión y correlación?

2] Una vez aclarado el primer punto básico, se hace necesaria 
una evaluación lógica para determinar qué variables deben in­
corporarse al análisis. En principio deben tomarse en cuenta todas 
las que razonablemente pueden estar asociadas a la variable que 
se estudia.

3] A continuación se procede a recopilar las estadísticas, ya sea 
históricas, cuando se trata ele modelos temporales, o las estadísticas 
pertinentes si se trata de un modelo atemporal.

4] Siempre es indispensable un análisis de la calidad  de los da­
tos recolectados. Ya aquí quedan eliminadas algunas de las varia­
bles que, en principio, fueron seleccionadas, por el hecho que sus 
valores pueden no ser confiables; por otra parte, pueden haber al­
gunas variables que, pese a ser confiables, no puedçn tomarse en 
cuenta porque constituyen muy pocas observaciones. Sobre este 
punto hay que decidir ciiál es el número mínimo de datos y ob­
servaciones que puede considerarse satisfactorio. Recuérdese que 
tamaños de muestra insuficientes conducen a resultados erróneos. 
En los modelos temporales no puede pensarse en un número in­
ferior a las 10 o 12 observaciones (puntos en el tiempo). Además, 
en los modelos predictivos, el número de variables independientes
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está condicionado por la posibilidad de disponer con cierta con­
fianza de valores futuros de tales variables.

5] Las variables restantes deben ser depuradas de otras variables 
que actúan a través de éstas. Como se apuntó antes, es indispensa­
ble trabajar con series que representen valor real o “quantum”. La 
consideración de valores nominales exagera la correlación por el 
hecho de que la variable inflación o alzas de precios puede actuar 
sobre la variable dependiente y, simultáneamente, sobre las va­
riables independientes. Es conveniente también, en lo posible, re­
presentar las series en términos por habitante, si no hubiera un 
propósito específico para hacerlo de otra manera.

6] Una vez que se dispone de las estadísticas de las principales 
variables depuradas, se hace necesario determinar la forma y cuan- 
tifícar el grado de la asociación siemple que cada una de estas va­
riables tenga con la variable dependiente estudiada. También pue­
de ser conveniente calcular los coeficientes de correlación simple 
entre las variables independientes para advertir las posibles depen­
dencias que existan entre ellas. A esta altura del análisis ya se 
tiene bastante definido el campo de la posible metodología que 
finalmente se utilizará; por lo menos, se habrá decidido si se trata 
de correlación simple o múltiple.

7] Otro punto de gran importancia es la determinación de la 
forma general de la función. Si se trata de correlación simple, será 
útil la representación gráfica, es decir, con la ayuda del diagrama 
de dispersión puede solucionarse adecuadamente este problema. 
Si se trata, en cambio, de correlación múltiple, hay que considerar 
principalmente los coeficientes cuantiíicados en el punto 5 y las for­
mas particulares de relación entre las variables. A veces se dispone 
de modelos teóricos ya probados, donde sólo se requiere comprobar 
si tal teoría corresponde al caso que se estudia; por ejemplo, la fun­
ción consumo de Friedman, donde ya se tienen especificadas las 
variables indejiendientes y la forma de la función, y sólo resta 
calcular el valor de los parámetros. El caso más corriente es deter­
minar la función (formulación de la teoría), primero en términos 
conceptuales y, segundo, cuantificando resultados. En los modelos 
temporales un punto delicado es la especificación de las asíncro- 
nías entre las variables. Por ejemplo, la producción del período t 
podría depender de la inversión del período “t — a”, donde “a” 
indicaría el tiempo de maduración de la inversión. La*representa­
ción gráfica (xtr parejas de variables (dependiente o independiente) 
puede ayudar a la especificación mencionada.

8] El paso siguiente es la cuantificación de estadígrafos: medias, 
varianzas, coeficientes de correlación simples, múltiples, parciales,
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errores de proyección y, por último, la estimación en los modelos 
predictivos y el análisis en los modelos descriptivos. Es convenien­
te también calcular, por medio de la ecuación de regresión, los va­
lores de la variable dependiente en términos de los valores conoci­
dos en la variable independiente, para compararlos con valores 
observados y analizar la bondad del ajuste. Las formulaciones de 
pruebas de consistencia entre los estadígrafos calculados constitu­
yen, tal vez, los puntos más descuidados en los análisis de regre­
sión y correlación. Por otra parte, es aquí donde cabe calificar el 
análisis a la luz de las cuantificaciones apropiadas. Es conveniente 
comparar la magnitud de los errores con los valores calculados, es­
tableciendo porcentualmente la cuantía de los probables desvíos.

9] Finalmente, en la presentación de los resultados es imprescin­
dible destacar:

a) Clara definición de las variables;
b) Tamaño de muestra y tipo de modelos;
c) Forma de la función;
dj  Estadígrafos pe/tinentes.

No se debe dejar de señalar las limitaciones particulares del méto­
do, los supuestos utilizados y las fuentes de obtención de infor­
maciones.

1. MÉTODO DE ESTIMACIÓN POR MEDIO DEL COEFICIENTE DE ELASTICIDAD

1 ]  Presentación conceptual

Un método muy utilizado en proyecciones de variables socioeco­
nómicas es el que utiliza el coeficiente de elasticidad entre las va­
riables. El coeficiente de elasticidad se define como

dY
~Y~  dY  X  f X

~  ~dx ~  d Y  "y — V

X

Como puede observarse, el coeficiente de elasticidad es una medida 
de cambios porcentuales experimentados por una variable Y (de­
pendiente) ante cambios porcentuales de una variable X  (in­
dependiente).

En la definición está implícita la función que relaciona ambas
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variables. Desde un punto de vista estricto, se trata de un cociente 
entre cambios porcentuales infinitesimales; cuando se trata de es­
timar valores de una variable, no interesan los cambios demasiado 
pequeños, sino los cambios significativos.

El objetivo inmediato será, entonces, encontrar funciones donde 
el coeficiente de elasticidad sea constante en cualquier punto de 
la función. Solamente tal tipo de funciones podrán ser utilizadas 
en la proyección, ya que de otra manera el coeficiente de elastici­
dad variará para cada punto de la función haciendo impracticable 
la proyección.

Si la función es una recta, el coeficiente de elasticidad no es 
constante, como se ve a continuación.

Y =  a X  +  b 

d Y
 =  a
d X

dY X  X
~  d X  ~Y a Y~

pero Y =  a X  -j- b

E =  a
a X  +  b

Como puede observarse, el coeficiente de elasticidad E está en 
función de X, y tomará un valor distinto para cada valor de X . Si 
la función es una hipérbola equilátera, se tiene:

Y =  — =  a X 1 
X

d Y
=  -  a X -2

d X

d Y X  X
E = ------  • _  — _  a X-2 • —

d X  Y a

X

X 2
E — — a X 2 • —  

a
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El resultado se interpreta de modo tal que aumentos porcentuales 
en, la variable independiente determinen disminuciones de igual 
magnitud porcentual en la variable dependiente. En este resulta­
do, e n  consecuencia, puede estimarse cualquier valor de la variable 
dependiente, si se supone conocido un valor de la variable inde­
pendiente. En la función potencial general también puede verifi­
carse la constancia del coeficiente de elasticidad. En efecto,

Y =  b X “

d Y
 =  ab X a' 1
d X

d Y X  X
E = ------ • — =  ab X a-1 • —

d X  Y Y

pero Y =  b X a

X
E =  ab X a-1  =  a

b X a

El hecho de que el coeficiente de elasticidad sea constante en esta
función hace que se la utilice periódicamente eíi las proyecciones.
La proyección se basa en lo siguiente:

Dada la función: Y =  b X a
Aplicando logaritmos: log Y =  log b a log X
Las relaciones correspondientes al año 0 (base de proyección) 

y al año n (período para el que se quiere estimar la variable de­
pendiente), son las siguientes:

log Y0 =  log b +  a log X 0

log Y„ =  log b +  a log X u

Restando la primera de la segunda se tiene:

l°g Yn -  log Y0 =  a (log X„ -  log X 0)

E l antilogafitm o de la relación  anterior
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Observando la fórmula puede concluirse que los cambios porcen­

tuales en la variable dependiente son equivalentes a los cambios 
porcentuales en la variable independiente, elevados a la potencia 
a. A veces, suele interpretarse erróneamente la relación potencial; 
por ejemplo, si a =  2, se dice que un cambio de 0 por ciento en X  
determinará un cambio de 100 por ciento en Y. Evidentemente, la 
conclusión es falsa, porque ella supone una relación de linealidad 
entre las variables que está lejos de presentarse en este caso.

Los datos necesarios para proyectar mediante este método son; 
disponer del coeficiente de elasticidad (a), conocer el valor base 
y dado de la variable independiente (X0 y X n), o por lo menos su 
variación porcentual. Con estos datos puede aplicarse la fórmula 
antes citada:

h  -  ( — Y
Y0 ~ ' X 0 '

Por ejemplo, si a =  2

Y0 -  100 

X u =  200 

X„ =  300

Remplazando;

Y„ =  225

2] Tipos de elasticidad

Es necesario distinguir el tipo de elasticidad según las variables 
consideradas. De este modo, si la variable Y representa consumos 
y la variable X  representa ingresos, se habla de. elasticidad ingreso 
del consumo o de la demanda. Por otra parte, si ,1a variable X  re­
presenta consumo y la variable Y representa consumo específico de 
un bien o conjunto de bienes similares, se habla de elasticidad gasto 
del consumo específico. Estos dos son los conceptos más conocidos 
y utilizados. Sin embargo, según las denominaciones de las varia­
bles puede hablarse de otros tipos distintos de elasticidad, como
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por ejemplo, elasticidad de la tributación al ingreso, elasticidad del 
ahorro al producto, de las importaciones al tipo de cambio, etc.

3 ]  Métodos de cálculo

A continuación se presentarán las formas de cálculo del coefi­
ciente de elasticidad. Cuando se está utilizando la forma general 
de proyección,

h  -  f^y
Y 0 \ X 0 /

implícitamente se están aceptando dos supuestos: a) que las va­
riables están relacionadas mediante la función potencial; b) que 
el coeficiente de correlación entre los logaritmos de X  y de Y sea 
significativo. El cumplimiento de estos supuestos garantiza una 
buena proyección.

De lo anterior se deduce que una forma de obtener el coeficiente 
de elasticidad consiste en ajustar la función potencial, por el mé­
todo de mínimos cuadrados, a los datos retrospectivos de que se 
disponga. Es decir, dada

Y =  b X "

el ajuste a una nube conocida de puntos permitirá calcular los 
parámetros.

El valor de "a” corresponde, como se demostró, al coeficiente de 
elasticidad. Existe una forma aproximada de estimar este coefi­
ciente de elasticidad por el método gráfico. En la expresión:

log Y =  log b -(- a log X

el coeficiente de elasticidad es el coeficiente angular de la recta 
logarítmica.

Si los puntos retrospectivos de que se dispone se representan en es­
calas logarítmicas,, es posible a simple vista ajustar la recta tra­
tando de aproximarse a la recta minimocuadrática.

* A la parte final de este capítulo se agrega una exposición sobre las di­
ferencias de las proyecciones a través de ecuaciones de regresión y de coefi­
cientes de elasticidad.
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La recta “ajustada a ojo” puede entregar estimaciones muy cer­
canas al valor efectivo con un ahorro  de tiempo considerable. La 
manera de obtener el valor de “a” es la siguiente:

f
a  = .T  g a  =  -  

k

donde f es el cateto opuesto al ángulo a  en el triángulo del gráfico 
m edido en centímetros u otras unidades de longitud, y k es el cateto 
adyacente al ángulo a, también medido en las mismas unidades de 
f. El cociente dará la inclinación de la recta logarítmica y, por con­
siguiente, el coeficiente de elasticidad. La bondad de esta estimación 
depende de la habilidad y cuidado que se tenga para hacer pasar la 
recta por entre los puntos, de manera que se minimice el cuadrado 
de las diferencias.

Cualquiera de los dos métodos anteriores supone disponer de 
estadísticas retrospectivas. Ocurre con frecuencia que es necesario 
proyectar variables para las cuales no es posible recopilar suficien­
tes' antecedentes que permitan garantizar una cierta representativi­
dad del coeficiente de elasticidad.

En estos casos es corriente utilizar comparaciones internacionales, 
eligiendo países que tertgan similitudes marcadas con el país cuya 
proyección se necesita hacer. Por ejemplo, es posible utilizar el 
coeficiente de elasticidad gasto del consumo de artefactos eléctri­
cos en Colombia, al realizar una primera estimación para Chile; 
entre ambos países existen características comunes en cuanto a po­
blación y su concentración, nivel de ingreso, grado de industria-
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lización, etc. Otra manera sería seleccionar un conjunto de países 
dentro de un rango de nivel de ingreso comparable al del país con­
siderado y calcular el coeficiente de elasticidad por los métodos 
anteriores, contando con informaciones de estos países en vez de 
las estadísticas retrospectivas mencionadas. Este método es conocido 
con el nombre de estimación del coeficiente de elasticidad por me­
dio de datos internacionales; el último método tiene por objetivo 

' generalmente la estimación de coeficientes de elasticidad ingreso 
de la demanda. Por último, otra manera de cuantificar coeficien­
tes de elasticidad, principalmente elasticidad gasto, es la realiza­
ción de muestras en un período dado, con las cuales se averigua 
los valores que toman las variables que interesa analizar y pro­
yectar. Si bien el hecho de calcular un coeficiente de corte trans­
versal en el tiempo y utilizarlo en proyecciones hacia el futuro, 
tftne limitaciones, hay que reconocer que si se tiene buen cuidado 
de definir las unidades muéstrales de manera tal que reflejen in­
ternamente las condiciones de una cierta dinámica, las proyeccio­
nes no serán distorsionadas seriamente. Con anterioridad deben 
realizarse pruebas sobre la racionalidad y consistencia ele los re­
sultados alcanzables.

4] La ecuación de regresión y el coeficiente de elasticidad como 
instrumentos de proyección.*

Como se lia visto, la ecuación de regresión puede utilizarse di­
rectamente como instrumento para estimar valores futuros de la 
variable dependiente, una vez planteadas determinadas hipótesis 
sobre el comportamiento de la variable independiente. Cabría dis­
cutir entonces qué diferencia existiría entre utilizar la ecuación 
de regresión o el coeficiente de elasticidad como instrumento de 
proyección, por ejemplo, de la demanda de un bien en función 
del ingreso. En primer término, la ecuación de regresión es de 
aplicabilidad mucho más general, ya que podría utilizarse cual­
quiera que fuese la forma de relación que se admita entre las dos 
variables; desde este punto de vista, el concepto de elasticidad no 
sería sino un caso particular donde, como se ha visto, se admite 
una relación logarítmica.

Podría suceder, sin embargo, que en determinados casos prácti­
cos no pudiera disponerse de la ecuación de regresión correspon­
diente; en cambio, sí utilizar una estimación del coeficiente de 
elasticidad. Si sólo se tienen las cifras globales de coqsumo e in­
greso para un único período reciente, podrían por ejemplo utili­

* E l te x to  del p u n to  4 es del p rofesor P ed ro  Vuskovic.



MÉTODO DE ESTIMACIÓN 197
zarse coeficientes de elasticidad deducidos de las experiencias de 
otros países de condiciones similares.

Aun cuando se dispusiera de los dos intrumentos —ecuación de 
regresión y coeficiente eje elasticidad-ingreso— y se admitiera una 
relación logarítmica, los resultados de las proyecciones a que con­
ducirían uno y otro serían diferentes en la generalidad de los ca­
sos. Supóngase, por ejemplo, que las comparaciones correspon­
dientes se hayan referido al consumo de determinado bien en países 
con distinto nivel de ingreso (países 1, 2, 3, . . .  en la gráfica si­
guiente; interesa para la proyección, el país 1).

y: consumo por habitante 
x: ingreso por habitante

g r á fic a  26

En la medida en que la relación entre las dos variables esté más 
alejada de la línea de regresión en el país que interesa para las 
proyecciones, mayor sería la diferencia a que se líegue utilizando 
la ecuación tie regresión y el coeficiente de elasticidad como ins­
trumento de proyección. Si, como- en la gráfica anterior, la rela­
ción está en ese país por debajo tie la línea de regresión, ello signi­
ficaría que existe allí un consumo relativamente bajo (en compa­
ración con el nivel de ingreso) del bien considerado; una estimación 
tlel consumo futuro basatlo sobre la ecuación de regresión supon­
dría que tal situación se eliminaría, y el consumó tendería a au­
mentai no sólo por electo del incremento del ingreso, sino también 
para superar ese retraso relativo; la utilización del coeficiente de 
elasticidad, en cafhbio, equivaldría a admitir que el consumo au-
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mentará sólo por el efecto ingreso, pero que continuará registrán­
dose un consumo relativamente bajo (en comparación con el nue­
vo nivel de ingreso).

En otras palabras, al aumentar el ingreso.de X ! a X 2 en la ecua­
ción de regresión, se admite un aumento del consumo de Yi a Yc2. 
En el primer caso, se supone que el nuevo nivel del consumo co­
rresponderá exactamente al valor dado por la ecuación de regre­
sión; en el segundo, se admite que perdurará una discrepancia en­
tre el valor teórico (dado por la ecuación de regresión y el valor 
efectivo proporcionalmente igual al que existirá en el período base).

Es difícil juzgar en términos generales cuál de los dos métodos 
podría ser más adecuado ante una situación de esta índole. Si el 
nivel relativamente bajo del consumo en el país considerado es 
atribuible a limitaciones de la oferta, u otros factores de carác­
ter temporal, podría ser más adecuada la proyección basada sobre 
la ecuación de regresión; si se debe, en cambio, a diferencias en 
materia de hábitos de los consumidores, a factores climáticos u 
otros de carácter relativamente permanente, sería más adecuada 
la proyección basada en el coeficiente de elasticidad. Aun en el 
primer caso sería necesario tener en cuenta si el período al que se 
refiere la proyección es lo suficientemente prolongado como para 
que lleguen a eliminarse los efectos adversos de los factores tem­
porales. Las diferencias anotadas entre los dos métodos de proyec­
ción podrían presentarse también en el caso que todo el análisis 
se hubiera basado en series cronológicas correspondientes a un 
mismo país, puesto que las cifras correspondientes al período to­
mado como base seguramente serán diferentes de los valores teó­
ricos dados por la ecuación de regresión.

g r á fic a  27

La interpretación sería, sin embargo, algo diferente, si se trata 
de un mismo país; el consumo relativamente bajo ^o relativamente
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elevado) registrado en el período base sería, con mayor probabili­
dad, atribuible a factores de carácter temporal. En consecuencia, 
podría considerarse como más adecuada la proyección basada sobre 
la ecuación de regresión.

De modo que, en términos generales, la utilización de la ecuación 
de regresión y del coeficiente de elasticidad conducirá en la mayor 
parte de los casos a proyecciones diferentes, sin que resulte posible 
precisar cuál de las dos tendría que considerarse más adecuada. 
Esto puede llevar a la proyección de un intervalo probable para 
la variable dependiente, basado no en la magnitud del error están­
dar de estimación, sino en la diferencia entre la proyección obte­
nida con la ecuación de regresión y la proyección a que conduce 
là aplicación del coeficiente de elasticidad.

La gráfica anterior y la siguiente ilustran esta alternativa; en el 
primer caso se utilizan la ecuación de regresión y el error estándar 
de estimación para proyectar el intervalo correspondiente. Al uti­
lizar Yc ±  Cys se está admitiendo no sólo que se elimina el bajo

g r á fic a  28

consumo relativo registrado durante el período base o en el país 
correspondiente (si se trata de una comparación internacional), 
sino que además se estima como probable que llegue a registrarse 
un consumo relativamente elevado durante el período abarcado 
por la proyección. Es evidente que las posibilidades prácticas de que 
esto ocurra son muy limitadas.

En el segundo caso, se utilizan la ecuación de regresión y el coefi­
ciente de elasticidad, y se proyecta un intervalo delimitado por 
estos dos valores. De este modo se estima un intervalo más amplio 
por debajo de la línea de regresión y ninguno por encima de ésta,



lo que parecería más lógico en una situación como la supuesta en 
las gráficas.

5] Relaciones y propiedades del coeficiente, de elasticidad

a) El coeficiente de elasticidad ingreso del consumo está rela­
cionado con las propensiones media y marginal al consumo de la 
siguiente manera:

d Y X
E = ------- • —

d X  Y

Si Y =  consumo X  =  ingreso

d Y
=  Propensión marginal a consumir
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d X

Luego

X
— =  Inverso de la propensión media al consumo

1
E =  Propensión marginal

Propensión media

b) Si el consumo total X  se divide en consumos parciales u,, u2, 
u3 . . .  uk> de manera que,

2  u, =  X,
i-i

la media aritmética ponderada de las elasticidades gasto respecti­
vas será igual a la unidad.

La definición de la elasticidad gasto en estos términos es la si­
guiente:

du¡ X
E g ¡  = ---------  '  —

dX u,
/

donde i =  1, 2, . . .  k son los componentes del consumo total.
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Ui
donde Wi =  — (participación porcentual del consumo específico 

X
del consumo total).

Remplazando Egl y Wi por las definiciones, se tiene:

2 d (u¡) =  d x, dado que la suma de las diferencias es equiva­
lente a la diferencia de la suma:

d [2 u¡] =  cl X  

recordando que 2  u¡ =  X  

se tiene:
d X  =  d X

con lo que se comprueba la proposición enunciada.

6] Elasticidad en regresión múltiple

Parece oportuno presentar aquí el caso del cálculo de elasticida­
des simultáneas para más de una variable independiente. Es muy 
frecuente tratar con funciones potenciales múltiples cuando se 
deben encarar problemas de análisis económico; determinar, por
ejemplo, en forma simultánea cómo juegan las elasticidades con
respecto al precio y a] ingreso en sus relaciones con la cantidad 
vendida; o cuál es la elasticidad de la tributación respecto a va­
riaciones en las tasas y variaciones en el ingreso. El tratamiento 
simultáneo implica evitar la superposición que podría presentarse 
cuando se efectúan cálculos parciales por separado.

Sea la función:
Y =  a Xf¡ Wr

La elasticidad X  de Y se encontrará derivando parcialmente la 

función respecto de X  y multiplicando por la relación —; en otras 

palabras, aplicando la definición de elasticidad.

d Y X

— dX Y
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En la función que se presenta habrá dos elasticidades: una que 
relaciona X  con Y y otra que relaciona W con Y.

Para el primer caso es tiene:

d Y
=  a W r p X M

d X

X
Ex =  a W ^ X M  • —

pero Y =  a  X í  W? 

Luego,

Ex =  a W r p X Í  -1
X

aXPWT

Ex =  [3

Para el segundo caso se tiene:

W
Ew =  a X í v WT- 1

a XP W r  

Ew =  y

Los exponentes ele la función potencial múltiple corresponden a 
los conceptos tie elasticidad respectivos.

Para determinar la magnitud de los parámetros a, [3, y, donde 
los dos últimos son las elasticidades mencionadas, se sigue el mé­
todo tradicional del ajuste por mínimos cuadrados. Previamente 
será necesario “linealizar” la función aplicando los logaritmos, es 
decir:

log Y =  log a +  (3 log X  -j- y log W 

Interesa minimizar la expresión:

Z =  2  (log Y, -  log Y,.)-1 

Z =  2 (log Y ! — log a — |3 lox X  — y log W ) 2
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SZ

=  0
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8 log a

SZ
 = 0
s p

SZ
 =  0
8 y

se tienen las tres ecuaciones normales que permiten determinar los 
parámetros. Estas ecuaciones normales son:

2  log Y¡ =  n log a 4~ P 2  log X ¡ 4 - y 2  log W¡

2  (log YO log X, =  log a 2  log X , - f  p 2  (log X,)* +  y 
2  log Wi log X|

2  log Y¡ log W¡ =  log a 2  log Wi P 2  log X , log W , -)- y
2  (log W .,)2

donde Y,, W t, X , son los valores observados de las tres variables, 
ya sea que correspondan a, valores en el tiempo (temporal) o en el 
espacio (atemporal). Los límites de las sumatorias corresponden al 
total de observaciones que se disponga simultáneamente sobre las 
tres variables.

Con una función ajustada de esa manera, pueden realizarse pro­
yecciones y análisis entre las variables. Para las proyecciones, como 
en el caso de regresión simple, queda la alternativa de hacerlo a 
través de la ecuación de regresión o a través ele los coeficientes de 
elasticidad.

Para proyectar por medio de la ecuación de regresión, bastará 
con fijar exógenamente el comportamiento de las variables inde­
pendientes y remplazar tales valores en la función. Si se desea 
proyectar a través de los coeficientes de elasticidad se tiene para 
el periodo 0 :

log Y0 =  log a - f  p log X 0 -p y log W„ 

para el período n:

log Y„ =  log a - f  p log X , +  y log W n
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restando am bas ecuaciones:

log Y„ -  log Y„ =  ji(log X» -  log X„) +  yflog W„ -  log W„]

que es la fórmula básica de proyección a través de coeficientes de 
elasticidad en el caso de más de una variable independiente. Como 
ejemplo de una proyección de este tipo, admítanse los siguientes ca­
sos: Y variable que representa la recaudación efectiva tributaria; 
X  variable que representa la tasa tributaria promedio, y W el 
Producto Geográfico real.

Si se tienen estimaciones que el producto crecerá en los próxi­
mos cinco años en 20 por ciento, siendo la elasticidad producto de 
la tributación unitaria, y se desea aumentar la tasa promedio en 
44 por ciento, siendo la elasticidad tasa de la tributación equiva­
lente a 0.5, el incremento porcentual de la recaudación tributaria 
será:

Evidentemente que el tratamiento puede extenderse a más de 
dos variables independientes. La metodología presentada puede fá­
cilmente ampliarse a tales rasos.

7] ¡.imitaciones en la utilización de coeficientes de elasticidad

Pese a la prolusa, y qui/á hasta exagerada utilización de .coefi­
cientes de elasticidad en las proyecciones económicas, cabe recono­
cer que su aplicación, en países donde se registran cambios politico­
económicos con inusitada frecuencia, tiene serias limitaciones. Se 
tratará el caso principal de los coeficientes de elasticidad ingreso. 
Un coeficiente de este tipo calculado, por ejemplo, con estadísticas 
retrospectivas, lleva implícita la distribución de ingresos y estruc­
tura de preferencias de los consumidores durante el período que

El antilogaritmo de la anterior relación conduce a

(»

Y„
—-  -  1 — (1.2) (1.2) -  1 =  1.44 -  1 =  0.44

 ̂I)
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comprenden las estadísticas retrospectivas. Surge una objeción in­
mediata cuando se piensa en proyecciones hacia el futuro cuyo 
objetivo puede ser precisamente modificar esa distribución de in­
gresos. Igual objeción puede hacerse a las proyecciones por medio 
de coeficientes de elasticidad calculados a partir de muestras de 
corte transversal en el tiempo. De igual manera los coeficientes de 
elasticidad resultantes de comparaciones internacionales llevan im­
plícita la'distribución de ingresos de los países considerados.

El problema de las proyecciones supone un método de aproxima­
ciones sucesivas; los tres métodos planteados para calcular coefi­
cientes de elasticidad no son métodos alternativos sino comple-' 
mentados. Un coeficiente calculado a través de estadísticas retros­
pectivas puede ser corregido por muestras sucesivas que registren 
los cambios en la distribución de ingresos. Por otra parte, la uti­
lización de coeficientes “internacionales” supone seguir las - d is t r i ­

buciones de ingresos de los países considerados y, en determinados 
casos, esa tendencia puede no estar demasiado apartada de los pla­
nes que sobre esta materia se formulen. En general, puede llegarse 
a proyecciones razonables considerando el problema como un méto­
do iterativo sujeto a revisiones periódicas. En los modelos tempo­
rales, el transcurso clel tiem po proporciona nuevas informaciones, 
tjue, al tomarse en cuenta, mollifican las proyecciones a medio y a 
largo plazo. Ése debería ser el verdadero sentido de las proyeccio­
nes y no la estimación esporádica. En las instituciones más avan­
zadas existen equipos de técnicos que están dedicados permanen­
temente a preparar, corregir, revisar e integrar modelos predictivos.

Como regla general, para calificar una proyección, debería es­
tablecerse, por una parte, un mínima razonable de eonfiabilidad 
en la proyección, porque malas proyecciones en general pueden 
ocasionar serios perjuicios; por otra parte, aunque se carezca de es­
timaciones certeras, disponer de aproximaciones, aunque bur­
das, siempre será mejor que el desconocer o ignorar las caracterís­
ticas de un fenómeno en el futuro.

T E M A S  DE D ISCU SIÓ N

In dique si las siguientes afirm aciones son ciertas o  falsas, y justifique 
su op in ión .

1J Si la covarianza toma un valor negativo, el coeficien te  d e  correla­
ción  es im aginario.

2] Los siguientes datos son consistentes en correlación  rectilínea:
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î r x  =  10 axy  =  0 .08

S2xc =  16 S*x ,  =  4

8] F.l error de p royección  puede tom ar valores superiores a la unidad.
4] _,a flex ib ilid ad  d e  la fun ción  potencial hace que los coeficientes 

de correlación  sean siem pre mayores que si e l ajuste hubiese sido 
a una recta.

5] Los siguientes datos son consistentes:

Y c =  0.2 X ¡  -  4 V  [X ¡]  =  50 X  =  30

6] En la siguiente fu n ción :

X ,  =  4 +  2 X 2 +  0.1 X 3

el coeficien te  de correlación  sim ple entre X x y X 2 será m ayor que  el
coeficien te  d e  correlación  sim ple entre X j  y X 3.

7] Los siguientes datos son consistentes:

Y c =  0.4 X ,  - f  4 (Y en X )

X c =  2.4 Y j -  3 (X  en Y)

V  (Y ¡) =  20 Error de proyección : 2

8] Los siguientes datos son consistentes:

V  [X j]  =  16 r  =  0.3 Sya =  6 Y c =  2 X ,  +  5

9] La ecuación  norm al de la fun ción  Yc =  a X ¡  es 2  Y ¡ =  a 2  X ¡
10] Los siguientes datos son consistentes:

Ve =  0.4 X j  +  2 

X  =  Ÿ

S X j Yj
20

V  [X j]  =  50

11] Si las varianzas exp licada  y n o exp licada son iguales, el coeficiente 
de correlación  será superior a 0.5.
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12] D ada la fu n ción  Y =  —, la ecuación  norm al correspondiente será:

1
S  Y . =  a 2  —

13] Los siguientes datos son perfectam ente consistentes:

^ X c  1 .2 3 4  = =  2 0 0  S j s  1 .2 3  : 8 0

8 x  1 .2 3  =  260 S x s  1 .2 3 4  =  50

X l . 2 3 4  —  0-80 r J 4 .2 3  =  0-25

14] M ientras m ayor num éro de parám etros tenga la ecuación  d e  regre­
sión, más a lto será el va lor del coeficien te  de correlación .

15] U n coeficien te  de correlación  de 0.95, indica siem pre una asocia­
ción  significativa entre las variables.

16] Si el coeficien te  de elasticidad ingreso de la dem anda d e  pap el es 
in ferior a la unidad, quiere decir que  el consum o de papel en 
p eríodos futuros será cada vez m enor en  cantidades absolutas.

17] Si el gasto total de una com un idad  se d iv ide entre consum o esen­
cial y n o  esencial, es razonable adm itir que, si los coeficientes de 
elasticidad gasto respectivos son 1.4 y 0.6 el volum en del gasto se 
distribuye entre am bos tipos de consum o, en partes iguales.

18] Si el p roducto  in terno bruto crece a una tasa de 8%  sim ple anual 
y el va lor agregado del sector construcción  lo  hace a una tasa 
acum ulativa de 4 %  anual, quiere decir que  la participación  de l 
sector construcción, dentro del p roducto  será cada vez mayor.

a

P R O B L E M A S  P R O P U E S T O S

1] La ecuación  de regresión entre e l cousum o total y e l ingreso total 
d e  una región , es la siguiente:

C  =  40 - f  0.6 Y

En 1967 la propensión  m edia al consum o es d e  8 0 % ; el 2 0 %  del 
consum o total está constitu ido p or  productos im portados, la elasti­
cidad  gasto del consum o de productos nacionales es d e  0.8. Si se 
estima que el ingreso en 1972 será un  4 0 %  m ayor que  en 1967, 
¿cuál será el va lor de las im portaciones de bienes de consum o 
en  1972?
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2] El ajuste entre consum o (C ) y  consum o d e  artefactos (C A ) p ro ­
p o rc io n ó  la siguiente fu n ción :

C A  =  0.4 C i s

Si el consum o d e  artefactos representa el 5 0 %  d e l total, ¿qué 
p orcenta je  de l con su m o representará cu ando éste se duplique?

3] Sobre e l consum o d e  acero en  u na  región , se tienen  los siguientes 
antecedentes:

Años
Consum o de acero  

(m iles d e  ton)

Valor del consumo  
de acero  

( mili de u.m . corrientes)

1960 200 10
1961 250 15
1962 320 20
1963 400 28

Se p id e  calcu lar la tendencia rectilínea d e l ín d ice  de precios del 
acero (el tiem p o  com o variable independiente) y estimar el valor 
p robab le  d e l ín d ice  e n  1965 c o n  base en  1963.

4] Se desea estim ar el m o n to  de gastos en consum o de alim entos para 
1967. Para e llo  se. d ispone de u n a 'e cu a ción  de regresión entre el 
ingreso real y el consum o total real del siguiente tipo:

C  =  0.9 Y» ?

P or otra parte se sabe que  la elasticidad gasto d e  alim entos es 
de 0.8. R ealice la proyección  deseada si adem ás se sabe que  el con ­
sum o en alim entos en él año 1964 fue d e  2 000 m illones ele ¡uni­
dades m onetarias, siendo el siguiente el ín d ice  d e  base variable 
del ingreso real según el Plan de D esarrollo:

1 9 6 / 1965 1966 1961

----- 105 106 106

E JE R C IC IO S

1] Ajuste los siguientes datos:
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Años
Ingreso  (Y)

(u.m .
Consumo (C ) 

constantes)

1957 2.0 1.6

1958 2.1 1.7
1959 2.4 2.0

I960 2.4 2.1
1961 2.5 2.2

1962 2.8 2.5
1963 3.0 2.6

a) a una recta: C  =  a Y - )-  b
b )  a una potencia l: C  =  b  Y>
c )  ca lcu le  los coeficien tes de correlación  respectivos, com entan do 

los resultados;
d) ca lcu le la tasa de crecim iento  de l con su m o m ediante la fu n ción : 

C  =  a b*
c) estime la propensión  m edia al consum o en  1965 si adm ite que 

el ingreso será en  ese p er íod o  d e  3.7.
2] Los seguientes datos corresponden  a  precios y cantidades transadas 

de cierto  artícu lo en un m ercado:

Precio  (p ) Cantidad vendida  (q)
(u .m .) (m ilesd e  u .m .)'

10 2.00
12 1.60
15 1.50
18 1.20

20 1.00
25 0.80
30 0.30

Se le  p ide:
a) D eterm ine la fu n ción  d e  dem anda m ediante: 

a
i) q =  -

P

a
ii) q  = -------\- b

P
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b) C alcule los coeficientes de correlación  respectivos;
c) C alcule los errores de proyección ;
d) Estime la cantidad vendida a un precio  de 40, p o r  m ed io  de 

las dos funciones;
e) Estime el precio que  garantizaría una venta d e  3.00 m iles de 

unidades.
3] C on  el o b je to  de estudiar la relación  entre las variables consum o 

de energía eléctrica (X ¡ )  y volum en  d e  prod u cción  en  las em pre­
sas industriales ( Y , ) , se tom ó una muestra d e  20 empresas, para
las cuales se com pu taron  los siguientes valores:

S X ,  =  11.34 2  Y¡ =  20.72 2  X 2¡ =  12.16

2  Y j =  84.96 2  X jY í =  22.13

Se le p ide:
a) C alcu le las ecuaciones de regresión d e  "Y  en  X ”  y de “ X  en  Y ” ;
b) C alcu le el coe ficien te  de correlación  rectilíneo;
c) C alcu le el error de proyección  de la regresión de “ Y en X ” .

4] En el d iseño de un m od e lo  de sim ulación se necesitaba disponer de 
una fun ción  consum o de bienes de origen  industrial; para lograrlo  
se tienen los siguientes datos:

Años

Consum o de bienes  
industriales

Unidades

Ingreso
disponible
monetarias

Im portaciones 
bienes de consum o  

constan tes

I960 45 52 10
1961 42 58 13
1962 48 58 10
1963 55 60 14
1961 53 65 16
1965 65 70 18

Se le p ide:
a) A juste una fun ción  del tipo : C = a Y - j - ( l M - j - y

d on de : a, ¡i, y , parám etros de regresión 
C : con sum o d e  bienes industriales 
Y : ingreso d isp on ib le  

M : im portaciones de bienes de consum o
b) C alcu le el coe ficien te  de correlación  m ú ltip le  y e l error de 

proyección ;
c) C alcu le el coe ficien te  de correlación  parcial entre con su m o e 

ingreso, a islando el efecto  de las im portaciones.
5] Interesa disponer de estimaciones de las variaciones en los pre-
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cios de bienes agrícolas de consum o esencial; para lograrlo, des­
pués de algunos estudios, se con clu y ó  que una m etodolog ía  posi­
b le  podría  ser el ajuste de una ecuación  de regresión a los si­
guientes datos:

Período

Precio de bienes 
agrícolas 

P

Costo unitario 
de producción  

C

Expectativas 
de inflación  

V

1 10 6 6%
2 12 7 8%
3 15 12 4 %
4 17 13 7 %
5 20 16 12%
6 30 25 12%
7 35 25 8%

Se le p ide:
a) A juste una fun ción  del tip o : P (t —}— 1) —  C  (t) [1 —j— a. —(—

+  b  V  ( t ) ]  
donde, a: m argen de ganancia de empresarios 

agrícolas
b : coeficien te  de realim entación  de in ­

flación
b) Estime el precio  cu ando el costo sea de 40 y hayan expectativas 

de estabilidad en  la actividad económ ica.
6] D e acuerdo al p lan  de desarrollo de un  país, se com prueba que  el 

p roducto  real de l sector agrícola muestra los siguientes crecim ien­
tos porcentuales anuales en el p er íod o  1956/1962:

1957 1958 1959 1960 1961 1962

2.0 3.0 4.0 3.5 3.0 3.3

a) D eterm ine la tasa anual prom edio  de crecim iento para el pe­
r íod o  considerado utilizando la ecuación  de regresión adecuada.*

b) El año 1962, el sector agrícola aportaba el 30%  del producto  
in terno bru to (p i b ) . Si se em plea  la ecuación  d e  regresión en ­
contrada y se supone que el p i b  crecerá el 5%  anual acumula-

* Por razones implícitas en el modelo de proyección, la recta queda excluida 
como posible solución.
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t iv o  d u r a n t e  el p e r ío d o  1962/1970, e s t i m e  l a  p a r t i c i p a c i ó n  q u e  

t e n d r á  e l  s e c t o r  a g r í c o l a  e n  e l  p i b ,  e l  a ñ o  1970.
7] Los siguientes datos corresponden  a ingresos y  consum os de un 

con ju n to  d e  profesionales.

Período  (t) Ingreso  (Y) Consum o  (C)

0 100 60
1 120 65
2 120 66
3 130 70
4 140 72
5 160 75
6 160 80

Se le p id e  calcu lar el va lor de los parám etros en  la fu n ción  con su ­
m o  de Friedm an:

C ( t ) = a + P Y ( t )  +  y C  (t -  1)

Para una región  de cierto  país, se tienen los siguientes antecedentes:

Consum o de
Ingreso por Consumo por alimentos por

habitante habitante habitante
Años Unidades monetarias constantes

1958 200 180 120

1959 220 210 130
I960 245 230 150
1961 270 250 170
1962 300 280 200

1963 340 320 220

Se le p ide:
a) C alcu le la elasticidad ingreso d e l consum o m ediante la función :

Y„ =  b  X* ;
b) Estime, u tilizando el m étod o  gráfico, el coeficien te  de elastici­

dad  gasto del consum o de alim entos;
c)  T e n ie n d o  en  cuenta las dos elasticitlades calculadas anterior­

m ente, estime el consum o de alim entos en  1970, adm itiendo que 
el ingreso p or habitante crecerá a partir d e  1963, a una tasa de 
3 %  acum ulativo anual.
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8] La distribución del gasto en 1960 es la siguiente:

A lim entos 100
O tros productos m anufacturados 60 
Servicios 40

C onsum o total 200

Si además se sabe que la elasticidad gasto de alim entos es 0.8 y la 
de productos m anufacturados 1.2, se le  p id e  calcule:
o ) El coeficien te  de elasticidad gasto de servicios; 
b) La distribución  del gasto en 1966, considerando que  e l ingreso 

crecerá al 4 %  anual, si se m antiene constante la propensión  
m edia al consum o, al n ivel de 0.85.

10] En 1955 el consum o de papel para cierto país se ca lcu ló  en 4.5 kg 
p or  habitante. C on  el propósito  de program ar el desarrollo de la 
industria de la celulosa, se necesita estim ar el consum o para 1967, 
ten iendo en cuenta los siguientes antecedentes:
a) E lasticidad gasto de la dem anda p er capita de papel: 1.5;
b) C recim iento del ingreso: 4 %  acum ulativo anual;
c) E cuación del gasto total en relación  al ingreso total: G  —  0.9 Y. 

Agregue, si necesita, la in form ación  adicional que  estim e ú til 
para efectuar la proyección .

S O L U C IÓ N  DE E JE R C IC IO S

1] a) Las ecuaciones normales son:

2  C =  a 2  Y -f- nb

2  CY = = a 2  Y 2 - f  b  2  Y

Y C YC C-’ ya

2.0 1.6 3.20 2.56 4.00
2.1 1.7 3.57 2.89 4.41
2.4 2.0 4.80 4.00 5.76
2.4 2.1 5.04 4.41 5.76
2.5 2.2 5.50 4.84 6.25
2.8 2.5 7.00 6.25 7.84
5.0 2.6 7.80 6.76 9.00

17.2 14.7 36.91 31.71 43.02
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Si se rem plazan estos valores en  las ecuaciones norm ales:

14.7 =  17.2 a - f  7b

36.91 == 43.02 a +  17.2 b

Si se resuelve el sistema: a =  1.043; b  =  —0.463 
la fun ción  queda: C  =  1.043 Y  —0.463

b) Para el ajuste de la potencial, será necesario aplicar logaritm os, 
para utilizar las ecuaciones norm ales

C  =  b  Y»

lo g  C  =  log  b  a lo g  Y

Las ecuaciones norm ales son:

2  lo g  C  =  n  lo g  b  - j -  a 2  lo g  Y

2  log  C  log  Y =  lo g  b  2  lo g  Y -|- a 2  (log  Y) 2

lo g C log Y log C log Y (log C)* (logY)t

0.20412 0.30103 0.061446 0.041665 0.090619
0.23045 0.32222 0.074256 0.053107 0.103826
0.30103 0.38021 0.114455 0.090619 0.144560
0.32222 0.38021 0.122511 0.103826 0.144560
0.34242 0.39794 0.136263 0.117251 0.158256
0.39794 0.44716 0.177943 0.158356 0.199952
0.41497 0.47712 0.197990 0.172200 0.227643

T o ta l 2.21315 2.70589 0.884864 0.737024 1.069516

Si se rem plazan estos valores en  las ecuaciones norm ales 

2.213150 =  7 lo g  b  - f  2.70589 a 

0.884864 =  2.705890 log  b  - f  1.069516 a 

Si se resuelve el sistema:

a - =  1.247 

log  b  =  — 0.166
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La fu n ción  quedará:

lo g  C  == 1.247 log  Y -  0.166

1 yt-an
1.306

c) L os coeficien tes d e  correlación  serán: 
para la recta:

a 2  Y ,C ¡ - f  b  2  C ¡ -  C  2  
r2 = ---------------------------------------------------

2 C ?  - C S C ,

1.043 (36.91) - 0 .4 6 3  (14.7) - 2 . 1  (14.7) 

31.71—  2.1 (14.7)

38.4971 -  6.8061 -  30.87 0.82

31.71 - 3 0 .8 7  0.84
0.976

r =  - f  -y 0.976 =  0.987 

para la potencial:

a 2  lo g  Y ¡ lo g  C ¡ - )-  log  b  2  log  C , — lo g  C  2  log  C , 
r2 log  C  log  Y = ----------

r2 lo g  C  lo g  Y

2  ( l o g C ,)  2 - l o g C  2  l o g C ,

1.247 (0.884864) -  0.166 (2.21315) -  0.31616 (2.21315) 

0 .7 3 7 0 2 4 -0 .3 1 6 1 6  (2.21315)

1.10343 -  0.36738 -  0.69971 0.03634
r2 lo g  C  lo g  Y = ------------------------------------------------ = -------------- ■ =  0.974

0.737024 -  0.69971 0.03731

r lo g  C  lo g  Y  =  0.987
d) Las ecuaciones norm ales después d e  aplicar logaritm os son:

2  lo g  C ¡ —  n lo g  a - f-  lo g  b  2  t,

2  (lo g  C ,) t, =  lo g  a 2  t¡ +  lo g  b 2  tf 

Ix>s datos se d isponen  en  la  siguiente form a:
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ti Ci log Ci ti log C¡ t\

- 3 1.6 0.20412 -0 .6 1 2 3 6 9
_ 2 1.7 0.23045 -0 .4 6 0 9 0 4
- 1 2.0 0.30103 -0 .3 0 1 0 3 1

0 2.1 0.32222 0 0
1 2.2 0.34242 0.34242 1
2 2.5 0.39794 0.79588 4
3 2.6 0.41497 1.24491 9

0 2.21315 1.00892 28

R em plazando estos valores en las ecuaciones norm ales:

2.21315 =  7 log  a - f  0

1.00892 =  0 - j -  28 log  b

log  a =  0.3162 a =  2.071

lo g  b  =  0.0360 b  =  1.0865

En la fun ción  se tenía C =  a b l, d on de  b  == 1 -|- i en  que “ i”  
es la tasa de crecim iento acum ulativo. En el problem a i 
=  0.0865 =  8 .65%  acum ulativa anual.

e) Para encontrar la propensión  m edia al consum o en 1965, es ne­
cesario d isp oner d e  estim aciones d e  con su m o e ingreso para ese 
año; el consum o fácilm ente puede estimarse a través d e  la fun ­
ción  encontrada en d.

C 1965 =  2.071 (1. 0865) « t =  5 para 1965 

C 19#3 =  2.071 (1.7313) =  3.5855 

El ingreso está dad o ; luego,

3.5855
P ropensión  m edia el consum o = ------------- =  0.969

3.7000

2] o ) Para responder i e  ii, será necesario determ inar sus ecuaciones 
norm ales.

i) 2  q /p  =  a 2  1 / p2



1
ii) 2  q =  a 2 ------ 1~ nb

P
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2  q /p  =  a 2  l / p 2 4 . h 2  i q

Se calcula 
ecuaciones:

a continuación los datos pon  i tn f b a tr ero (Sita».

H P <?//> I I P  ' VHP*

2.00 10 0.2000 S .IM M O M
1,60 12 0.1333 o . * * moiWM
1.50 15 0.1000 0.0667
1.20 18 0.0667 t u s » M rnmi»
1.00 20 0.0500 0.0506 U B
0.80 25 O.O52O OuOMIffi M u m
0.30 30 0.0100 0.0333 « M U

8.40 0.5920 0.4288; M 9 B

R em plazando valores; 

i) 0.5920 =  0.2968 a 

a == 19.946 

La fun ción  queda: 

q  =  19 .946 /j)

¡i) 8.400 =  0.42880 a - f  7 b

0.5920 =  0.02968 a - f  0.4288 b  

a =  22.6966 

h == -0 .1 9 0 3

22.6966
I.a función  queda: q = -------------------- O. i 90S

P

b) Para calcular los coeficientes d e  correlaciün„ se iMiilkiæài lta HAnuai 
la general:

( 2  (Vc - Ÿ ) ï \ w



2 1 8 CORRELACIÓN

Caso i Caso ii A m bos casos

qc (<h -  q ) 2 qc («ic -  q ) 2 qi ( q . - q ) 2

1.995 0.632 2.079 0.773 2.0 0.64
1.662 0.213 1.700 0.250 1.6 0.16
1.330 0.017 1.324 0.015 1.5 0.09
1.108 0.008 1.072 0.016 1.2 —
0.997 0.041 1.025 0.031 1.0 0.04
0.798 0.162 0.718 0.232 0.8 0.16
0.665 0.286 0.565 0.403 0.3 0.81

1.359 1.720 8.4 1.90

Caso i)

1.900

Caso ii)

—  2  q , 8.4
q  =  -------- , =  —  =  1.20
 ̂ n 7

/  1 .3 5 9  \  v s
( ----------1 = ( 0 . 7 1 5 ) 1 / 2  =  0.845
Mono/

/  1 .720\ i/2
r  =  ( ----------)  =  (0.905) 1/2 =  0.952

'  1.900 '

c ) Para el cá lcu lo  de los errores de proyección  recuérdese que 

s?. =  S2C +  S?s

Caso i)

E rror =  \  S2.s =  Sïs

1.90
S t. =  -------- =  0.27

7

1.359s:. = ------- =  0.19
7

S|c =  0.08

Error =  0.283
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Caso ii)

1.90
S| =  =  0.27

7

172
S fc = -------- =  0.25

7

S?c =  0.02 

E rror == 0.142

d) Basta rem plazar p  =  40 en am bas funcipnes:

Caso i)

19.946 19.946
q  =  --------—  =    =  0.499 «

p  40

C a so  ii)

22.6966
q  = = -------------------- 0.1903

P

22.6966
-  0.1903 == 0.377

40

e) Basta rem plazar q  =  3.00 

Caso i)

19.946
3 =    p  =  6.65

P

Caso ii)

22.6966
3 = -------------------- 0.1903

P •

p  =  7.11

3] a) Para el caso de la regresión de "Y en X ” se sabe que



2 2 0
*

CORRELACIÓN

^ - x v  
C L X .Y ,] n

i ï X ~  V [X ,]  ~  2 X i  _
------ —VV-

R em plazando valores se tiene 

22.13 11.34 20.72

20 20 20 1 .1 0 6 5 -0 .5 6 7  • 1.036

12.16 / I I  ,34\-  0 .6 0 8 -0 .3 2 1i /11.34X -’ 

20  '  20 •

0.519
1.808 

0.287

Para determ inar el coeficien te  de posición  se tiene

Y =  a vv X  4 -  Ijvx

20.72 11.34
1>YV =  —   -  1.808   -  1.036 -  1.025 =  0.009

20 20

I.a ecuación  de "Y  en X ”  queda: Yt. —  1.808 X , f 0.09

C f X .Y . l  0.519 0.519
aivv •   =    =  ■—    =  0.163

V  [Y¡] 84.96 /2 0 .7 2 y  4 .2 4 8 -1 .0 7 3

20 '  20 '

Para determ inar el coeficien te  de posición , se tiene

X  =  axv X +  bsv

11.34 20.72
1>„V = ---------   0.163   =  0.567 -  0.169 =  0.396

20 20

La ecuación  de “ X  en Y ”  queda:

X,. =  0.163 Y¡ - f  0.396

b) Para el cá lcu lo  del coeficien te  de correlación  rectilíneo, se tiene 
que
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r- =  aXY aYX =  (0.163) (1.808) =  0.295

r =  - f  Y~0.295 =  0.543

c) Para el cá lcu lo del error de p royección  recuérdese que

r _  Sí. _  t ^
T ~  SY- “  SY*

§2
0.295 =  1 -  ya que S| =  V  [Y .l == 3.175 

3.175 ^

=  (0.705) (3.175) =  2.238

E rror de proyección  SYs =  'Y Sf.s =  Y  2.238 =  1.5

4] Si se llam a X , al consum o, X 2 al ingreso, X ;1 a las im portaciones, 
las ecuaciones norm ales son:

a)

Î X 1 =  « Ï X ,  +  P ï X s +  n ï  

2  X tX 2 =  a 2  X i  - f  p 2  X 2X 3 - f  y 2  X 2 

2  X tX 3 =  a  2  X 2X ;! - j-  p 2  X $  - f  Y 2  X 3 

Los datos se d isponen  así:

x, X, X, x tx t X* X X

45 52 10 2 340 2 704 520
42 58 13 2 436 3 364 754
48 58 10 2 784 3 364 580
55 60 14 3 300 3 600 840
53 65 16 3 145 4 225 1 040
65 70 18 4 550 4 900 1 260

308 363 81 18 855 22 157 4 994
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x ¿x a **3 X*

450 100 2 0 2 5
546 169 1 764

480 100 2 304
770 196 3 0 2 5
848 256 2 809

1 170 324 4 225

4 2 6 4 1 145 16 152

El sistema queda:

308 =  363 «  4 -  81 P - f  6  y  

18.855 =  22157 a  - f  4994 p +  363 y 

4.264 == 4994 a  +  1L45 p +  81 y 

Cuya resolución es

a  =  b 123 =  1.114

p =  b13 2 =  0.040

Y =  * 1 .2 3 '=  — 16.59

b) L a  fórm ula del coeficiente de correlación m últiple que se utili­
za es la siguiente:

**1.23 — f * 1.23 2 X t +  b12.3 2  X tX 2 +  b13 ,  2  X tX 3 -  n X* y / 2

2X2 _ nX2 

Si se remplazan valores:

f~  16.59 (308) - f  1.114 (18 855) +  0.04 (4 264) -  6  (2 635) y / 2  

1 2 3 _  '  16 1 5 2 - 6  Í2 635Y /16 1 5 2 - 6  (2 635)

r0 .6 — 15 810.1 

1 6 1 5 2 - 1 5  810 ^

/  -  5 109.7 +  21 004.5 - f  170.6 -  15 810.0 y / 2  
Xi.23 =  y
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/255.4V1/2

R i-23 =  W  =  =  0.865

Para el cá lcu lo  de l error d e  proyección , recuérdese que

„ 2  n  

~

D e los datos anteriores se tiene

n ®xe 1.23 =  255.4 . . SXc i.2s =  42.6 

n 1.23 == ^42 . . SX , 23 =  57

L uego
86.6

S X s  1 .2 3  = = : — z: —  —  ^ 4 .4  b

E rror =  \  14.4 =  3.8

c) Se trata de calcular:

l t / 2(® Xc 1 .2 3  ^ X c  |.3 ^  

/
^ X s  1 .3

En esta fórm ula  se desconocen  los valores d e  las varianzas ex ­
plicada y n o  exp licada  entre las variables y  X .¡; en  ca m b io  
e l va lor d e  123 se ob tien e  d e l cá lcu lo  anterior

255.4
SL  1.23 =  —  =  4 2 .6O

Para las otras varianzas se recurre a las siguientes fórmulas:

» sx<= 1.3 =  “1.3 2 X . +  b.,3 2  XtX3 -  n í f ,

La ecuación  de ajuste rectilíneo es

X 1.3 =  “ l .3  4 "  ^ 1.3  x a

Sus ecuaciones norm ales:

2  X t =  n a, 3 +  b13 2  X 3
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2  X A  =  ai.s 2  X 3 +  b 13 2  X*

’M a s  Ias sum atorías aparecen tabuladas en  la prim era hoja . 
¡RitairpiUraindo valores se tiene:

308 == 6 a , 3 - f-  81 ^  3

4264 =  81 a13 + 1 1 4 5  bj 3

a i,3 =  23.52

b t .3 =  2.06

Mgm$$xEamét> valores en  la  fórm ula de la varianza explicada, se

CORRELACION

■  Sg^ j  3 =  23.52 (308) +  2.06 (4 264) -  6 (2 635)

7 244.2 +  8 7 8 3 .8 -  15 810 218
* L  «  = ---------     =  —

6 6

% e  1.3 —  36.3
*

KfflBraánáese q u e

^  1.3 ~  % c  1.3 +  ^Xs 1.3

ÍLa varâasza tota l d e  la variable depend iente  es única, cualquie- 
aai me»  e l  Mámen» d e  variables independientes que  se tom en; en 
«m m ecM eado. este valor es el m ism o que aparece en el denom i- 
¡mwfVor ddl «oeJüdenlc d e  correlación  m últiple.

SL  , A =  57 -  36.3 =  20.7

/4 2 .6  — 36.3 X 1/ - ---------
*13.» =  \ ------— ------)  = V » 4 = 0 . 5 5 1

5[j La « n a c i ó »  d e  ajuste pu ede representarse así:

r  <t +  1)  =  (1 +  a) C  (t) +  b  C  (t) V  (t)

lih ra u a iid o
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P =  X1

C  (t) =  x 2

C (t) V (t) =  x 3

l + a  =  d

L a ecuación  queda:

X t =  d  X ,  4 -  b X 3 

Las ecuaciones norm ales son las siguientes:

2  X 1X 2 =  d  2  X| +  b  2  X 3X 2 

2  X ^  =  d  2  X 3X 2 +  b  2  X|

La tabulación  de valores se d ispone así:

p
X t

C
X 2

CV
X ,

PC
X j X 2

C 2
X|

VC2
x * x 2

PC V
X x X 3

(C V )2
X |

12 6 0.36 72 36 2.16 4.32 0.1296
15 7 0.56 105 49 3.92 8.40 0.3136
17 12 0.48 204 144 5.76 8.16 0.2304
20 13 0.91 260 169 11.83 18.20 0.8281
30 16 1.92 480 256 30.72 57.90 3.6864
35 25 3.00 875 625 75.00 105.00 9.0000

129 79 7.23 1 996 1 279 129.39 201.98 14.1881

El sistema queda

1996.00 =  1279.00 d  - f  129.39 b  

201.98 =  129.39 d  4  14.1881 b  

R esolv ien do para d  y b

d  =  1.555 

b  =  0.054 

L u ego la ecuación  ajustada queda
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P (t - f -  1) =  C  (t) [1.555 +  0.054 V  ( t ) ]

b) Bastará rem plazar C  (t) p o r  40 y V  p or  0, para estim ar P  (t —J— 
1) ,  en  tales circunstancias

p  (t 4 -  1) = 4 0  [1.555 - f  0] =  62.22

6] En vista d e  q u e  hay variaciones porcentuales anuales, se calculará 
un ín d ice  d e  base fija , y  lu ego  m ediante la fun ción

Y  =  a b»

se calculará la tasa pedida. 
a)

ín d ice  del prod, 
real agrícola T  iem po

Y , ti años
100.0 - 3 1956
102.0 - 2 1957
105.1 - 1 1958
109.3 0 1959
113.1 1 1960
116.5 2 1961
120.3 3 1962

0

Las ecuaciones norm ales son:

2  lo g  Y i = n lo g  a +  log  b  2  t,

2  t, lo g  Y , = lo g  a 2 t, 4 - lo g  b  2  t̂

lo g Y ¡ t? ( l o g Y i ) h

2.00000 9 - 6.00000
2.00860 4 -4 .0 1 7 2 0
2.02160 1 -2 .0 2 1 6 0
2.03862 0 —
2.05346 1 2.05346
2.06633 4 4.12516
2.08027 9 6.23754

14.26888 28 0.37736
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Si se remplazan estos valores en las ecuaciones normales 

14.26888 =  7 log a (Ya que 2  q  =  0)

0.37736 =  28 log b 

14.26888
log a =  —-------—  =  2.03841 a  =  109.24

7

0.37736
log b = --------------- =  0.01348 / .  b =  1.0315

28

L a  función queda

Yc =  109.24 (1.0315)»

L a  tasa de crecim iento es 3.15%  acum ulativa anual.
b) Para encontrar la participación relativa, se puede trabajar con  

los mismos porcentajes dados en los datos iniciales.

1962 1970
PIB 100 100 (1 - f  0.05) »
P. agrie. 30 30 (1 +  0.0315) 8

p iB m o  =  100 (1.477) =  147.7

P. agrie. m o  =  30 (1.282) = 38.5

l a  participación relativa del sector agrícola 

38.5
=  26.07%

147.7 /0

en 1970 será

7] Los datos se disponen de la siguiente manera (se introduce ei des-
ajuste del consumo)

t Y(t) C(t) C (t-l)
1 120 65 60
2 120 66 65
3 130 70 66
4 140 72 70
5 160 75 72
6 160 80 75

830 428 408
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Las ecuaciones norm ales son las siguientes:

2  C  (t) =  n a  - f  P 2  Y (t) - f  y 2  C  (t — 1)

2  C  (t) Y (t) =  a  2  Y (t) +  p 2  [Y ( t ) F 4 -  Y 2  c  (t -  1) Y (t)

2  C  (t) C (t -  1) = = a 2  C  (t -  1) +  P 2  Y (t) C  (t -  1)
+  y 2  [C ( t -  l ) p

Es necesario tabular adem ás las siguientes sumatorias.

C(t) Y(t) [ W C ( t - l )  Y(t) C(t) C ( t - l ) [C (t-1 )Y

7 800 14 400 7 200 3 900 3 600
7 920 14 400 7 800 4 290 . 4 225
9 100 16 900 8 580 4 620 4 356

10080 19 600 9 800 5 040 4 900
12 000 25 600 11 520 5 400 5 184
12 800 25 600 12 000 6 000 5 625

59 700 116 500 56 900 29 250 27 890

El sistema de ecuaciones norm ales queda:

428 =  6 a  +  830 p + 408 y

59 700 = 830 a - f  116 500 p 4 -  56 900 y

29 250 == 408 a  +  56 900 p 4 -  27 890 y

Si se resuelve el sistema se llega a

a  =  38.017 

P == 0.1333 

Y =  0.2187

La fun ción  con su m o queda

C  (t) =  38.017 4 -  0.1333 Y (t) - f  0.2187 C  (t -  1)

8] a) Las ecuaciones norm ales de la fun ción  son:

2  log  Y , =  n log  b  -f- a 2  lo g  X ¡
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2  lo g  Y ¡ lo g  X ¡  =  lo g  b  2 1 o g  X ,  - f -  a 2  ( lo g  X ¡ )  2 

S iendo X t =  Ingreso; Y , =  C onsum o

Y, log X ¡ log Y t log X { log Y i logX\

200 180 2.30103 2.25527 5.18944 5.29474
220 210 2.34242 2.32222 5.43961 5.48693
245 230 2.38917 2.36173 5.64257 5.70813
270 250 2.43136 2.39794 5.83026 5.91151
300 280 2.47712 2.44716 6.06191 6.13612
340 320 2.53148 2.50515 6.34174 6.40839

14.47258 14.28947 34.50553 34.94582

Si se rem plazan estos valores:

14.28947 == 6 lo g  +  14.47258 a 

34.50553 =  14.47258 log  b  - f  34.94582 a 

lo g  b  == -  0.12203 

a =  1.038
L a fun ción  queda:

1
Y =  ------ X .i nas

1.324

L u ego el coeficien te  de elasticidad ingreso del consum o es: 

a =  1.038

b) U tilizando el m étod o  gráfico, se tiene:

g r á f i c a  29

_____________ í ____I__________ I_______ I_____ I____ I____I___I I- L
10 0  ZOO 300  40 0  log X
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5.4
Elasticidad gasto = ------= 1 . 2

4.5

c) Si las elasticidades son las siguientes:

Elasticidad ingreso del consumo: E y == 1.038 

Elasticidad gasto del consumo de alimentos: E e =  1.20

P ara realizar la estimación pedida, se hará primero una estima­
ción del consumo en 1970 mediante la relación

El valor del ingreso en 1970 está dado por

Y 70 =  Y es (1 - f  0.03) * =  340 (1.23) =  418.2

Luego,

’4 1 8 .2 y o » 8 C70’418 .2\ 1038

'3 4 0 .0 '

(1.23) 1038 _

3 4 0 .0 ' 320

320

C70 =  320 (1.23)1038 _  320 (1.24) =  396.8

P ara la proyección del consumo de alimentos:

(
Si se remplazan valores se tiene:

396.8\i 2 C. alim. 70396.8'

■320.0 220

C. alim.70 =  220 (1.24) 1.2 =  220 (1.295) =  284.9



W A =   ------------------------------= --------- =  0.50

9] Para calcular la elasticidad gasto de los servicios se recurre a  la 
propiedad:

a)

Es W s +  E A W A +  E M W M =  1

gasto en servicios 40
W 8 == — ---------------------------- = --------- =  0.20

gasto total 200

gasto en alim entos. 100

gasto total 200

gasto en prod, manufac. 60
W M =   ------*--------------------  = - == 0.30

gasto total 200

Luego,

1 - 0 . 8  (0.50) -  1.2 (0.30) 0.24
E  = ------------------- ------------ --— -  =  =  1.20

0.20 0.20

b) Si la propensión media al consumo se mantiene constante, el 
consumo crecerá a la misma tasa que el ingreso.
El consumo en 1966 será:

C*196« =  C 19ft0 (1 -j- i) "

C 1()(!(! =  200 (1.04)0 =  200 (1.265) =  253

Para proyectar los consumos especiticos se tiene:
i) Servicios:
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^Cioeoy C. serv. 1966 253
;'d ad o q ue =  1.265

’ ^1960 C. serv. 1960 200

C. serv.1966
(1.265) 1-2 = -----------------

40

C. serv. 1966 =  40  (1.265) i -2 _  40 (1.326) =  53.04

ii) Otros productos manufacturados:

Cismo \ E m C. prod. m an. 1966( C ™ )
^ 198» C- prod. man. 1960



C. prod. m an. 1966
(1.265) 1-2 = ---- --------------------------

60

CORRELACIÓN

C. prod . man. 1966 =  60 (1.265) 12 =  60 (1.326) =  79.56
iii) A lim entos:

C 1968\E a C . alim . 1966

‘ C1960 '  C. alim . 1960

C. alim . 1966
(1.265) 0 8 =  — ---------------100

C. alim . 1966 =  100 (1.265) n * =  100 (1.207) —  120.7

L a d istribución  del gasto en  1960 y 1966 es la siguiente:

I960 % 1966 %

A lim entos 100 50 120.7 47.7
O tros productos m anufac. 60 30 79.6 31.4
Servicios 40 20 53.0 20.9

T o ta l 200 100 253.3 100.0

10] Los datos se resum en así:
C onsum o de papel p or  habitante en  1955: C P  1985 =  4.5
C onsum o d e  papel p o r  habitante en 1967: C P 19(57 =  ?
Elasticidad gasto de la dem anda de papel p o r  habitante: E G  = 1 . 5  
T asa de crecim iento del ingreso: i =  4 %  ac. anual 
R elación  gasto ingreso: G  —  0.8 Y

La fórm ula para la proyección  será la siguiente:

C onsum o p or  habitante 1967\EG 

C onsum o p or habitante 1955 •

C onsum o d e  papel p or  habitante 1967

C onsum o de papel p or  habitante 1955

Es necesario estimar previam ente los consum os p or  habitante en 
1955 y 1967. Para e llo  es necesario

2 3 2

I



, , , . v «-9*19551955 (Por lia bit.) =  — -------1*1955
donde P =  Población

0-9 Y1955 (1 + 0 - 4 )  12

SOLUCIÓN DE EJERCICIO S 2 3 3

G1955 =  0.9 Y1#35

g 1967 (Po r  habit.) =  - 1*1955 (1 .0 2 5 )“

G 1 " "  /  . i . . 0 .9 Y i #35 (1.04) xa P1933
(p or  habit.)

Gl955 1*1.955 (1-025)1- 0.9 Y 1933

n.040\ia/1 .0 4 0 X 1

'1 .0 2 5 '

R em plazando en la fórm ula de la proyección  se tiene: 

'1.040\ w  n i.o C onsum o de papel p or habitante 1967r  /1 .0 40 \  m -ii.5

L \ L 0 2 5 / J  ~ 4.5

/1 .0 4 0 V "
.5 í -  )

'1 .0 2 5 '
C onsum o de papel p or  liabit. 1967 =  4

=  4.5 (1.0146) 18 =  4.5 (1.308) =  5.89

Luego, se estim a para 1967 un consum o de 5.89 kg de pap el p or 
habitante.
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I

ASPECTOS t e ó r i c o s

A. INTRODUCCIÓN

Cuando se acepta la idea de planificar, implícitamente se admite 
la necesidad de contar con más, mejores y periódicas informacio­
nes básicas. En el proceso de planificación, desde el diagnóstico 
hasta la reformulación de los planes, es indispensable contar con 
magnitudes e indicadores que muestren lo que en verdad está ocu­
rriendo en una actividad económica. Ahora bien, hay varias posi­
bilidades de captación de información: los censos, el análisis de 
casos típicos y las muestras. Al considerar el tipo y fidelidad de las 
informaciones necesarias, el costo de obtenerlas y el tiempo que de­
mandará su recolección, surgen nítidas las ventajas del muestreo. 
No debe interpretarse con esto, que el muestreo sea un sustituto 
del censo. Informaciones básicas para el total de una población o 
universo siempre serán necesarias; de otra manera no será posible 
diseñar una muestra con reales ventajas y. suficiente garantía. Lo 
que ocurre es que mediante una muestra pueden obtenerse infor­
maciones que resultarían poco menos que imposibles con una 
enumeración total de la población: justamente por problemas de 
costo y' tiempo. Por otra parte los censos se realizan cada 5 o más 
años y las muestras pueden ser utilizadas para estimar parámetros 
en períodos intermedios. Conocer el tamaño de una población y 
otras características básicas es indispensable para extraer una bue­
na muestra representativa. Se concluye pues, que censo y muestra 
son dos métodos complementarios y no excluyentes en el proceso 
de captación de información.

El objeto de la primera parte de este trabajo es mostrar, a los 
pxofesionales planificadores, las posibilidades y limitaciones de 
esta técnica, por una parte, y plantear los principales conceptos 
envueltos en el muestreo. La segunda parte está destinada a anali­
zar los principales problemas que se presentan en las encuestas 
industriales y señalar las posibles soluciones.

A esta altura es indispensable advertir que existe una gran pro­
fusión bibliográfica sobre el tema, pero es difícil encontrar un

[237]
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trabajo que deje de lado todo el tratamiento matemático y se 
centre en la parte práctica. El planificador debe conocer los ele­
mentos básicos del muestreo, sus limitaciones y alcances, de modo 
que pueda determinar qué tipo de investigaciones son susceptibles 
de mfrentarse por muestreo y pueda decidir con base fundada 
sobre las posibilidades que le ofrezca el muestrista o especialista 
en muestreo. El experto en muestreo puede presentar posibilidades 
para una investigación dada, que fácilmente pueden implicar cos­
tos que van desde los 5 o 10 mil dólares hasta los 50 mil o más, 
dependiendo del grado de precisión, de los niveles de confianza o 
probabilidad de acierto, del tipo de diseño muestral, etc. Sobre 
esas posibilidades el planificador debe estar en condiciones de to­
mar una decisión racional.

Se intentará cumplir con los objetivos señalados en líneas ante­
riores, prescindiendo hasta donde sea posible del aparato mate­
mático. El trabajo está diseñado para ser interpretado contando 
con conocimientos de estadística descriptiva, elementos de proba­
bilidades y álgebra superior.

En los anexos finales se presentan las principales demostracio­
nes matemáticas y formularios completos de los principales dise­
ños muéstrales.

Se piensa que con estos antecedentes, el planificador estará en 
condiciones de interpretar en su justa dimensión las reales posi­
bilidades de las técnicas muéstrales en general, de calificar las esti­
maciones resultantes y de tener una posición realista en los pro­
blemas en que deberá tomar decisiones.

B . FUNDAMENTOS TEÓRICOS DEL MUESTREO 1

Para presentar los elementos básicos del muestreo, se tomará como 
punto de partida el diseño muestral aleatorio simple por dos razo­
nes principales: se trata de un diseño sencillo, de fácil interpreta­
ción, y constituye la base de los diseños muéstrales aleatorios.

Por población, universo o marco muestral se entenderá el con­
junto de elementos de los que se extraerá información y sobre 
los que se podrá generalizar la conclusión obtenida a partir de la 
muestra. La población podrá estar formada por personas, empre­
sas, familias, áreas, objetos, etc. El número de elementos que com­
ponen la población se designará por N.

1 Se utilizará la símbología de W. C. Cochran, para facilitar al lector inte­
resado la consulta del libro Sampling techniques del autor citado.
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Por muestra se entenderá una parte representativa de esa pobla­
ción y se designará por n.

Será necesario definir la variable que se investigará: ingresos, 
valor agregado, productividad, etc., y las unidades en que se ex­
presará.

Por y[, se denominará el valor de la variable de la i-ésima uni­
dad de la población o de la muestra (i =  1, 2, 3 . . .  n . . .  N).

El número posible de muestras de composición distinta que se
N

podrá obtener estará dado por el número combinatorio C . Se 
insiste que se trata de muestras de composición distinta, en cuan­
to a sus elementos, aunque muchas de estas muestras pueden tener 
la misma media aritmética.

Los estadígrafos que interesa definir son los siguientes:

Ÿ: media aritmética de la población

N
2 y.i=l

y: media aritmética de la muestra

n
2 y,i—1

a2: varianza de la población

2  (y. -  ? )2
i=l

S2: varianza de Cochran de la población

2 (y. -  Ÿ)2
i=i

s2 = N -  1
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s2: varianza de C ochran  de la m uestra

2  (y, -  y)2
i=l

S2 =
n -  1

Ahora bien, si el número de muestras distintas que se puede 
/N\

obtener es I I , habrá igual número de medias aritineticas mues-

/N\
traies: ÿh, donde h =  1, 2, 3 . . .  1 I.

Si se extraen todas esas muestras computándose sus medias arit­
méticas y clasificándolas en una tabla de distribución de frecuen­
cias, se comprobará que en general estas medias aritméticas tienen 
distribución muy aproximada a la distribución normal. Se recalca 
en general, porque esto no se cumple cuando la muestra es muy 
pequeña (menos de 30-40 elementos),2 o la población es muy redu­
cida o con características poco frecuentes. En el siguiente gráfico 
se ilustra este comentario:

Si se promedian todas estas medias aritméticas (E: esperanza 
matemática) se encuentra que el promedio es exactamente igual a 
la media aritmética poblacional, es decir (demostración en el 
apéndice):

2 El desconocimiento de la varianza poblacional (S2) es otro aspecto a con­
siderar. Para investigaciones en el campo industrial, en donde generalmente 
las muestras superarán los 30 o 40 elementos, no es muy peligroso aceptar 
esa simplificación teórica.
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O
2  ÿi. 
h=1

n /

Por eso a la media aritmética muestral (ÿh) se le llama estimador 
insesgado de la media aritmética poblacional.

De la misma manera, a todas las posibles muestras se les puede 
computar una varianza (s-b). Si se promedian estas varianzas, el 
resultado es la varianza de Cochran para la población:

Por ello a la varianza de Cocinan para la muestra se le llama 
estimador insesgado de la varianza de Cochran para la población. 
Esta igualdad sólo es válida para el caso en que las varianzas hayan 
sido calculadas con denominadores N — 1 (poblacional) y n — 1 
(muestral) y ésa es la razón para restarle una unidad al deno­
minador de las varianzas.

En la práctica sólo se extrae una muestra y sobre la base de ella 
se hacen las estimaciones para la población. La selección de esa 
única muestra se hace, en este diseño muestral, en forma aleatoria 
y sin reposición, es decir, todas y cada una de las posibles mues­
tran tienen la misma probabilidad de ser elegidas, y la muestra con 
la que se trabaja estará formada por elementos distintos. Por ejem­
plo, en una encuesta industrial no habrá empresas repetidas en la 
muestra. Cada empresa aparecerá una vez y sólo una vez en la mues­
tra. En resumen, este diseño muestral es, pues, equiprobaWlístico 
y sin reposición.

Ahora bien, con el cómputo de la media aritmética de la mues­
tra se tiene una estimación de la media aritmética poblacional, es 
decir, una estimación puntual. Es prácticamente imposible que la 
media aritmética muestral coincida exactamente con la media 
aritmética poblacional. Es necesario determinar un rango o inter-
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valo a partir de la media aritmética muestral, donde se espera 
esté comprendida la media aritmética poblacional. A ese inter­
valo específicamente se lé denominará intervalo de confianza y 
a su mitad se simbolizará por d, que corrientemente se le deno­
mina semiancho del intervalo de confianza. Lo anterior puede 
interpretarse gráficamente de la siguiente manera:

La curva continua representa la distribución de las medias 
muéstrales en torno a la media poblacional. Si se ha seleccionado 
una muestra que tiene por media aritmética yM, se traslada la dis­
tribución con eje en yM, que en el gráfico está representada por la 
línea punteada. A partir de yM se determina el intervalo de con­
fianza (zona sombreada sobre el eje de las abscisas).

El intervalo de confianza tiene dos componentes:
El coeficiente de confianza que está determinado por la proba­

bilidad de acierto de la estimación, y tiene su origen en la estruc­
tura de una distribución normal. En una distribución normal, en 
el intervalo comprendido entre Ÿ ±  a se encuentra el 68 por cien­
to de los casos, entre Ÿ ±  2a se encuentra el 96 por ciento de los 
casos.3 El coeficiente de confianza es el número de veces que se 
debe tomar a a derecha e izquierda de Ÿ para agrupar, entre me­
dio, cierto porcentaje de casos. Asociado al concepto de coeficien­
te de confianza está el nivel de confianza o probabilidad de acier­
to (porcentaje de casos comprendidos en cierto intervalo central). 
A continuación se dan los coeficientes de confianza más frecuente­
mente utilizados en una distribución normal, los que se simboli­
zarán jaor t.

Nivel de confianza 98% 95% 90% 80% 68%
Coef. de confianza (t) 2.33 1.96 1.65 1.28 1.0

3 Eslas proporciones deben interpretarse respect;) del número posible de 

muestras a obtener l N \
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El otro componente del intervalo es el que representa la disper­
sión de la variable. En una distribución normal corriente, por 
ejemplo la distribución de una población, ese componente está 
representado por a. La distribución normal que ahora se está tra­
tando es bastante particular: en primer lugar la variable está 
dada por medias aritméticas que provienen de muestras, en se­
gundo lugar se trata de una distribución teórica ya que se supo­
nen computadas todas las posibles medias aritméticas. El esta­
dígrafo que indica la dispersión de esta particular variable estará 
dado por:

GD
2 ( ÿ u - î ) 2

v (ÿ) =
©

Nótese que se trata de la fórmula de una varianza cualquiera, 
pero donde la variable está dada por todas las posibles medias 
aritméticas muéstrales.

Se puede matemáticamente demostrar que

O
2  (ÿs -  Y)2

S2 / n \

que constituye la fórmula de cálculo práctico de la varianza ver­
dadera del estimador de la m edia aritmética. Este estadígrafo se 
conoce también con el nombre de cuadrado del “error estándar 
verdadero”. En general, cuando se realizan estimaciones sobre me­
dia aritmética, no se dispone del valor de la varianza poblacional 
de Cochran. En esos casos se utiliza la varianza de la muestra s2, 
en virtud de que es un estimador insesgado de S2. Cuando ocurre 
tal cosa, es decir cuando se utiliza s2 en vez de S2, el estadígrafo 
toma el nombre de varianza estimada del estimador de la media 
aritmética, y se simboliza así:



244 ASPECTOS TEÓRICOS

Con los elementos mencionados, ya se puede cuantificar el in­
tervalo de confianza para la media aritmética. Este intervalo esta­
rá dado por:

Intervalos de confianza:

’ ’ ' lagnitud del semiancho del intervalo de confianza

Como se recordará, t es el coeficiente de confianza que corres­
ponde a un nivel dé confianza. En general el nivel de confianza 
fluctúa entre 80 y 95 por ciento, en la práctica generalmente se 
toma un 90 o 95 por ciento de confianza, lo que en otros términos 
indicaría que en 95 de cada 100 muestras la media aritmética 
poblacional estará dentro del intervalo de confianza. V (y) indi­
caba la dispersión de las medias muéstrales en torno a la media 
poblacional. Con los elementos vistos ya se está en condiciones de 
estimar una media aritmética poblacional:

Ejemplo: se ha tomado una muestra de 30 de las 108 empresas 
pesqueras de un país. Se pretende estimar el número promedio de 
obreros por empresa. Para las 30 empresas de muestra se calculó 
una media aritmética de 46 obreros por empresa y una varianza 
de 18. El número promedio de obreros por empresa en toda la po­
blación estará comprendido entre:

d =  t f V f

es decir

Ÿ ±  1 V vW

Los datos que se conocen son:

N =  108; n =  30; y =  46; s2 =  18.

s2 / n \ 18 / 30 V
V (ÿ) =  — ( 1 -----------=  — ( 1 --------------=  0.433

w  n V N /  30 V 1 0 8 /
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Si se toma como nivel de confianza un 90 por ciento, el corres­
pondiente valor de t será de 1.65. El intervalo de confianza esta­
rá dado por:

46 ±  1.65

lo que equivale a decir que la media aritmética poblacional estará 
comprendida entre 44.92 y 47.08, con 90 por ciento de probabili­
dad de que tal estimación sea cierta.

Para la estimación de un total, es decir, de la suma de los valores 
de la variable de cada uno de los elementos de la población, se 
procede a multiplicar el intervalo para la media aritmética por 
N; en virtud de que:

El total (Y) estará dado por:

Y =  N Y

y el total estimadd (Y):

Ÿ =  N ÿ

Si en el ejemplo anterior se deseara encontrar el intervalo para 
el total de obreros ocupados en las 108 empresas, con el mismo ni­
vel de confianza se tendrá:

N y ±  N t ■y/v (y)

que equivale a:

(108) (46) dt (108) (1.65) (0.656)

El total de la población estará comprendido entre: 4851 y 5085, 
con 90 por ciento de probabilidad de que tal cosa sea cierta.

C. DETERM INACIÓN DEL TAM AÑO DE M UESTRA

Hasta ahora se ha supuesto un tamaño de muestra dado, interesa 
pues analizar brevemente cuáles son los elementos que determinan 
la magnitud de n.

Fundamentalmente hay cuatro elementos técnicos que condicio­
nan el tamaño de una muestra. Por otra parte hay un quinto ele-
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mento de extraordinaria importancia práctica: el monto de re­
cursos financieros y elementos humanos y materiales sin cuyo con­
curso no es posible garantizar estimaciones confiables.

1] Homogeneidad, de la población

Es fácil interpretar que el grado de homogeneidad indicado por 
la magnitud de S2 condicionará el tamaño de muestra. Donde la 
variable en la población se distribuya uniformemente, sólo serán 
necesarios unos pocos elementos de muestra para tener una idea 
bastante precisa de lo que ocurre en la población para la variable 
que se investiga. En cambio en poblaciones muy heterogéneas para 
la variable investigada, será necesario un tamaño de muestra bas­
tante grande para poder realizar estimaciones sin riesgo de gran­
des errores. Hay, pues, una relación directa entre n y S2.

2] Precisión de la estimación

Nuevamente el título sugiere algo obvio: mientras más precisa sea 
una estimación (menor tamaño de d), más grande deberá ser el ta­
maño de muestra. Se había adelantado que la precisión estaba dada 
por la magnitud de d. Es el investigador: planificador, sociólogo, 
economista, etc., que investiga el comportamiento de una variable, 
quien tiene que decidir sobre la magnitud del máximo de desvia­
ción respecto de la media aritmética verdadera. Se concluye pues 
que hay una relación inversa entre tamaño de muestra y precisión.

3] Nivel de confianza

El nivel de confianza que representaba la probabilidad de que la 
estimación fuera verdadera, también tiene una relación directa con 
el tamaño de muestra, a través del coeficiente de confianza t. Mien­
tras mayor probabilidad de acierto se desea tener, más grande de­
berá ser el tamaño de muestra.

4] Tamaño de la población

Otro elemento que es indispensable analizar es la relación que 
existe entre los tamaños de muestra y población. De poblaciones 
numerosas, cabrá esperar muestras grandes y viceversa.

Del equilibrio de todas estas condicionantes se determina la mag­
nitud del tamaño de una muestra, como se verá en páginas pos­
teriores.
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5] Recursos

Este elemento, sí bien no es tomado en cuenta en la determinación 
“técnica” del tamaño de muestra, desempeña, en nuestros países, un 
papel de primera línea. Existe toda una problemática entre la 
compatibilización del tamaño de muestra determinado técnicamen­
te, y el tamaño de muestra que resultaría del monto de recursos, 
principalmente financieros, asignados para la investigación.

En general el monto de recursos determina una muestra menor 
que la que resultaría de la aplicación de las fórmulas. La muestra 
menor determinará una menor precisión; será necesario analizar 
si esa precisión resultante garantiza la obtención de estimaciones 
adecuadas. Es en este punto donde hay que decidir: o se renuncia 
a la precisión especificada técnicamente y se acepta la resultante 
de la limitación de recursos, o se destinan mayores recursos finan­
cieros. Las dos posibilidades restantes son: una combinación de los 
dos procesos anteriores, o la decisión de no llevar adelante la in­
vestigación por estos métodos.4

Las fórmulas del tamaño de muestra se deducen fácilmente a 
partir del intervalo de confianza: '

Recuérdese la fórmula del intervalo de confianza para la media 
aritmética:

Ésta es la fórmula del tamaño de una muestra aleatoria simple, 
que garantiza la estimación de una media aritmética con los re­
quisitos de precisión y confianza o probabilidad de acierto espe­
cificados. .

Es necesario prestar atención a estos conceptos mencionados:

Después de elevar al cuadrado, se despeja n y se tiene:

n

* Véase, del autor, “ El costo en las investigaciones muéstrales” , en la revista 
Economía, núm. 83, Facultad de Ciencias Económicas de la Universidad de 
Chile.
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t, como se había adelantado, es el coeficiente de confianza que pro­
venía de la distribución normal estandarizada (media =  0 y varian­
za =  1) y estaba automáticamente determinado al elegir el nivel 
de confianza. Una interpretación para este concepto, en este caso, 
sería: la proporción dentro de todas las muestras posibles, que en­
tregan resultados para la media aritmética que no difieran respecto 
de la media aritmética verdadera en más del valor d especificado.

En cuanto a la precisión representada por la magnitud de d, 
se había adelantado que quien está en mejores condiciones para 
decidir sobre «1 desvío máximo que se puede tolerar es el investi-, 
gador, en este caso el planificador, porque sabe cuáles serán los 
fines de la estimación. No está de más señalar que una alta preci­
sión (d pequeño) sólo se podrá conseguir a expensas de una mues­
tra grande, y que muestras pequeñas sólo pueden entregar resul­
tados poco precisos. Los anteriores juicios son válidos cuando el 
grado de heterogeneidad en la población (magnitud de S2) es 
apreciable. En poblaciones homogéneas, una muestra pequeña pue­
de ser suficiente para lograr una aceptable precisión. Todo lo an­
terior exige una decisión del planificador, que para este fin 
deberá agregar dos elementos importantes: el costo de la investi­
gación y el tiempo que demandará.

El muestrista se limitará a presentarle alternativas, el planifica­
dor deberá elegir la más conveniente.

Observando la fórmula de tamaño de muestra, se puede visuali­
zar que cuando la población es bastante grande, el denominador 
tiende a la unidad, y el numerador puede aceptarse como una ade­
cuada aproximación del tamaño de muestra.

= (ir)'
El lector debe haberse planteado una interrogante: en las fórmu­

las para tamaño de muestra se supone conocida la varianza. ¿Qué 
sentido tiene determinar una muestra para estimar una media arit­
mética si se supone conocida la varianza y esto implica conocer la 
media aritmética? Lo que sucede es que el supuesto no es hipoté­
tico y el propósito no carece de sentido. Hay muchos estudios que 
exigen investigaciones muéstrales» periódicas. Con estas investiga­
ciones se pueden tener buenas estimaciones de S2 y porque en mu­
chos casos la varianza puede ser poco cambiante, lo que no siem­
pre ocurre con la media (recuérdese que V (y¡ -j- K) =  V (y¡) y 
que M (y¡ - f  K) =  K +  M(y¡))-



FUNDAMENTOS DEL MUF.STRF.O 249

Sin embargo, el caso más frecuente es que se desconozca el valor 
de S2. El muestrista dispone de métodos que le permiten estimar 
la magnitud de S2, en este caso el planificador deberá tomar nota 
de que se trata de una estimación que puede- constituir una fuente 
de posibles errores. Es necesario que, una vez realizada la muestra, 
se compulse el valor estimado de S2 y la varianza de la muestra. 
Si el valor estimado de S2 es similar o mayor a la varianza de la 
muestra (s2) no hay motivo de preocupación, excepto que se haya 
tomado tal vez una muestra mayor que la necesaria y esto puede 
estar compensado en parte por la mayor precisión que se consigue. 
Pero si la varianza de la muestra es apreciablemente mayor que el 
valor estimado de S2 para fines de cálculo del tamaño de muestra, 
la situación deberá ser motivo de mayor investigación. Habrá que 
recalcular el tamaño de muestra en función de s2. En esta etapa 
será necesaria otra decisión: se toma una muestra complementaria 
o se renuncia a la precisión especificada primitivamente.

Por último, en muchas investigaciones resulta que los datos cen­
sales disponibles escasamente proporcionan un valor de la magni­
tud de la población. En estos casos, a veces como primera aproxi­
mación, se utilizan varianzas de la variable que se investiga prove­
nientes de otras poblaciones, otros países u otras áreas dentro del 
mismo país. Nótese que tal procedimiento puede contener serios 
errores y deberá ser analizado concienzudamente. Además es nece­
sario recalcar que estas suposiciones son con el solo objeto de te­
ner una primera aproximación del tamaño de la muestra. Poste­
riormente, si se realiza la encuesta, deberán compararse las magni­
tudes de las varianzas y proceder en la forma indicada en páginas 
anteriores.

Cuando no es posible tener estimaciones previas de S2, a veces 
se opta por una muestra piloto o de iluminación, cuyo tamaño 
generalmente está condicionado por el costo que ésta implica. 
Dicha muestra de iluminación puede dar una idea del posible 
tamaño definitivo de muestra. Con todos los conceptos que se han 
señalado se pretende sistematizar en un cuadro las alternativas que 
se le presentarán al planificador para que decida sobre el tamaño 
de muestra definitivo, a la luz de los objetivos que tiene plantea­
dos. Sólo se incluyen los principales elementos de decisión; así, 
se omite presentar posibilidades en cuanto al nivel de confianza 
porque éste generalmente tiene poca variación (entre 90 y 95 por 
ciento), y su omisión no distorsionaría la decisión.
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Tam año de  
muestra

Desvio
m áxim o

Costo 
(miles de dólares)

T  iem po  
(dias)

150 0.10 4 - 5 30 -  35
600 0.05 8 - 9 6 0 -  70
938 0.04 9 -  10 70 -  85

1666 0.03 15 -  17 120 -  140
3750 0.02 2 2 - 2 5 210 -  240
6000» 0.00 50 -  56 400 -  500

a Censo.

El cuadro anterior puede corresponder por ejemplo a posibili­
dades de tamaño de muestra para una investigación en el sector 
industrial, donde la variable estratégica sea la estimación del coe­
ficiente producto-capital. Se ha supuesto, para fines de ilustrar el 
ejemplo, que la varianza de los coeficientes producto-capital 
es 0.375, y en todos los casos se ha considerado una probabilidad 
de acierto de 96 por ciento. He aquí un caso de ocurrencia perió­
dica en la práctica.

¿Puede un investigador decidir racionalmente, seleccionando la 
mejor posibilidad sin contar con ideas fundamentales de los con­
ceptos que entran en juego? Evidentemente que decisiones realistas 
y racionales sólo provienen de investigadores que conocen los ele­
mentos básicos de la teoría de muestras.

D. t,A  ESTIM A CIÓ N  DE PROPORCIONES

Dentro de los diagnósticos y en la preparación de los programas 
hay cierto tipo de variables cuyo tratamiento puede ser indispen­
sable. Es el caso de las variables cualitativas. Por ejemplo, la esti­
mación de la proporción de empresas que son sociedades anónimas, 
la proporción de empresas que cuentan con más de 100 obreros, el 
número de obreros que tienen salarios superiores al promedio del 
país, etc. El lector puede imaginarse una serie de casos donde la 
estimación de la proporción puede ser útil. No es otra cosa que 
un caso particular del diseñó anterior; aquí la variable puede estar 
clasificada en dos categorías: posee la característica que se inves­
tiga, o no la posee. Por convención se asigna el valor 1 a aquellas 
unidades en la población que tienen la característica y 0 si no la 
tienen. Con esa convención, la proporción en la población será:
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2  y.

La proporción de los elementos que no poseen la característica 
que se investiga será:

Q =  1 — PEn la muestra este estadígrafo estará dado por:

2  y.
i = l

Si se observan las fórmulas en ambos casos, corresponden a las 
conocidas fórmulas de una media aritmética. En este caso también 
las proporciones muéstrales se distribuyen en general en forma 
aproximadamente normal, en torno a la proporción poblacional. 
Donde hay que poner un poco de atención es en >a varianza de la 
proporción. Como se verá en seguida, en este caso la varianza 
tiene dos límites: sólo puede tomar valores comprendidos entre 
0 y 0.25/'

Cuando la variable era cuantitativa, la varianza sólo tenía límite 
inferior: no podía ser negativa pero podía tomar un valor tan 
grande como se quisiera.

Es fácil deducir la fórmula de la varianza de la proporción, par­
tiendo de la fórmula conocida para la varianza de Cochran:

2  (y* -  ?)*i=i
s 3 = N — 1

Desarrollando el cuadrado y reduciendo términos semejantes, 
se tiene:

N

2  yr
s» =  ,=1 NŸ2N — 1 N

5 Para poblaciones no demasiado pequeñas. La varianza máxima se tiene 
cuando P =  Q.
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Se trata de remplazar los valores de esta expresión, por los que 
resultan de considerar la proporción  en el caso en que la variable 
torna valores cero o uno.

Si

puede asociarse con Ÿ. 
Además:

N

2  Vi
i = i

Ñ

2  y. =  n  p
i = l

N N

2 yi =  2  y.a
i = 1  i = 1

porque la variable sólo toma valores cuyos cuadrados son los mis­
mos valores. Remplazando en la fórmula de Cocinan para la 
varíanza se tiene:

N P _  N P- N P O
S2 =  ------------------------- =    —N — 1 N — 1

Por analogía, la varianza de la muestra estará dada por:

11 P ‘1 
n — 1

Para la determinación de los intervalos de confianza, se. utilizan 
las mismas fórmulas, teniendo cuidado de remplazar el valor de

N P Q n p q
s '  P°' Ñ T T  i  P°r V T T T

En todo caso, en el formulario anexo de este trabajo se incluyen 
fórmulas detalladas, cuya consulta puede ser beneficiosa.
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Este diseño muestral no ofrece complicación alguna. Es simple­
mente la combinación de varios diseños aleatorios simples.

Se trata de estratificar la población, es decir dividirla en partes 
excluyentes, de acuerdo con la característica que se investiga. Así, 
por ejemplo, si se quiere estimar el valor agregado del sector in­
dustrial, sería conveniente dividir la población de industrias en 
4 o 5 estratos de manera que en cada estrato las unidades tengan 
características homogéneas en cuanto a valor agregado, es decir, 
en cada estrato los valores agregados de cada industria deberían 
estar dentro de cierto rango. De esta manera se minimiza la mag­
nitud de la varianza6 en cada estrato y, por consiguiente, se trata 
de disminuir el error de muestreo. Es importante insistir que el 
criterio de estratificación debería estar en directa relación con 
el objetivo de la encuesta. Por ejemplo, si se quiere estimar un ooo- 
ficiente producto-capital, un posible criterio de estratificación po­
dría ser según el número de turnos diarios; un primer estrato 
comprendería a las industrias que trabajan un tumo diario, el se­
gundo estrato a las que lo hacen dos turnos diarios, el tercer estrato 
las de tres turnos y un último estrato que comprendería a aquellas 
industrias que no tienen un número de turnos definido.

La principal ventaja de este diseño muestral es su eficiencia 
comparada con otros diseños muéstrales: para un mismo tamaño 
de muestra el error de muestreo es en general menor cuando se 
estratifica la población. La otra ventaja importante es que permite 
realizar estimaciones no sólo para la población total sino para cada 
uno de los estratos, lo que sin duda, especialmente en el campo 
industrial, permite afinar conclusiones. La desventaja es la nece­
sidad de tener un conocimiento anticipado de las características 
generales del universo que se investigará; de la calidad de las in­
formaciones básicas dependerá la bondad del criterio de estrati­
ficación.

En cuanto al número de estratos, hay que considerar que, mien­
tras mayor sea, más precisas serán las estimaciones y una mayor 
desagregación en los resultados permitirá obtener conclusiones espe­
cíficas y detalladas. Por otra parte, es difícil disponer de antece­
dentes que permitan clasificar adecuadamente (estratificar) la po-

• Recuérdese que los componentes de la varianza son la intervarianza y la 
intravarianza. Dado que para los errores de muestreo se promedian las va­
rianzas de cada estrato, en el hecho sólo se está tomando en cuenta la intia- 
varianza.

F.. NOCIONES DE MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO
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blación. En la práctica, con los antecedentes que en general se 
dispoi.en, lo más que puede hacerse es dividir la población en grue­
sas categorías. Incluso si se pudiera estratificar en un número 
grande de estratos, la complejidad administrativa y la organización 
del trabajó de campo puede significar trabajo adicional consi- 
deraole.

En las investigaciones industriales, normalmente se toman entre 
4 y 7 estratos.

1] Estimadores e intervalos de confianza

En cada estrato se podrán computar los siguientes estadígrafos:

La media aritmética de la población (con L ■= número de es­
tratos) estará dada por

Media aritmética del estrato hYh
N„

2  (y... -  Y..)2
Varianza de Cochran del estrato h

Yh =  Nh Yh Total del estrato h

L
2  Nh L

Y =
N

donde 2  N„ =  N
n = l

y la varianza de la población

L L
2  (Y„ -  Ÿ)2 N„ 2  Sh2 ■ (N„ -  1)

S2 = N — 1 1 N — 1

P ara la m uestra se tendrían los siguientes estadígrafos:
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yi>

, 2  yi.»
=1 media aritmética de la muestra del estrato h

2  (yi.i —  ÿi.)2
1=1 varianza del estrato h

sir =  -----------------:-----nh — 1

Ahora bien, dado que en cada estrato se extrae una muestra 
aleatoria simple, tanto la media de la muestra (yh) como la varianza 
son respectivamente estimadores insesgados de la media aritmética 
(Ÿh) y de la varianza (SH2) del estrato:

E(ÿ„) =  Ÿh

E(s„2) =  Sh2

Si ahora se combinan todos los estratos,7 la media de la muestra 
será:

L
2  ÿh nh 1

h=l
yn = n

donde
£

2  nb =  n
h=l

y el estimador insesgado de la media aritmética poblacional será:

2  ÿh • Nh 
h—1

?.. =  f j------

n» Nh7 En general no es estimador insesgado de Ÿ, sólo lo es cuando =  —
n N



256 ASPECTOS TEÓRICOS

Es fácil verificar que:

E(y„) =  Y

lo que justifica que ysl, sea estimador insesgado de Ÿ.
En la misma forma se pueden combinar las varianzas del esti­

mador tie la media. Recuérdese que en muestreo aleatorio simple 
se tenía:

Este estadígrafo para un estrato cualquiera será:

U|, \ N„ /

Prometliando las V(ÿh) para todos los estratos se tendrá la va- 
rian/.a del estimador de la media poblacional:

2  Nu* V(y„) L Si_2 8
V(yst) =  — --------------- =  —  2  Nh (N„ — n„) —

'Yhi> N2 N2 >.=i n„

Cuando no se dispone de los valores de las varianzas de los 
estratos (Sh2) , se utilizan los resultantes de las muestras de cada 
estrato (sh2) y se tiene:

1 L sh2
v(yst) =  ---- 2  Nh (Nh — nh) —

N2 »=1 nh

que es el estimador de la varianza del estimador de la media arit­
mética poblacional.

En igual forma que en el muestreo aleatorio simple, el intervalo 
de confianza para la media estará dado por:

ÿBt ±  d

* Fórmula general de la varianza del estimador tie la media aritmética 
poblacional.



donde

d =  t

El intervalo de confianza para el total estará dado por

N ÿst +  d

donde

d =  t n VV(y^r

2] A fijaciones y tamaños de muestra

Es importante*considerar lo que en muestreo se denomina afija- 
ción; el significado de esta expresión es el de distribución y asig­
nación de la muestra total en cada uno de los estratos. Por afija- 
ción, entonces, se entenderá el proceso que permite distribuir un 
tamaño de muestra dado (n) entre los estratos, de manera de tener 
una muestra en cada estrato (nh) . Hay distintas maneras de 
“afijar” una muestra; a continuación se expondrán las principales.

i] Afijación proporcional. Se trata de distribuir una muestra 
dada de tamaño n entre los estratos, en forma proporcional 
al tamaño de cada estrato. El tamaño de muestra en cada 
estrato estará dado por:

Nh
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La justificación de este método radica en el hecho de que 
de mayores estratos se extraerán mayores tamaños de muestra. 
Cuando se sigue una afijación proporcional, la fórmula ge­
neral de la varianza del estimador V (yst) puede simplifi­

carse remplazando nh por n en la forma:

1 — f L
v = --------2  Wh s„*

n
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donde

n Nh
f =  Ñ  ? W> =  7 f

De la fórmula anterior puede despejarse n y se tendrá la fórmula 
del tamaño de muestra cuando se decide previamente segjuir un 
diseño muestral estratificado por afijación proporcional:

n : :
n0 

1 4 -  — 
T  N

donde

' h = l  »  ( > s t )

Es necesario aclarar que, cuando se trata de determinar un 
tamaño de muestra, es necesario tener estimaciones de la varianza 
de la variable que se desea investigar (Sh2), ya sea por antecedentes 
de otras encuestas, por comparaciones con otras variables de dis­
tribución similar, por muestras de iluminación o por otros mé­
todos estadísticos de estimación. En la fórmula aparece V(ÿst) que 
es el cuadrado del error de muestreo que se puede tolerar. La 
manera de especificar este valor es a través del intervalo de con­
fianza.

d =  t xAV(^õ

de donde

=  ~íT

Recuérdese que d es el desvío máximo que se puede tolerar, y 
está expresado en las mismas unidades de la variable que se inves­
tiga; este valor lo determina el planificador, t es el coeficiente 
de confianza que está dado por el nivel de confianza o probabili­
dad de acierto en la estimación. El nivel de confianza también 
es materia de decisión del investigador. Será necesario plantear
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alternativas para diferentes magnitudes de d. Con un cuadro simi­
lar al presentado en el anterior diseño muestral, se puede decidir 
en forma objetiva,

ii] Afijación óptima. La distribución de una muestra en forma 
.proporcional al tamaño del estrato puede adolecer de ciertos 
defectos. Es posible que existan estratos muy grandes pero 
bastante homogéneas, y al contrario, puede ocurrir que haya 
pequeños estratos sumamente heterogéneos, o> amhas cosas 
a la vez. Si en estos caso» se sugiere una afijación propor­
cional, sucedería que de los grandes estratos homogéneos se 
extraería una muestra más que suficiente con el correspon­
diente desperdicio de recursos, y en los pequeños estratos 
altamente heterogéneos se extraerían muestras de tamaño 
insuficiente. Para evitar tales desajustes, la afijación óptima 
distribuye la muestra total (n) entre los estratos tomando 
simultáneamente el tamaño y el grado de heterogeneidad 
del estrato.® La fórmula para afijar óptimamente una mues­
tra es:

Observando la fórmula se comprueba que la distribución de n 
entre los estratos es proporcional simultáneamente al tamaño y al 
grado de variabilidad de la variable en el estrato.

Remplazando, este valor de nh por la expresión recién comen­
tada, en la fórmula general de la varianza del estimador para la 
media aritmética, se tiene:

Si no se dispone de los valores de Sh2, se podrá introducir el corres-

» El calificativo de óptima tiene su origen en el hecho de que mediante 
esta afijación se consigue el menor error de muestreo.

JO Existe una demostración que justifica esta fórmula, basándose en la minimi- 
zación de la varianza del estimador.

10

V ( ÿ s t ) A . O .  ------ Nn



260 ASI'M TO S TEÓRICOS

pondiente sh2 de Ja muestra, con lo que se tendrá el estimador 
de la varianza del estimador de la media:

2  Wh sh-> 2  VVh s„-
h=1 li=1

v ( y s l )A .O . =  -
n N

Si de la fórmula de la varianza del estimador se despeja n, se 
tiene la fórmula del tamaño de muestra cuando se decide aplicar 
un diseño muestral estratificado por afijación óptima:

 ̂ 2  w h sh y
n =

V(yst) +  — 2  Wh S„2 
N ■>=»

Los elementos que conforman esta fórmula ya han sido tratados. 
Se insiste que V(yst) es el cuadrado del error de muestreo que se 
toleraría. Para especificar su valor, habrá que plantearse un desvío 
máximo d y una probabilidad de acierto que determinará el va­
lor de t.

d2
V(ÿBt) = i r

iii] Afijación óptima económica. Aparte de considerar simultá­
neamente el tamaño y variabilidad del estrato (Nh y Sh2), a 
veces es recomendable introducir un tercer elemento: el costo 
por unidad encuestada en cada estrato. Sucede que en algu­
nas investigaciones hay diferencias sustanciales en cuanto a 
las facilidades de acceso a la información por colectar y pue­
de ser justificado tomar este elemento que tiene su origen 
en limitaciones financieras. Cabe aclarar que tal procedi­
miento sólo se justifica en la medida que su introducción 
no signifique pérdida de representatividad en las muestras 
de los estratos. La forma de “afijar” una muestra dada obe­
dece en este caso a la siguiente relación.

Nh Sh / y/Ch 
nh =   -----------------------  • n

2  Nh Sh / V Õ T
h:=l

donde C h es el costo de investigar una unidad en el estrato h.
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iv] Afijación arbitraria. Finalmente, cuando se “decide” distri­
buir la muestra sobre la base del buen sentido, cuidando 
de no perder representatividad y tomando supuestos tenta­
tivos en cuanto a heterogeneidad de los estratos, es decir, 
dirigiendo la distribución sobre la base de un conocimiento 
ilustrado de la población, se dice que la afijación es arbitra­
ria. Para la determinación de los intervalos de confianza se 
utiliza la fórmula general de la varianza del estimador.

Es necesario advertir que el diseño muestral estratificado va co­
brando mayores ventajas, sobre todo en cuanto a eficiencia, a 
medida que se tiene un mayor conocimiento de la población. De 
la adecuada elección del criterio de estratificación depende en gran 
medida la fidelidad y precisión de los resultados. Dado que las en­
cuestas industriales, en un proceso de planificación, deben tener 
cierta periodicidad, permitirá conseguir cada vez mejores informa­
ciones con lo que se facilitará la tarea iterativa de acercarse, con 
los estimadores, a valores cjue estén muy próximos a los que se dan 
en la realidad.
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ENCUESTAS INDUSTRIALES

En gran parte de la bibliografía disponible sobre muestreo aparece, 
en general, un esquema de las etapas que se deben cumplir en una 
investigación muestral. Pero puede observarse al mismo tiempo que 
obedecen a circunstancias que precisamente no parecen ser las que 
se dan en los países en desarrollo, específicamente los de América 
Latina, desde el punto de vista de la carencia de informaciones 
básicas. Si bien es cierto que las etapas, son inevitables, cuales­
quiera sean las circunstancias que se contemplen, no lo es menos 
que hay necesidad de adaptar y jerarquizar cada punto, en fun­
ción de las dificultades y posibilidades específicas de la planifi­
cación industrial en estos países.

A continuación se detallarán las diferentes etapas y facetas de 
una investigación del sector industrial, a través de técnicas mués­
trales. Se recalcará aquellos problemas sobre los que la experien­
cia en investigaciones del sector industrial aconseja poner el mayor 
cuidado, detallando hasta donde sea posible la compatibilización 
de los conceptos teóricos con las metodologías y sus alternativas 
prácticas.

A. DETERM INACIÓN CLARA Y PRECISA DE LOS O B JE T IV O S

Es de fundamental importancia especificar en la mejor forma po­
sible cuáles son los fines que persigue la investigación muestral. 
El diseño de la muestra obedecerá en cada caso a consideraciones 
distintas. Es diferente diseñar una muestra para averiguar la mag­
nitud que de la capacidad instalada en el sector industrial se uti­
liza efectivamente, en comparación a indagar la estructura de in­
sumos importados que tienen las industrias dinámicas, o a inves­
tigar la situación de este sector, identificar sus principales escollos 
y disponer de antecedentes para proyecciones en el nivel agregado. 
Desde otro punto de vista, una misma muestra no puede ser igual­
mente eficiente si se trata de una primera investigación sobre rela-

[262 ]
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dones interindustriales, que si se trata de corregir coeficientes 
técnicos cuando se tienen sospechas de que éstos puedan haber 
variado. Es necesario tomar conciencia de que, según Jo que se 
desea averiguar y la ponderación que la investigación tenga dentro 
del análisis general, se podrá diseñar en cada caso una muestra 
adecuada. No hay pues diseños “matrices” en toda su extensión; 
lo más que puede hacerse en aras de una cierta orientación es 
fijar gruesas líneas dentro de las cuales hay una infinidad de alter­
nativas. Más aún, otra condicionante es la situación del sector 
en cuanto al conocimiento que de él se tiene. En dos encuestas 
industriales en que se persiguen los mismos objetivos los diseños 
muéstrales pueden ser muy diferentes si se considera la cantidad, 
calidad y antigüedad de las informaciones de que se disponga 
en uno y otro caso.

Sólo cuando haya completo acuerdo en el equipo investigador 
sobre lo que se desea averiguar se podrá iniciar el diseño muestral 
propiamente tal, siempre que éste sea factible. Recuérdese que el 
muestreo no es apto para toda averiguación; hay casos donde 
es saludable renunciar a utilizar este procedimiento, porque es pre­
ferible desconocer algo antes que tener una información aprecia- 
blemente errada.

Una clara delimitación de objetivos permitirá centrar la inves­
tigación en los puntos más importantes. Debe dejarse de lado 
la idea de aprovechar la encuesta para averiguar todo aquello 
que tiene y “puede llegar” a tener importancia en el futuro; ese 
frecuente criterio es altamente perjudicial, porque hace de la en­
cuesta un conjunto de preguntas en las que se diluyen los obje­
tivos centrales. Basta analizar los formularios de encuestas a la 
industria, y en no pocos casos se encontrará este tipo de defectos. 
Aquí el planificador debe tomar en consideración la puntos seña­
lados compatibilizando y jerarquizando los objetivos.

B . D ELIM ITA CIÓ N  D EL M ARCO M U ESTRA L

Las estimaciones que proporcione una muestra se generalizan para 
una población. El campo de donde proviene una muestra, es 
decir el marco muestral, exige una muy precisa definición. En 
el sector industrial es especialmente peligroso dejar de ser acu­
cioso en esta etapa. Como se sabe es necesario definir lo que se 
entenderá por unidad industrial. Así, corrientemente se divide este 
sector en industria manufacturera, que puede estar constituida por
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las empresas industriales que cuentan con cinco o más obreros, 
e industria artesanal, las que no alcanzan dicha cifra. Pero aquí 
el problema aún no estará resuelto, porque dentro de las em­
presas manufactureras puede haber unidades que se dediquen 
tanto a actividades industriales como a comerciales, agrícolas, etc. 
Será necesario fijar un criterio que permita clasificarlas nítida­
mente en una u otra categoría. Es indispensable contar con un 
listado, directorio o empadronamiento donde estén inscritas todas 
las unidades sobre las cuales se desea investigar. Normalmente los 
países disponen de censos industriales que son utilizados como 
marco de la muestra; sobre este punto es necesario destacar que 
dichos censos no pueden hacerse anualmente: cuando más se rea­
lizan cada cinco y más años y en consecuencia un trabajo adicional 
que no puede evitarse es la actualización de los directorios. Hay 
empresas que se forman después del censo, otras que desaparecen 
y finalmente las que cambian de giro y tamaño dentfo de la misma 
industria; estos cambios deben ser identificados antes de la extrac­
ción de la muestra. Es frecuente que en las encuesta? industriales 
se desee tener alguna clasificación, al menos sobre las principales 
variables, según las ramas o agrupaciones industriales. Sobre lo 
mencionado surge en algunos casos otro problema: el de la iden­
tificación de tocias y cada una de las unidades que conforman la 
población, dentro de dichas categorías.'

Un criterio de clasificación podría encontrarse en la escritura 
jurídica de formación de la empresa, en la que por regla general 
se destaca el giro o actividad, pero ocurre que en algunas legis­
laciones sobre el particular el cambio de giro exige una serie de 
trámites e impuestos que hacen que los industriales, al formar 
una empresa, aprovechen para especificar una serie de actividades 
o giros potenciales, para evitarse molestias y erogaciones en un 
eventual cambio de actividad. Este hecho obliga en muchos casos 
a prescindir de esa fuente de clasificación y puede no quedar otro  
camino que una inspección censal. Muchas veces, la misma muestra 
puede ser utilizada para “ajustar” tentativamente el directorio in­
dustrial, en cuanto a clasificación ele industrias por giro o tamaño. 
No está de más señalar que en estos casos puede ser necesaria una 
muestra complementaria por razones obvias.

Cuando no se disponga de marcos muéstrales ni siquiera me­
dianamente aceptables, como ocurre con la industria artesanal, 
corrientemente se “estiman" los valores de sus correspondientes 
variables mediante asociación y ajustes correctivos con las peque­
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ñas empresas manufactureras. Es probable que tales estimaciones 
no estén muy distantes de los valores efectivos. En todo caso, para  
establecer los coeficientes de ajuste es necesario averiguar las simi­
litudes y diferencias, cualitativas y cuantitativas, entre la pequeña 
industria manufacturera y la industria artesanal. No puede pres- 
cindirse de un empadronamiento por áreas de este tipo de unidades 
industriales; lo que ocurrirá, en general, es que sólo será necesaria 
una pequeña muestra para tener las estimaciones necesarias para  
realizar los mencionados ajustes, o para cuantificar directamente 
los estadígrafos que interesen a este subsector.

Finalmente, en muchos casos no será posible determinar para 
la industria artesanal el marco de la muestra definitivo y tendrá 
que recurrirse a marcos muéstrales más generales, siempre que 
tengan una relación razonable con la investigación.

C. ELECCIÓ N  DEL DISEÑO M U ESTRA L

Dadas las características de los sectores industriales y pensando 
siempre en función de la recolección de informaciones para la 
planificación de la industria, no hay mucha posibilidad de elec­
ción en cuanto a los diseños muéstrales. El muestreo estratificado 
calza perfectamente bien con los objetivos que se plantean en este 
tipo ele estudios; tanto en lo que concierne a la eficiencia (menor 
error comparado con otros diseños muéstrales para igual tamaño 
de muestra) como en lo que toca a la posibilidad de tener esti­
maciones para cada estrato o subestrato.

Ahora bien, en cuanto a las informaciones básicas de las que 
normalmente disponen los países a través de los censos industria­
les, cabe advertir que prácticamente hay un criterio obligado de 
estratificación: por tamaño, asimilando éste al número de obreros 
con que cuenta cada unidad industrial. Vale la pena advertir 
sobre este punto que no siempre se justifica este tipo de estrati­
ficación, a no ser que se piense en términos de factibilidad, es decir 
porque puede no ser posible estratificar de otra manera, aunque 
los conceptos teóricos así lo indiquen. Si se piensa que la fina­
lidad principal que debe cumplir un criterio de estratificación es 
la de hacer lo más homogéneas posibles las unidades de cada es­
trato, de modo de disminuir la magnitud de la varianza, surge 
inmediatamente la pregunta: ¿Qué tipo de homogeneidad? Debe 
elegirse una variable estratégica o clave, para agrupar las unidades 
de la población según los valores que toman en cuanto a dicha
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variable. Agrupar las unidades según el número de obreros im­
plica admitir que esta variable es representativa, en cuanto a cla­
sificación, de las otras variables que interesan, como el valor agre­
gado, los insumos, la capacidad utilizada, etc. El avance tecnológico 
produce cierto escepticismo para pronunciarse sobre la validez de 
ese supuesto. L a mecanización puede disminuir la ocupación al 
mismo tiempo que aumentar considerablemente, por ejemplo, 
el valor agregado. Según uno u otro criterio, una industria con  
esas características puede quedar clasificada en estratos muy dife­
rentes. Si el objetivo central es estudiar la absorción de récursos, 
principalmente mano de obra, su productividad y composición, el 
primer criterio sería adecuado, pero si lo que realmente interesa 
es tener estimaciones sobre el producto industrial, su estructura y 
dinamismo, parecería preferible utilizar, siempre que fuera facti­
ble, el segundo criterio.

En general en una encuesta industrial se plantean una serie 
de objetivos; de su jerarquización dependerá la elección del cri­
terio adecuado. Si hay más de un objetivo importante, como 
ocurre con frecuencia, habrá que buscar un criterio que compa- 
tibilice ambos; tal vez no se consiga hacerlo en forma ideal, pero 
al menos podrá lograrse una correspondencia aceptable.

U na vez que la población ha quedado estratificada de acuerdo 
con el criterio elegido, será indispensable establecer nuevas clasi­
ficaciones para propósitos de planificar el desenvolvimiento del 
sector. D entro de cada estrato podrá requer rse subclasificaciones 
que conformarán subestratos, como por ejemplo en industrias tra­
dicionales y dinámicas, según ramas industriales, según ubicación 
geográfica, muy importante dentro de planes de integración regio­
nal, etc. De esta manera se podrá disponer de una serie de clasi­
ficaciones cruzadas que permitirán al programador realizar análisis 
en un distinto nivel de agregación. Los diagnósticos serán más 
acertados, las metas serán más detalladas y concretas y el control 
se facilitará muchísimo. L a  reformulación de los planes se hará 
sobre la base de un sólido conocimiento de lo ocurrido.

D. CÁLCULO DEL T A M A Ñ O  DE M U ESTRA

De más está insistir sobre la trascendencia de esta fase. Práctica­
mente en este punto es donde se conjugan todos los elementos 
conceptuales vistos en la primera parte. De otro lado, es donde 
más cuenta respetar los principios teóricos, al confrontarse con una
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realidad que no se compadece con los supuestos simplificadores 
que debieron hacerse en busca de organicidad y claridad de ex­
posición.

Recuérdese que, principalmente desde un punto de vista pura­
mente técnico, hay tres elementos fundamentales que determinan  
el tamaño de una muestra: la magnitud de la población, la varia­
bilidad con que se distribuye la característica que se investiga y la 
precisión que se desea tener. Así presentado el asunto es extra­
ordinariamente sencillo, pero analizado con un poco más de de­
tenimiento se comprenderá la complejidad que representa. En lo 
que se refiere a tamaño de la población, el problema radica prin­
cipalmente en la definición de la unidad a investigarse y en la 
delimitación del marco muestral, ambos aspectos tratados ya en 
el punto B.

El problema crucial dice relación con la variabilidad de la po­
blación, es decir con el estadígrafo S2. Prescindiendo por un mo­
mento de discutir sobre si se cuenta o no con esa información, 
es interesante discutir sobre cuál será la variable para la que es 
necesario cuantificar o disponer de una varianza. Revisando cual­
quier encuesta industrial, se comprobará que se indaga sobre una  
cantidad grande de variables; pues bien, ¿la varianza de cuál de 
ellas se tomará? Habrá algunas variables cuya distribución es muy 
homogénea, en tanto que habrá otras que presentan enorme hete­
rogeneidad. En rigor, habrá que elegir sólo una varianza. Puede 
pensarse en elegir aquella que presente el más alto valor, y es 
difícil que ello conduzca a resultados prácticos; normalmente en 
ese caso se calculará un tamaño de muestra excesivamente grande, 
sin posibilidades de financiamiento. Hay variables cuya varianza 
es tan grande que el ^cálculo del tamaño de muestra, con una 
precisión razonable, equivale en el hecho a casi “censar” la po­
blación. En todo caso, constituye la alternativa más defendible 
desde un punto de vista teórico. Las limitaciones que ofrece una 
investigación, en la realidad) obligan en general a desecharla. 
Deberá pensarse en elegir una variable estratégica o representativa 
del conjunto de variables. En primer lugar es sumamente difícil 
disponer de varianzas para todas las variables que interese inves­
tigar; además, como se vio, aun en el hipotético caso de que se 
dispusiera de tales estadígrafos, la muestra resultante podría exce­
der en demasía el presupuesto disponible. En la práctica es un 
poco más realista empezar determinando el tamaño de muestra 
en función de los recursos, y luego calcular “ técnicamente” el ta-
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maño de muestra en términos de la variable elegida como repre­
sentativa, es decir, la que más interese en la investigación. De la 
comparación de los tamaños de muestra resultantes por esos dos 
métodos diferentes nacerá el ajuste que será necesario hacer en aras 
de la factibilidad de la encuesta. H abrá tres posibilidades: se 
aumenta la cantidad de recursos, se disminuye razonablemente 
la precisión, o ambas cosas en alguna medida.

De cualquier manera, la muestra que resulte sólo garantizará 
la estimación de la media aritmética, con la precisión y confianza 
especificadas (d y t) de aquella variable cuya varianza se ha to­
mado en cuenta para el cálculo de n. Para aquellas variables que 
tengan una varianza menor que la de la variable clave, el tamaño 
de muestra será más que suficiente, es decir, se conseguirá mayor 
precisión que la especificada; en cambio para aquellas variables 
con mayor varianza, el tamaño de muestra será insuficiente y, en 
consecuencia, para dichas variables se estará especificando implí­
citamente una precisión menor (mayor d ) . U na vez realizada la 
encuesta y en conocimiento de las varianzas muéstrales de todas 
las variables, deberá procederse a calcular los intervalos de con­
fianza. Es frecuente encontrarse con sorpresas desagradables; hay 
algunos intervalos, cuya magnitud es tan extraordinariam ente gran­
de que tomar la estimación puntual implica serios riesgos. El pla­
nificador deberá tomar conciencia de estos hechos, para que en 
todo momento contemple, en la utilización de tales estimadores, 
sus bondades y limitaciones. Es muy frecuente escuchar la frase 
de que basta tener un orden de magnitud para formarse una idea, 
pero ocurre que a veces estos “órdenes de magnitud” tienen un 
rango de variabilidad tan amplio que, situándose en uño u otro  
límite del intervalo, las conclusiones pueden ser del todo diferentes. 
Esta situación ocurre particularmente en las investigaciones indus­
triales en niveles muy desagregados, donde las poblaciones son 
demasiado pequeñas.

La elección de la variable clave es de una trascendencia que 
es innecesario recalcar. En la encuesta sobre la industria en Centro­
américa, para fines del cálculo del tamaño de muestra, se ha 
tomado como variable representativa el tamaño de las industrias 
a través del número de obreros que ocupan. No sería aventurado" 
adelantar que habrá otras variables, como el valor agregado, los 
insumos, etc., que tendrán mayor variabilidad que la variable 
elegida. En esos casos, con seguridad que la precisión será mucho 
menor que la especificada para estimar el número promedio de
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obreros por industria. Lo interesante será analizar cuál es la pre­
cisión efectivamente alcanzada y la confianza que ello merece.

En cuanto a la precisión, indicada por la magnitud del semi- 
ancho del intervalo de confianza (d), en otras palabras el desvío 
m áxim o tolerable, constituye un grado de libertad en el simpli­
ficado modelo del cálculo de una muestra estratificada. Puede 
teóricamente tomar cualquier valor positivo; lo interesante es de­
terminar un valor, un desvío, de manera que no signifique por 
una parte un rango demasiado amplio que no perm ita obtener 
conclusiones generales, y por otra que no sea tan innecesariamente 
pequeño como para que exija un tamaño de muestra prohibitivo. 
En verdad, en una encuesta industrial sólo será necesario deter­
minar la precisión deseada para la variable clave, ya que para  
el resto de las variables habrá dejado de ser un grado de libertad, 
ya que el tamaño de muestra es único para toda la investigación. 
La , precisión alcanzada para las otras variables habrá que calcu­
larla en función de ese único tamaño de muestra y de la desviación 
típica (s) de cada una de las variables. Como en general cada va­
riable tiene distinto grado de heterogeneidad, tendrá también una 
diferente precisión. En la fijación del desvío máximo tolerable 
para la variable representativa, el planificador tendrá que tomar 
una decisión. Si por ejemplo se sabe que el valor agregado de la 
industria en Chile fue en 1963 de 811 millones de escudos de 1960, 
el promedio por industria será del orden de 115 000 escudos de 
1960. Si además se supone que el valor agregado por industria 
crece al 5 por ciento anual, el promedio para 1964 será de 121 000  
escudos de 1960 aproximadamente. La pregunta que debe plan­
tearse el planificador es: si se quisiera estimar este promedio, ¿cuál 
sería el desvío máximo (d) que se podría tolerar: 10 000, 20000  
o 25 000 escudos? Compulsando los tamaños de muestra resul­
tantes para cada alternativa, los objetivos de la investigación, y el 
presupuesto disponible, se tendrá que tomar esa importante deci­
sión. Cuando se tiene conciencia de que el resto de las variables 
por investigar tiene una heterogeneidad mucho mayor que la de 
la variable clave, será necesario considerar en el tamaño de muestra 
un desvío menor al necesario, en la medida que no encarezca en 
exceso la encuesta industrial. U na vez calculado el tamaño defi­
nitivo de la muestra, el siguiente paso será la distribución de ella, 
entre los estratos y /o  subestratos por la correspondiente afijación 
elegida.
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Se había advertido que el muestreo estratificado no era más que 
una combinación de diseños muéstrales aleatorios simples; la se­
lección de las unidades deberá ser hecha en forma aleatoria! Sin 
embargo, la extracción por medio de una tabla de números alea­
torios puede significar un procedimiento muy engorroso, como 
primera desventaja, y luego que la concentración industrial, alre­
dedor de las zonas urbanas, determina que una gran parte de la  
muestra provenga justamente de esas áreas. En el hecho lo men­
cionado en segundo término no constituye una desventaja, a  no 
ser que se tome en cuenta que la muestra no entregará resultados 
por zonas geográficas, aspecto que debiera interesar al programa­
dor. En  tales casos puede justificarse seleccionar muestras sistemá­
ticas, es decir, una de cada k industrias de la población (siendo 

N
k =  — ). En el caso de la encuesta industrial de la Corporación

de Fomento de Chile, se siguió una extracción sistemática de norte 
a sur del país, garantizando de esta manera cierta representatividad  
de zonas geográficas que de otra manera no la hubieran tenido. 
L a extracción de una muestra sistemática puede asociarse con  
una muestra aleatoria, siempre que la  población no presente un  
determinado ordenamiento coincidente con el intervalo de siste­
matización y que la iniciación de la selección sea aleatoria, es decir, * 
que una de las k primeras unidades sea elegida al azar. En  tal 
caso, podrán utilizarse los mismos estimadores de las muestras 
aleatorias o  las aproximaciones correspondientes al muestreo sis­
temático.

E. SELECCIÓN DE LAS UNIDADES MUESTRALES

F . E N T R EN A M IE N T O  D E ENUM ERA DORES

El enumerador deberá ser una persona que, conociendo perfecta­
mente los objetivos de la encuesta, tenga alguna experiencia en 
materia de industrias. En general, en dichas encuestas, se inquiere 
sobre una serie de datos técnicos, muchos de los cuales son dados 
directamente por el respondiente; el enumerador debe estar en con­
diciones de calificar estas respuestas. En las encuestas de opinión 
pública, en m ateria de política, religión, simpatías, actitudes, etc., 
es correcto que el enumerador sea un elemento en lo posible neu­
tro hacia las respuestas del encuestado. En las encuestas industria-
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les, sobre todo en las preguntas que dicen relación con magnitudes, 
el encuestador tendrá una participación activa y verificadora. In­
cluso para la realización de encuestas industriales donde se averigüe 
por datos técnicos, es conveniente que el encuestador sea un téc­
nico entendido en la m ateria; de otro modo se corre el riesgo de 
obtener respuestas deficientes que pueden estropear el trabajo.

En  todo caso será necesario un proceso de adiestramiento, pro­
bando en el terreno la eficiencia de cada enumerador sobre la base 
de indagaciones que exijan una cabal interpretación, teniendo 
previamente a disposición los datos que averiguará en el terreno 
cada encuestador.

G. CO LABO RACIÓN DE LA PO B LA C IÓ N  IN F O R M A N T E

En las encuestas industriales, es de una significación muy grande 
conseguir una actitud positiva de la población que se investiga, 
imprescindible para garantizar una cierta fidelidad en la masa de 
informaciones que recolectar. Es frecuente que se advierta a la 
población la trascendencia de la muestra, y una m anera de hacer 
más efectiva esa colaboración es realizar conjuntamente la inves­
tigación con asociaciones de industriales u organismos de probado 
prestigio, universidades, institutos, etc. De una u otra manera 
existe siempre un margen considerable de no respuesta. Sobre el 
particular hay que destacar que si la no respuesta tiene su origen 
en una desaparición o cambio de estrato de la unidad que se pre­
tende investigar, no debe ser motivo de preocupación, ya que 
puede tomarse como una muestra representativa de una parte del 
universo que desaparece o cambia de estrato. El problema es mu­
chísimo más serio cuando, existiendo la unidad, hay negativa de 
dar respuesta. Basar las estimaciones solamente en poblaciones de 
respondientes, puede ocasionar sesgos de alguna magnitud. En esos 
casos las estimaciones realizadas, podrán ser generalizadas sólo 
a la población de respondientes y no a la población total. Para  
tener informaciones sobre la población de no respondientes, habrá 
que disponer de encuestas de seguimiento u otros métodos indi­
rectos. Sobre este problema de la no respuesta y, además de él, 
sobre la respuesta defectuosa, es necesario una consideración dete­
nida. La necesidad de planificar y para ello de contar con infor­
maciones serias, periódicas y oportunas, son cuestiones de acepta­
ción general. Para poder contar con informaciones con tales
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atributos, parece que no hay otra salida más que en las legisla­
ciones de los países se contemple la obligación y las sanciones 
correspondientes, en forma similar a una declaración de impuestos.

No puede esperarse a que las poblaciones tomen conciencia del 
aguí o problema. Esto implicaría la elaboración previa de planes 
nacionales de estadística, donde se coordinarían todas las necesi­
dades de información de los diferentes organismos de planificáción, 
ejecución y control.

H . ORG ANIZACIÓN DEÏ, T R A B A JO  EN  E L  TERREN O

L a  programación de la recolección de informaciones debe plan­
tearse en términos de las peculiaridades geográficas, concentración 
industrial en la urbe, etc. Debiera haber un cóntacto permanente 
entre la oficina de diseño de la muestra y el equipo de encues- 
tadores. Siempre se presentarán tipos de respuesta o características 
de la industria que no se han contemplado en el proceso de adies­
tramiento. En tales casos es preferible solucionar el problema con­
sultando a los directores de la investigación. En encuestas in­
dustriales en el nivel nacional, es conveniente que en los lugares 
donde no hay oficinas a cargo de los que dirigen la encuesta la 
enumeración se realice por personas altamente calificadas para 
este tipo de trabajos. En la práctica, la recolección de datos en 
provincias la realiza personal de las juntas de planificación u orga­
nismos similares, dejando la investigación en la capital o sede 
de la encuesta a personal temporal contratado para este efecto.

Es indispensable que se implanten ciertos controles en forma 
simultánea a la recolección de informaciones. De esta manera se 
previene que se cometan errores voluntarios e involuntarios. Ve­
rificar una pequeña parte del número de encuestas que realiza cada 
enumerador puede ser un medio para disminuir un posible sesgo. 
Es importante que se realice esta forma de control simultánea­
mente al proceso de extracción de información, para que puedan 
tomarse medidas oportunas de corrección. Los controles ex  post 
son en general tardíos y no se alcanza a remediar el problema, 
si no a expensas de muchos mayores gastos y demoras perjudiciales.

I .  SISTEM ATIZACIÓN  DE DATOS

T o d a  la  m asa de in form aciones extraíd as d eberá ser cod ificada,
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tabulada, clasificada, interpretada y verificada. En esta altura es 
donde se deberá diseñar el nivel de desagregación y tipos de clasi­
ficaciones necesarias. Por una parte, las informaciones sumamente 
desagregadas no permiten obtener conclusiones; por la otra, esti­
maciones globales sólo dan una idea muy general de la situación 
de la industria en sus diversos aspectos. Es imprescindible pues 
combinar estimadores en distintos niveles de desagregación; unas y 
otras son necesarias cuando se pretende fijar una política y estra­
tegia de desarrollo industrial. Conocer por ejemplo el coeficiente 
producto-capital para toda la industria manufacturera es un dato 
de mucha utilidad, pero además es necesario conocer sus compo­
nentes, ya sea por ramas industriales, por ubicación geográfica, 
por tamaño de establecimiento, etc. Con la utilización de compu­
tadores electrónicos, la sistematización de datos se hace mucho más 
amplia y rápida. Previamente a la introducción de los datos en los 
computadores, aquéllos debieron ser sometidos a un estricto con­
trol, máxime si fueron extraídos por enumeradoíes que no tenían 
un cabal conocimiento técnico-económico de la industria. Este 
control en general se realiza por comparación entre industrias 
similares, por antecedentes que se tienen acerca de los probables 
resultados que arrojaría la encuesta en cada caso y por revisión 
analítica en cuanto a lo razonables que pudieran ser esas infor­
maciones.

J .  D ET ER M IN A C IÓ N  DEL COSTO TO T A L

Para la realización de una investigación muestral se ha debido con­
tar con un determinado presupuesto, el que será necesario com­
parar con el costo real de la investigación. En la misma forma en 
que se ha realizado el presupuesto, contemplando cada una de las 
principales etapas, se deberá realizar la comparación con la reali­
dad. De esta manera se acumularán experiencias útiles para pos­
teriores investigaciones, ya que en todas las diferencias que se 
produzcan habrá que analizar sus causas; así se tomará una mayor 
conciencia de la trascendencia de cada etapa, lo que puede redun­
dar en mayor aprovechamiento de los recursos disponibles en 
futuras investigaciones.
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En la publicación de los resultados obtenidos mediante muestras es 
fundamental indicar las principales características del diseño uti­
lizado: criterio de estratificación, tamaño de muestra, tipo de 
afijación, estratos en que se hizo censo, precisión para cada una 
de las variables principales, probabilidad de acierto, formas de 
selección, etc. De esta manera los usuarios conocerán las bondades 
y limitaciones de que son objeto las estimaciones resultantes. In­
cluso es necesario presentar un anexo con una descripción minu­
ciosa de toda la investigación, detallando los principales problemas 
y las formas de solución.

K. PUBLICACIÓN DE RESULTADOS
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DEMOSTRACIONES MATEMATICAS DE MUESTREO
ALEATORIO SIMPLE

i. L a media de la muestra, y, es un estimador insesgado de Ÿ, 
media de la población.

Demostración: se sabe que

2  fs 2  (yi + ya + ya • •. + y»)/h
fa la 1

A] E{yh)

O

 C )

N!
n! (N — n)!

donde h  =  1, 2 , 3,

i =  1 , 2 ,  3,   n . . . .  N

Para poder evaluar la suma que aparece en el numerador, es 
necesario averiguar en cuántas muestras aparece un valor especí­
fico cualquiera y ,. Aparte de ese valor y,, habrá otras (N— 1) 
unidades disponibles para el resto de la muestra y otros (n— 1) 
lugares a ocupar en la muestra. Luego el número de muestras 
que contienen el valor y¡ estará dado por:

c N-i ( N _ l ) !
-.-i ( n — 1)1 (N — n)l

Por lo tanto:

(n)
B] 2 (yi + y« + —  + y*)/h =

h = l

(N — 1)1
(yi +  y* +  y* +  - +  Yn)(n — 1)! (N — n)l

[275]
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Nótese que, por el anterior artificio, la suma de los valores se 
extiende hasta yx, porque el valor específico puede ser cual­
quiera de los valores poblacionales.

Remplazando la expresión obtenida en B en el numerador de 
la igualdad señalada con A, se tiene:

1 1( N  — i ) !  ;  ■
(fh )  ~  ( T ^ ' í j ' !  ( Ñ  — n ) !  (T l +  y* +  y* +  • • • '  +  y * ) ,  n ’ N !

n !  ( N — n )  1
( N — 1 )1  , * 1 n¡ ( N  —  n)¡

(Xh) “  (n —  1) ! ( N  —  n) ! +  *  +  *  +  +  * *  " £ ---------- Ñi------

Simplificando factoriales:

_  .  .  (yx 4- y> +  y* + + y*) , ,
E (y h) =  ----------------------    =  Y

i i . Demostración

E [(y i -  Y)* +  (y, _ ? ) * + . . . ■ .  +  (y„ -  Y)2] =  ”J P  ~  ^

I (y. -  Y )*
i=l

Donde S2 =  --------—-----    (varianza de Cochran)

L a esperanza propuesta es igual a:

(n)2 (yx -  Y ) 2 +  (y, -  Y ) 2 + . . . .  +  (yn —  Y)2 /h
C]  -— — C)
Nótese que los índices de la sumatoria se extienden a todas las 
posibles muestras.



Utilizando el mismo artificio que en la demostración i, el nu­
merador se puede evaluar de la siguiente manera:

(  n i )  [(yi -  Y)2 +  (yá -  Ÿ)2 +  • • • ■ to  -  ?)aJ

Remplazando esta expresión, en el numerador clé G se tiene:

( N ! \
V n - 1  )  [(yi ~  Y)2 +  (ya “  Y)2 +  (ya -  Y)2 +  • • • • (Yn " "  Y)2]

ZN
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C)
=  (N ~ 1) ! . nl ( N - n ) l  [(yi _  vy  +  (ys _  y)2 +  . . . .  +  (yK — Ÿ)*]

(n— 1)! ( N _ n ) !  N!

Simplificando se obtiene:

-̂[(yi -Y )2+ (y2-Y )2 + •••• + (y* -Y )2]

Multiplicando y dividiendo por N —  1:

( N -  l)n  T (Yl -  Ÿ )2 +  (y2 -  Y )2 +  . . . .  +  (Yk -  ? ) 2 1  _
N L N  —  1 J

(N _  l)n  A  (Y. -  ? ) 2

N
p i i  i iL N —  1 J

La expresión dentro del paréntesis es lo que se había llamado S2 
(varianza de Cochran).
Luego, queda demostrado que:



ni. E[ (y ,'—  Y) (y2 —  Y) +  (y, —  Y) (y3 —  Y ) +  . . . .  +  (y .. ,  -  Y ) (y„ —  Y)] =

n  (n — 1)
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2N

La esperanza indicada significa:

(N)
i  [(y. -  Y) (y* -  Y) +  (y, -  Y) (y3 -  Y) +  ■■■ ■ +  (yx-i -  Y) (y* -  Y)

O
A

Para evaluar la suma del numerador, debe pensarse en el mis­
mo artificio utilizado en las demostraciones i  y  i i ,  teniendo en 
cuenta que, como ahora se trata de productos de dos desviaciones, 
habrá dos valores específicos en la población que podrán ocupar 
dos lugares en la muestra. L a evaluación de la suma del nume­
rador estará dada, pues, por:

( n  _  2)  [(y’ ~  Y) (y* ~ j ) +  <y» -  Y) +  (y, — Y) +  . . . .  +  (y*., -  Y) (y» -  Y)]

f  N - 2 ^  [(yx _  Y) (y2 _  Y +  . . . .  +  (y*-, -  Y) (yN -  Y)]

L - J  Q  -  -

/N — i in  riM ni■> 1 "• [ ( y , _  Y)  ( y , - Y ) + . . . . +  Y)  ( y „ _ Y ) l
(n — 2) !  (N —  n ) !  N!

Simplificando factoriales y multiplicando y dividiendo por 2 sé 
tiene:

2N(l(>r - 1)l) [2{ (Vl -  Ÿ) (y2 -  Y) +  . . . .  -f (yx-, -  Y) (yN -  Y)>]

A la expresión dentro del paréntesis cuadrado le sumaremos y res­
taremos los términos:
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• ( y i - ? ) 2 +  (y2 - Y ) 2 +  . . . .  +  (yN- Y ) 2

Luego

n (n — 1)
2 N  ( N  —  1) [2{ (yx -  Y) <y2 — Y) +  . . . .  +  (yN_x -  Y) (y* -  Y)> +

+  { (yi -  í )2 +  y2 — ?)2 +  • • • • +  (yn -  m  -  

-  {(Yi -  Ÿ )2 +  (Y2 -  Y )2 +  . . . .  +  (yN- -  Y )2}]

Observando los términos dentro del paréntesis cuadrado se con­
cluye que la expresión que tiene signo negativo es el numerador 
de la varianza de Cochran, y los dos primeros que tienen signo 
positivo son el desarrollo del cuadrado de una suma de desviacio­
nes, ya que aparecen las desviaciones al cuadrado y los dobles 
productos correspondientes, es decir

por tratarse del cuadrado de la suma de las desviaciones respecto 
de la media aritm ética (es decir, el cuadrado de cero). Con esta 
reducción, la expresión queda de la siguiente manera:

2 ” (("  _  ^  [ - { ( n  -  Y)2 +  (y. -  Y ) * +  (y»- Y)2 +  . . . .  +  (yK-Y)*>] =

2  (Yi -  Y)2 +  2 2  (y. -  Ÿ) (y, -  Y) =

n (n —  1) r  N ,= ---------   } \ 2  (y.i -  ÿ )2 ]
2N(N — 1) L 1=1 J



■ 2  <yi -  Y)2
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n (n -  1) r  *=1 “I
2N L N —  1 J

n (n —  !)  c ,  
2N

( n )
2  (ÿh -  Y )211=1 S2 /  n \

V W  = E » 1 - Y ) .  =  — - ---------  =  _

Empezamos la demostración por esta identidad

2  y.
n(y —  Y) =  n • —  n Y

— yi +  Y2 +  y3 +  • • • • -j- yn —  n y

=  yi -  Y  +  y2 -  Y  +  y3 -  Y +  • • ■ • +  y» -  Y

Elevando al cuadrado ambos miembros se tiene:

n2 (y -  Y)2 =  [(y, -  Y) +  (y* -  Y) +  (y, -  Y) +  . . . .  +  ( y „ - Y ) ] 2-

n2 (y _  Y)2 =  (y, — Y)2 +  (y2 — Y)2 +  . . . .  +  (y, -  Y)2 +

+  2 [(y, -  Y) (y, _  Y) +  (y, —  Y) (y, -  Ÿ) +  . . . .  +  (y„-! -  Ÿ) (y„ -  Y )]
*

Aplicando el operador esperanza matemática:

„2 E(y -  Y)2 =  E[(Yl*— Y)2 +  (y, -  Y)2 +  . . . .  +  (y. -  Y)2] +

+  2E[(y, _  Y ) (y , -  Y ) +  (Yl —  Y ) (y, -  Y ) +  . . . .  +  (y .. ,  -  Y ) (y . -  Y)]



Los dos términos de la derecha tienen expresiones conocidas, 
demostradas en los puntos ii y iii.

Remplazando tales expresiones se tiene:

n* E(y -  Y)2 =  n(N N~  1}-  S2 +  2 [ -

n2 E(ÿ —  Y)2 =  ^  S2 —  n n̂  ~  ^  S2

„ S E ( í _ í r = ^ l z ^ ± z l

n2 E(y —  Y )2 =  nS2 (N ~

K ,  _  T). =  | ( l  _  “ )

Ésta es la fórmula de cálculo práctico de la varianza de la media 
de una muestra aleatoria simple. (Cuadrado del error estándar de 
estimación.)

v. Demostración de que la varianza de una muestra aleatoria 
simple es una estimación insesgada de la varianza de la población 
(ambas con denominadores restados en una unidad).

r Í i ^ y, —
^  =  E  [ n —  1 J

Sumando y restando la media poblacional:

(n _  I) E(sh2) =  E  [ 2  (Yi -  ÿ ±  ? ) 2

j  2 (*>
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(n -  I) E(sh2) =  E  f  2  (Yi -  Ÿ) -  (ÿ -  Y)

Si hacemos:

y4 —  Y  =  W ,; ÿ —  Y  =  W
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tenemos:

2  [(y. -  Y) -  (ÿ -  Y)]* =  2  (W, _  W)2 
1=1 1=1

=  2  W,2 _  2 W 2  W, +  n W2
■ 1=1  1=1

=  2  Wi2 —  2 W  (n W) +  n W 3
1=1

=  Í W , ! - n W !

=  2  (y. -  Y )2 -  n(y -  Y )2
1=1

Remplazando esta expresión en aquella marcada con el asterisco 
(p. 281) se tiene:

(n _  1) E(sh2) =  E  £  (yi -  Y)2 -  n (ÿ -  Y )2j

=  E [ 2 t (y. -  Y )2 J  -  n E  (ÿ -  Y)2

Teniendo en cuenta las demostraciones 11 y iv y remplazando 
dichas expresiones en el miembro de la derecha de la igualdad 
anterior:

n(N —  1) S2 / ,  « Y
< n _  1) E(sh2) — S» —

n(N —  1)
S2 —  S2

=  S2 

=  S2

N

n(N —  1) —  (N —  n)
Ñ

n (N —  1) —  (N — 11)
Ñ

( > - * )

=  s2 - N(n ”  l )
N

Se obtiene finalmente: 

E(s2) =  S2



FO R M U LA RIO  SO BRE M U E STR E O  A L E A T O R IO  SIM PUE

A. VARIABLE CUANTITATIVA

N :  N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  q u e  c o m p o n e n  l a  p o b l a c i ó n ,  
n :  N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  q u e  c o m p o n e n  l a  « n a f t a ,  

y , :  V a l o r  d e  l a  v a r i a b l e  d e  l a  É é á n a  u n i d a d  d e  l a  p u U m f f l a
( i  =  1 , 2 ,  3 ............ '  N ) .

y , :  V a l o r  d e  l a  v a r i a b l e  e n  l a  i - ¿ s i m a  u n i d a d  d e  l a  m im iH M i
( i  = =  I ,  2 , 3 ..... .. .. .. .. .. n ) .

Ÿ : M e d i a  a r i t m é t i c a  p o b l a c i o n a l
N

2  y.1=1

Ÿ =  - Î T

y: M e d i a  a r i t m é t i c a  d e  l a  muestra
n
2  y.

 ̂m e d i a  a r i t m é t i c a  p o t r i z e i o B i l
o 2 : V a r i a n z a  d e  1; p o b l a c i ó n

— j • - r E s t i m a d o r  i n s e s g a d o  d e  l a  \
y  *""ñ \  m e d i a  a r i t m é t i c a  p o b f a c i a n a l j

2  (y. -  Ÿ)2
1 = 1

o2 =  ---------------------N
S 2 : V a r i a n z a  d e  C o c h r a n  p a r a  l a  p o b l a c i ó n  

N N

2  ( y , - ? ) 2 2  yí2
i=i i=i n  -ÇaS 2 = N  —  I N  —  1 N  —  I

s 2 : V a r i a n z a  d e  C o c h r a n  p a r a  l a  m u e s t r a

2  (y. -  y)2 2  **
1 — 1 1=1 Q yS

n  —  1  n  —  1

E s t i m a d o r  i n s e s g a d o  ' d e  l a  v a r i a n z a  
d e  C o c h r a n  p a r a  l a  p o b l a c i ó n .



Y  —  N  Y  —  2  Yi1=1

Ÿ: Estimador del total poblacional
Y  =  N  y

V(y): Varianza verdadera del estimador de la media o cuadrado de la desviación estándar verdadera

=  ( ' - * )  
vfy): Estimador de la varianza del estimador de la media

V(t): Varianza verdadera del estimador del total 
V(Y) =  Na V(y) 

v(Y): Estimador de la varianza del estimador del total 
V(Ÿ) =  N2 V(y) 

n.: Tamaño de muestra (primera aproximación) 
t* Sa

M UESTREO ALEATORIO SIM PLE

Y: Total poblacional

n . =
da

en que t es el coeficiente de confianza y d es el semiancho del intervalo de confianza.

d =  t v w

n: Tamaño de la muestra (definitivo)
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B. VARIABLE CUALITATIVA (DOS CATEGORÍAS)

La variable solamente puede tomar dos valores: 1 si el d e­mento (en la población o en la muestra) posee la rística que se investiga, y 0 si no la posee.

P: Proporcióii en la población
N
2  y.i—1p = ---------N

p: Proporción en la muestra 
. n
2  y.¡=i

nP =
Estimador insesgado de la proporción poblacional.

S2: Varianza de Cochran para la población
NS2 =  ---------  PQ Q =  1 — PN — 1

s2: Varianza de Cochran para la muestra

í'  =  T n = - ¡ pq

Estimador insesgado de la varianza de Cochran para la población.
q =  1 — P

A: Número de elementos que poseen la característica en la po­blación
A =  NP =  2  Yi 

1=1

Â: Estimador del número de elementos que poseen la rística en la población
A =  Np
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Varianza v e r d a d e r a  d e l  e s t i m a d o r  d e  l a  p r o p o r c i ó n  o  c u a ­
d r a d o  d e  l a  d e s v i a c i ó n  e s t á n d a r  v e r d a d e r a

P  Q  /  N  —  n  \
V W  =  — \ Ñ - n j

E m  i m a d o r  d e  l a  v a r i a n z a  d e l  e s t i m a d o r  d e  l a  p r o p o r c i ó n  

p  q  /  N  —  n \

V ariaaa v e r d a d e r a  d e l  e s t i m a d o r  d e l  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  
q u e  p o s e e n  l a  c a r a c t e r í s t i c a  q u e  s e  i n v e s t i g a

V<A) =  N* V(p)
E s t i m a d o r  d e  l a  v a r i a n z a  d e l  e s t i m a d o r  d e l  n ú m e r o  d e  e l e ­
m e n t a s  q u e  p o s e e n  l a  c a r a c t e r í s t i c a  q u e  s e  i n v e s t i g a
*iÁ) =  X 2  v < p )
T a m a ñ a  d e  l a  m u e s t r a  ( p r i m e r a  a p r o x i m a c i ó n )

t J P Q  
“ * — d-

e s t  q u e :  t  e s  e l  c o e f i c i e n t e  d e  c o n f i a n z a  y  d  e s  e l  s e m i a n c h o  
d e l  i n t e r v a l o  d e  c o n f i a n z a .

a =  t y  v ( p )
m: Tamaño d e  m u e s t r a  ( d e f i n i t i v o )

n.



FORMULARIO SOBRE MUESTREO ALEATORIO ESTRATIFICADO

A. VARIABLES CUANTITATIVAS

N :  N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  q u e  c o m p o n e n  l a  p o b l a c i ó n  
n :  N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  q u e  c o m p o n e n  l a  m u e s t r a

N h : N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  d e l  e s t r a t o  h - é s i m o
n h : N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  d e  l a  m u e s t r a  d e l  e s t r a t o  h - é s i m o  

y , . , :  V a l o r  d e  la  i - é s i m a  u n i d a d  d e l  e s t r a t o  h - é s i m o
i =  1, 2 ,  3 ,  . . . .  N h ; h  =  1 , 2 , 3  L

y h l : V a l o r  d e  l a  i - c s i m a  u n i d a d  d e  l a  m u e s t r a  d e l  e s t r a t o  h - é s i m o
i  =  1, 2 ,  3 ,  . . . .  n„ ;  h  =  1,  2 ,  3 ,  . . . .  L

Ÿ h : M e d i a  a r i t m é t i c a  d e l  e s t r a t o  h - é s i m o

2  y*. !i=l

Ÿ :  M e d i a  a r i t m é t i c a  d e  la  p o b l a c i ó n

2  y . .  n >.ii=i

: M e d i a  a r i t m é t i c a  d e  l a  m u e s t r a  d e l  e s t r a t o  h - é s i m oyu

2  ya.
1=1y h =  ---------------- E s t i m a d o r  i n s e s g a d o  d e  Y hn ,.

y :  M e d i a  a r i t m é t i c a  d e  l a  m u e s t r a  t o t a l  
L

2  ÿh "ah = l
ÿ = n

y s t : E s t i m a d o r  i n s e s g a d o  d e  l a  m e d i a  a r i t m é t i c a  p o b l a c i o n a l
[287 ]



2  Ÿh Nh
ii=i

ÿst =
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N
S h2 : V a r i a n z a  d e  C o c h r a n  p a r a  e l  e s t r a t o  h - é s i m o

Nh
2  (Yh. -  Yu)2 2  Ybi2„ 2 1= 1  N h Y h 2

ah — ■ Nh — 1 Nh — 1 Nh — 1

sh2 : V a r i a n z a  d e  C o c h r a n  p a r a  l a  m u e s t r a  d e l  e s t r a t o  h - é s i m o  ( e s ­
t i m a d o r  i n s e s g a d o  d e  S , 2)

n „  n h
2 ( Y u i  -------  ÿ h ) 2  2 Y h l 2

i = 1  1 = 1  " h  ÿn2
n h —  1 n h —  1

Y : T o t a l  p o b l a c i o n a l
L Nh

Y =  N Y =  2  2  Yh, h=l i=l

Y s t : E s t i m a d o r  d e l  t o t a l  p o b l a c i o n a l
Y s t  =  N  ÿ st

V ( ÿ s t ) ;  V a r i a n z a  v e r d a d e r a  d e l  e s t i m a d o r  d e  l a  m e d i a
a ]  F ó r m u l a  g e n e r a l

1 L S „2V ( ÿ at )  =  —  2  N h  ( N h  -  n „ )  “
N 2 h = 1  n b

b ]  P a r a  a f i j a c i ó n  p r o p o r c i o n a l
1  _  f  L

V ( ÿ s t )  =  ---------------- 2  w h S u2 d o n d e :n  b = i
n  N h

f  =  -------  Y W h =  -----N  N
c ]  P a r a  a f i j a c i ó n  ó p t i m a



r  L "I 2  L2 wh s j  2  w b V
h = l  h = l

V(ÿst)  ----

v ( y s t ) :  V a r i a n z a  e s t i m a d a  d e l  e s t i m a d o r  d e  l a  m e d i a  ( l a s  m i s m a s  
f ó r m u l a s  a n t e r i o r e s ,  p e r o  u t i l i z a n d o  s , 2  e n  v e z  d e  S h2 , p o r  
s e r  e s t i m a d o r  i n s e s g a d o )  

n h: T a m a ñ o  d e  l a  m u e s t r a  e n  e l  e s t r a t o  h - é s i m o
a ]  A f i j a c i ó n  p r o p o r c i o n a l

N h
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N
b ]  A f i j a c i ó n  ó p t i m a  

N h S h
n„ -

2  N h S h
h = l

c ]  A f i j a c i ó n  ó p t i m a  e c o n ó m i c a  

Nh S„/ V^h
nh =

2  N s  S J
h=i

n :  T a m a ñ o  d e  l a  m u e s t r a ;  p a r a  e s t i m a r  l a  m e d i a  a r i t m é t i c a
a ]  A f i j a c i ó n  p r o p o r c i o n a l

2  w h V  
nO h=l

n  =  - --------------  d o n d e  n n  — - ---- - - - - - - - - - - - - - - -
" O  V ( y Bt)

V+Ñ

b ]  A f i j a c i ó n  ó p t i m a

n  — [ á w- *■]

V(yst) +  -  2  V  N  <•=!
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B. VARIABLE CUALITATIVA (DOS CATEGORÍAS)

L a  v a r i a b l e  s o l a m e n t e  p u e d e  t o m a r  d o s  v a l o r e s :  1 s i  e l  e l e ­
m e n t o  ( e n  l a  p o b l a c i ó n  o  e n  l a  m u e s t r a )  p o s e e  l a  c a r a c t e r í s ­
t i c a  q u e  s e  i n v e s t i g a ,  y  0  s i  n o  l a  p o s e e .
( L a  n o m e n c l a t u r a  e s  s i m i l a r  a  l a  p r e s e n t a d a  e n  e l  p u n t o  a .) 

P h: P r o p o r c i ó n  e n  e l  e s t r a t o  h - é s i m o
Xh
2  yh,

Ph =  -
A h

N b N b
P :  P r o p o r c i ó n  e n  l a  p o b l a c i ó n

2  Ph N„
h = lp  _ _

N

p h : P r o p o r c i ó n  e n  l a  m u e s t r a  d e l  e s t r a t o  h - é s i m o

h

2  ytu a hp h =  ---------------  — - -----  E s t i m a d o r  i n s e s g a d o  d e  P h
n h n h

p :  P r o p o r c i ó n  d e  l a  m u e s t r a  t o t a l
L

2  P h  n h
h=l

p  =  — —  
p s t : E s t i m a d o r  i n s e s g a d o  d e  l a  p r o p o r c i ó n  p o b l a c i o n a l

2  Ph N h
h = l

P s t  =  N
A :  N ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  q u e  p o s e e n  l a  c a r a c t e r í s t i c a  e n  l a  p o ­

b l a c i ó n



A =  N P *

Á : Estim ador del total poblacional (núm ero de elem entos)

A =  Npsl<

Sh-: Varianza del estrato h-ésimo
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V N„ P„ Q,,

V (Pst): Varianza verdadera del estimador de la proporción poblacional

a] Fórm ula general

V (p „ ) =  —  i  N|‘" (Nh ~  n?l) Ph Ql‘
N - »=» N„ _ _  1 ni.

b] A fijación  proporcional

N _  n 1 b N h2 P h Q h
v (Pst) = ---------- —  —  2  *

N 11 N 1‘= ‘ N„ —  1

1 —  f t-
   2  W h P h Q„

n h=l

c] A fijación óptima

V ( P „ )  =

( 2
\h=1 “  Nh —  l J  *= ' Nh —  1

n N

V (A ): Varianza verdadera del estimador del total 

V(A) =  N2 V (pst)

v(pst) : Varianza estimada del estim ador de la proporción. Se u tili­
zan las mismas fórmulas anteriores, pero sustituyendo:

Nh Ph Qh nh Ph °lh  ̂ , j---------------  por  , por ser estim ador insesgado.



v ( Á ) :  E s t i m a d o r  d e  l a  v a r i a n z a  d e l  e s t i m a d o r  d e l  t o t a l  

v ( A )  =  N 2  v ( p s t ) 
n h: T a m a ñ o  d e  la  m u e s t r a  e n  e l  e s t r a t o  h - é s i m o

a ]  A f i j a c i ó n  p r o p o r c i o n a l  

N “ -n h =
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. N
b ]  A f i j a c i ó n  ó p t i m a

Nh (P>, Qh) 1/2
nh =    ' 11

2  N h ( P h Q h)
h=l

c ]  A f i j a c i ó n  ó p t i m a  e c o n ó m i c a
Nh (Ph Qh/c„)* 

nh —  --------------------------  • n

2  Nh (Ph Qh/Ch)^
h=l

n :  T a m a ñ o  d e  l a  m u e s t r a  p a r a  e s t i m a r  u n a  p r o p o r c i ó n  
a ]  A f i j a c i ó n  p r o p o r c i o n a l

2  W h P „  Q h
h=In  =  -------- —  d o n d e  n 0  =  —

1 +  _ ï  V(Pst)+  N
b j  A f i j a c i ó n  ó p t i m a

n „
n  =

1 +    2  W h P h  Qh
N V (pst) >•=!

[ áiWh
d o n d e  n n  —  ---- - - - - -- - - - -- - - - - -- - - -

V(Pst)
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