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FUNCION

Cusndo se dice gue una variable es funcién de otra, es lo mismo que
afirmar cue existe una relacién entre ellas. Bsta es una afirmacién
de carfcter general que tiene su expresién en sfmbolos matemdticos,
51 la variabie y es funcién de la variable x, suele expresarse esta
"dependencia funcional”, en términos genersles asi:

y= £ (x)
y =y (x)
51 la variable y fuera también, 'ceteris paribus",¥* funcién de

otra variable w, podrfamos haber expresado ‘
y=F (w)

Donde ponemos F, aungue se trata de una expresién general de
dependencia entre y y w, para evitar cualquier posible confusién entre
la dependencia anterior de y con X, que expresamos con f,

Pero podfamos haber escogido otra manera de difefenciar las diversas
relaciones de dependencia o funciones, Si llamamos fi a la cue relaciona

x cony, y £, a 1a que relacioma w con y, tendremos:

y=1 (x)
y=1£, (w)

De la misma manera podemos representar una relacién entre varias
variables. 8i la variable z, depende de los valores que tomen simulté-
neamente las variables u, v. Podremos expresar la funcién que las liga,

en términos generales, asi:

]
i

=z (u,v)

T (u,v)

o bien

N
h

®f 3i lo demds no varfa.

/Si no



51 no hay posibilidad de confusién con las expresiones anteriores,
pondriamos

z = f {(u,v)

Es una cuestidn de conveniencia seleccionar el simbolo més
aproplado para expresar la dependencis funcional entre variables,

Frecuentemente, al referirse a una funcién, se habla de la
variable dependiente y de la independiente, Esta terminologla trze
alguna confusidn, pues en realidad la dependencia entre las variables
es mutua. Lo que sucede es que hay cierto grado de libertad en variar
una cualcuiera de ellas, Pero una vez fija, la otra queda también fija,

Las funciones o dependencias funcionales pueden también icner
expresién y/o representacién concreta, de varias maneras: en un grifico,
en una tabla, o en una expresién algebraica, o en términos més generales
en una expresidn analftica,

Los gréaficos los veresmos después, Una funcién puede quedar repre-
sentada por una tabla, en la que se indica coué valores de la variable y

corresponden a los valores de x., Asf

y i X
310
211
512
313
7 : A

nos indica que cuando x = Q0 y =3, cuandox =4 y = 7, etc.
Otra funcién cue relacicne a y con x, expresada algebraiceamente,
vuede ser

y=3+42x

/51 en
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Si en la expresién anterior, damos valores distintos a x y obte~

nenos los que corresponden a y, podremos formar una tabla, asf: -

cuardo x =0 y=3+2x0=3
cuando x =1 y=342xl1l=5
ete,

En forma tabular:

-
-2 0N Ut W

A 11

ete.

Como puede apreciarse, si se tiene la expresién algebraica,
resulta sencillo elaborar una tabvla,

Pero zi se tiene dnicamente una tabla que ligue a dos variables,
o mis, no resulta sencillc encontrar una expresién algebraica,ya veces
no existe una expresién algebraica precisa, que indique la relacién
concreta entre las variables,
Ejemplo

Si el délar se cambia a 3.5 escucos (E9), ;Culntos escudos obtenw
dremos cuando cambiemos x délares, ¢n general? ‘

Si los délares a cambiar los renresentamos por x y los escudos (E°)

que recibiremos por y, tendremos
¥y =3.5%x
Si el tiéo de cambio fuera 3, la relacién serié
, 5.3 . ; ,

/Esta expresién
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Esta expresidn algebraica sencilla, es una forma concreta de
y= f (x). S5i queremos expresar la relacién en forma algo m&s general,
a cualquier tipo de cambio k, pondremos

vy =kx

k en esta ecuacién, es un "parfmetro", (Que no es$ sino un modo de
generalizar el tipo de cambio en este caso, pero que es una cantidad
definida, una constante, en el momento que hagamos el cambio,

Con el pardmetro logramos clerto grado de generalizacidén, pues
obtenemos una relacidn vara cualquier tipo de cambio,

Ejemplo |

Una f4brica nuede celebrar un contrato sobre agbastec¢imiento de
energfa eléctrica, en que se especifica que aunque no se consumiera nada,
de tedos modos se pagarfan 150 délares.al mes, y por encima de esta cantidad,
se pagard a razén de 2 centavesde délar el kilowatt-hora., 5i indicamos
con x la energfa eléctrica consumida en kilowatts-hora, y con y el pago

mensual en délares por energfa eléctrica, tendremos una relacién asi:
y = 150 4 0,02 x

Si la fébrica consume 25 mil kilowatts~hora, debe wagar 650 délares.
El alumno debe completar la tabla para los consumos que se irdican

—— o yo—y

(en miles) % 10 25 LO 50

(en dblares) y 650
Ejemplo
Otra funcién gue relaciona y con x, nuede ser
y= XB

formamos la tabla

y 0 1 8 27 6L | 125

/vy decimos
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y decimos que cuando = = 0, ¥y = 0, cuando x = 3 y = 27, Otra manera

de expresar esto es la siguiente

se entiende ya f(x) = ©
0 = (o)
27 = £(3)
cuinto seri f(«1) = 7

que indica que se ha reémplazado la variable x, por uno de sus
valores fijos, o sea 3, 0, 6 -1, obteniendo asf el valor corresnondiente
de y. '

/REPRESENTAGION GRAFICA



REPRESENTACION GRAFICA

Concaptos bidsicos

En la geometria se estudian una serie de conceptos tales como
punto, linea, plano, cubo y ctros. Estos son conceptos abstractos sobre
base imtuitiva,

El estudio de la representacién gridfica implica conocer los
elementos de la geometria y en algunos casos, nociones de trigoncmetria.

Por similitud con la arista de una regla, podemos considerar una

recta graduada a intervalos regulares, asi:

Figura 1
e TR
1 PR

Sy T e e TR st
| R A A Pl SN LA i MDY SN RO RS RAtA ¥

también, y por amalogia con ls regla, podriamos numerar cada una de
las divisiones, por ejemplo asi: 0, 1, 2, 3, 4, etc. Pero.hay otras
maneras de numerar las mismas divisiones, si pensamos en un termdémetro
clinico, podriamos poner 36, 37, 38, 39, 40, 41.

Si pensamos en un termémetro para medir la temperatura ambiente
podriamos numerarlo asi: -3, -2, ~1, 0, 1, 2, 3, etc.

Si se tratara de una regla para medir la altura, en metros,
numerariamos: 1,60, 1,61, 1.62, 1.63, etc., cuidando que cada uno de los
espacios fuera de un centimetro de largo.

tQué es lo que hay de comln entre las diversas maneras de numerar
las divisiones de la recta y las divisiones mismas?

Dijimos que la regla estd graduada regularmente, es decir cada divisién
es igual a la anterior, Una nueva divisidén se formard agregando a la fltima
el mismo largo de la divisién anterior, es decir, uma longitud constante.

Lo mismo ocurre con las numeraciones, unasde otras, se diferencian en una
cantidad constante.

En esa recta podemos representar el valor que tome una variable

cualquiera, por ejemplo, si x = 3 tendremos esa representacién en el

punto 3 de la recta, que sefialamos con a Figura 2
a b - c
o 3 ‘ i i & }  D— 4 -4 5 x
-2 -1 0 1 2 3 L 5 6 1T 8 9
lx=3)

/Si X = 5«5:
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51 x = 5.5, podemos representar también a este valor sobre -
la recta graduada. En general a cada valor de x corresponde un punto
en dicha recta graduada, por esto podemos simbolizar la variable que
se representa en dicha recta, poniendo x a un lado de la" recta, Igual
se simboliza en los termémetros en que se pone t °C para indicar ‘
temperatura en grados centigrados. |
las divisiones de x podrian indicar las cuadras uniformes de
una évanida,  El que la recta tenga mimerds positivos y negativos diferencia
dos direcciones. Sobre la misma recta podefos repreéen‘bar sumas y restas,
Si no se trata sb6lo de ubicar un lugar en una avenida sino en una
ciudad con manzanas también uniformes, podemos tomar dos ejes, perpendicu~
lares entre si, que lla.maremos ejles coordenados rectangulares,  En uno
de ellos indicamos las-calles que s:.guen una direccién y en el otro las

transversales, asi: Figura
+ . y)c
B(4,4)
>
. a,2)
I T -1 0 1 2 3 ! x
=_i] i
E(=k ,~2)! ' L H(?,7?)
D("'Bs"B) - 12 ’ g -

con este diagrama podrfamos ubicar cualquier punto de la ‘ciudad, . simple-
mente indicando su distancia a ambos ejes. Primero se indica la distancia
a lo largo del eje x que representa la distancia desde el punto hasta el
eje y. Después se da la distancia:a 1o largo del ‘eje y. Ambos mimeros se
ordenan y se da un nombre al punto, asi el punto G esta en el lugar (x, ¥).
que representan las distancias indieédaé. En el grifico se indica la
posicién de varios puntos., ;Puede usted indicar la posicién de C y H?,

El par de eJeS rectangtﬂ.ares que hemos presentado permlte representar
gréficamente un par de nfmeros, por un punto. Antes vimos que las funciones
que relacionaban dos variables, x e y, por ejemplo, podian tabularse de modo

/que 2



que a cada valor de x correspondiera un valor de y, por lo menos,
Por lo tanto a cada par de valores correspondientes de x y de Yy, corres—
ponderd un punto en dicha representacién grifiea.

Hemos agregado "por lo menos'" pues a cada valor de x puede
corresponder més de un valor de y. Por ejemplo en la funcién

| y=% /x/

donde se indica y igual a mas o menos el valor de x, sin signo; a cada
valor numérico de x, corresponden dos valores de y, uno positivo y otro
negativo ’

x . 0 1 2 3

y O | 1,-1] 2,-2 | 3,-3

que podemos reordenar asi, diferenciando los dos valores de y:

g*ﬁg_w _g 1 2
¥y 1 2
t“?é”""wﬁ' -1 -2 .

Wl ol

¥ vemos que podemos considerar vor separado los pares (X, yi),{x, yé). En
otras palabras a cada valor de x, corresponden dos puntos, en general.
Estos dos puntos corresppnden a dos valores distintos que toma simultanea-
menta la variable y,

El par de ntmeros que indican la posicidén de un punto en un plano
con ejes acurdmndss rectangulares, se llaman "coordenadas" del punto,

Las coordenadas (x, y) de cada punto se llaman "abcisas" y "ordenadas",
respectivamente,

El sistema de ejes coordenados no siempre se presenta rayado en
cuadriculas como en la figura 3, Pero estas podrian dibujarse ficilmente,
paralelas a los ejes, en caso de que fueran necesarias. El problema es
la sbundancia de rectas puede dificultar la observacién de las figuras
¥y curvas que se dibujen,

31 se tiene un sistema de ejes coordenados y las coordenadas de un
punto, éste se puede ublcar en el grifico de varias maneras,

/Figura 4
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J{ya Ficura 4
+3
+ 2
e b (2,1)
! 7
e } i + : mw’m«“%j Y x
-4 =3 -2 -1 1 3 4
+-1
L -2
=3
»
~4

En la figura 4, deseamos ubicar el punto A (2,1). La distancia
al eje y, a 1o largo del x, es 2., La distancia al eje x a lo iargo del
y es 1. Podemos proceder tomando prlmero la dlstancla 2 a lo largo

. del eje x; y. levantando en ese lugar una perpendlcular en la direccién posi~
tiva del eje y. Sobre csta perpendlcularimarcaremos 1la distancia,

Este procedimiento no es el ﬁnico. Podemos tomar x = 2 a lo largo
del eje x, ¥y = 1 a 1o largo del eje ¥. Levantar perpendiculares a los
ejes en ambos puntos y donde se encuentran las pefpendiculares tenemos el
punto buscado,

Representamos las diversas maneras equlvalentes de ubicar el
punto en la figura 4.

Podria usted ubicar en el mismo grifico los puntos

B(~2,~1)
) c( 3, 2)
D( 2,-3)

El sistema de rectas graduadas perpendlculares entre si y que se
cortan en un punto donde ambas tienén el cero ¥y que se llama "orlgen ds
coordon~doo," es el sistema de "ejes cQordgnadog rectangulares" que general-
mente se utiliza, o

Por razones de simplicidad y sunetria haremos numerosos grdficos
con origen en cero, ‘

Dicho sistema divide al plano en que se encuentra en cuatro partes
1lamadas -cuadrantes, que se numeran como se indica en la figura 5.

/Figura 5.
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Figura 5 y

II I

/.»
f
n\

N,

III : IV

3

Ia flecha indica el sentido de mumeracidén., Con el srigen en cero,

en ambos ejes, el signo de cada una de las coordenadas en los distintos
cuadrantes es el siguiente:

cuadrante 1 11 Ti1 v
signo de x + - - +
signo de y + i + - -

Distancia entre dos puntos

8i dos puntos estuvieran situados a lo largo del eje x con

coordenadas x, ¥ X,, respectivamente, que miden sus distancias al origen

cero, la distancla entre estos dos puntos serd x, = xL, que es la distancia
del punto 1 al punto 2,

Graficamente:
A 4 ; Iy A ;Xl e J_:z x
-2 -1 0 1 2 3 A 5
la distancia de X] 3 X, €8 Xy=X £5 3 =2

i

la distancia de X, & X es X=X, =3 ~5

direccién negativa,

- 2, Esta 6ltima indica la

Algo idéntico sucederia en el eje y,

Si los dos puntos estdn sobre la misma linea del cuadriculado, ya

sea, paralclos al eje y o al x, la distancia entre ellos se calcularéd
de la misma manera.,

/Figura 7.



Figura 7
y
- S Y SN VRN IS S N - ;§9§5:5),f
J (SRR ST SUDTIIONUSIURIUIIY SO, — } -
o o . e
B s e 0 B(zlg) - — : *é.(is_zl.ﬁ
re T; x
— S R Lo —_— ) —
1
S U SOURUUN DR SN L - o
E — - |
| R L | N

la distancia de B a A la indicaremos BA, la de A a C, AC. En la
figura 7: ' '
BAec5-2=3
iBm5-2=23
Ahora deseariamos conocer la distancia entre dos puntos que no

se encuentran sobre la misma paralela a los ejes

Figura 8 ‘13(5,5)
n - } ‘
// [ Figura 8
s s
{ / : :" [
B\2,%2<_ ***** {QQQ{A(s’z)

. A o d

Reproduéﬁmqs'el grifico anterior, Deseamos conocer la distancia
de B a(, o sea éﬁ. Observemos el resﬁo dél cuadriculado que dejamos
en la figura 8, El triangulo BAC es rectdngulo, es decir tiene un &ngulo
de 90°, Los lados de ese triangulo son las distancias HA y AC respectiva-
mente., Distancias que en términos generales podemos expresar como

Xo = Xps yc - yé, Puesto que Xo = X, ¥ que Jp = Jye

/En el



En el tridngulo rectdngulo BAC conocemos dos lados adyacentes
al angulo recto y nos interesa conocer el tercer lado, Por geometria,
la relacién es la siguiente: 3

o \/ 2, =2
BC = B?i + AC

o sea BC --\/(x xB)2 4 (YG

'

obsérvese atentamernte esta férmula y véase la simetria que contiene.
51 los puntos fueran D y E, tendriamos
B = ¢
5i los puntos fueran G (xl, yl) v H (xz, y?), la distancia seria:

CH = ‘v(x2 xl)2+°

esta dltima férmula es mas comin, Podriames lograr en ella mayor
simetria si en vez de G y H, penemos Al ¥y Az, para diferenciar ambos
puntos, ;Cudl seria la férmula?

En la figura 8, la distancia BU es:

BC

Va4 32
5= V9.2
BC= 3V2
BC = 4243

Mientras nos interesemos solamente en la distancia BC, tomaremos

t

el siguo positivo de la rafz cuadrada, Si interesara el sentido de EC,
debiamos hacer primero una convencisdn definiendo la positiva y la negativa,
¥y segin esto tomariamos el signo correspondiente,

Gradiente

Ia gradiente es un concepto de ficil comprensién. Piénsese en
una cuesta, Esta serd mis pendiente o menos pendiente segin, si en la
misma distancia horizontal, es preciso subir mis o menos altura.

Figura 9
// z
!
hoz"izonta:}* o ' (906‘% éi nds pendiente
{ Vb
e 8
horizontal ' /o ' E henos 1
X : pendiente
.,.-_VM."_.-..‘mjf /En la

P ]



BEn la misma cuesta, si la distancia & recorrer fuera doble,
la altura a subir serfa también doble. Es decir, la distancia y la alturs,
son proporcionales en una misma cuesta, En otras palabras, a cualquier
distancia a recorrer, la altura a subir estaria en proporcién a esta
distancia, Gréficamente ilustraremos esto asi:

Figura 10

E » D

<
horizontal f///’// | A§,

A B¢

¥y la relacidén de proporcionalidad es:

B . 0D

iB AT

Jué relacifén de proporcionalidad se puede establecer en la
figura 11, entre todos los puntos indicados?

Figura 11 .
2
B
A2 1
f’i i
/ E ! /,r"“‘
o L o

En otras palabras, para cada cuesta, léase para cada inclinacién
respecto a una recta, se da una relacién de proporcionalidad, a cualquler
distancia. Sitomaimos la distancia unidad, tendremos en el numerador
la razén de esas proporciones, que llamamos m,

D=ne EE=(D
1 B i
para la inclinacién de figura 10, m podemos medirlo o deducirlo por divisifn,

A esta razén comfn m se le 1lama "gradiente". En trigoncmetria
se le llama tangente del angulo de elevacién, camo m no depende de la
distancia, sino solamente de la elevacibn, constituye una manera cémoda de
representar dicha elevacién.

/Puede apreciarse
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Puede apreciarse que a medida que la recta se acerca a la
horizontal, m se acerca a cero, Cuando la recta es horizontal, a
cualquier distancia, la diferencia de altura a recorrer es nula, y por
lo tanto la gradiente es cero. ‘

Cuando la recta es cada vez mds empinada, la gradiente crece, Cuando
la recta se aproxima a la vertical, es decir el 4ngulo de elevacién se
acerca a los 90 grados, la gradiente m va creciendo desmesuradamente,
pPues a una pequefla distancia horizontal, corresponde una enorme diferencia
de alturs, en proporcién. Cuando se acerca la recta a los 90°, crece
n indefinidamente, y se dice que cuando la recta es vertical, la gradiente
es infinito, ,

Igualmente podemos examinar una bajada:

Figura 12. c

B
A\\:Q\ ?:::;\ ) ‘
TR

.

B

es evidente que también hay proporcionalidad,

El avance horizontal lo podemos designar como positivo., Pero la
disminucién de altura podemos designarla negativa para diferenciarla del
caso anterior. BEn este caso m serd negativa, Cuando no haya bajada, y la
rampa este horizontal, m serd cero. Cuanto mis se empine la bajada m serd
un nfmero negativo, numéricamente cada vez mayor, y cuando la bajada sea
vertical, se dice que m es menos infinito.

Los mismos conceptos podemos representarlos en un sistema de ejes
coordenados con rectas que pasamos por el origen

Figura 13

y p /,(1)
r |
o . !
y2I*:%N\NN\?5"‘“-¥2 //// X x
; '\\,
2
~
/ ~
/ AN

/ ()

(3) /la gradiente
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la gradiente de la recta 1 serd, midiendola en un punto’cualquiera P
o2

*
como en este cuadrante el cigno d2 x y el de y son positivos, la recta
dada tendrd ura gradiente m con signo positivo,

El caso (1) es lo que hemos llamado una cuesta, cuando crece la
distancia (x), crece también la altura (y) y m es positivo,

Tgual sucede con la recta (3), cuando erece la altura, crece la
distancia (x), Por lo tanto my es positivo también., ;En qué sentido
crece x en el cuadrante III?

Pero en las rectas (2) y (4) sucede lo contrario, si tenemos en
cuernta los sentidos positivos y negativos de los ejes, En (2} v (4),
cuando crece X, © sea hacia la derecha, disminuye y, y viceversa, En
definit-va esto se debe a que con cantidades negativas el sentido de
may~: y menor se invierte, asl ~5 es menor que ~3. Esto estZ vinculado
con ¢’ sentido en que crece x o decrece y en esos cuadrantes.

Las rectas (2) v (4), por consiguiente tendrén gradiente negativa,

Ia gradiente de (2) medida en un punto cualquiera Q, serd:

- m, = zg
*2

El signo sgldré negativo si damos a X, el signo de su medida
en el eje, Pues al decrecer X,s crece Yo.

iCémo medirfa la gradiente de (3) y de (4)?

Resumiendo, el signo de la gradiente, de la recta que pasa por
el origen en cada uno de los cuadrantes es:

cuadrante I|IT (IIr} v

signo de la gradiemnte + - + -

/Si tenemos
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S1 tenemos otra recta cualquiera que no pase por el origen, :;cémo
mediremos su gradiente? Sca la recta de la figura 1h:

Tigura 14

vemos, que a lo largo de la linea, cuando crece x, diswminuye y. Luego

el signo de la gradiente serd negativo, Su wvalor numérico lo obtendremos
por divisién:

me

%o

pero debomos agregarle el signo correcto, pues si medimos T, 2 lo largo
del elr ¥y, en el sentido positivo el signo de m obtenido de la divisién
indicada seria positive y sabemos que m debe ser negativo. No seria preciso
agregar ningfin signo al cociente, si damos a X, € Vg el signo que les corres—
ponde segin el sentido de la medida,

Esto 1o podemos indiecar si dejamos Yo Xgs cOR el signo que les
corresponde por su posicibn en los ejes, y ponemos un signo menos delante
de ¥, para indicar que la medida se hace en sentido contrario, asi

m=- Yo
%o
(Qué signo tiene, y cémo medirla la gradiente de la recta represen—

tada en la figura 15%
Figura 15

y -

”

/Diversas expresiones
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Diversas expresiones algebraicas de la recta

Vimos que en el caso de una recta cue pasa por el origen, en un
punto cualquiera sobre la recta, obtenfamos

ml = = recta 1

m2 o o— recta 2

y otres f6rmulad similares. Donde las diversas m son constentes’

que dependen Unicamente de la direccién de las rectas, Como esta cons-
tante (gradiente) no depende de la distancia a la que tomamos el punto,
podemos generalizar a un punto cualquiera de coordenadas (x, y) sobre

una recta cualquiera de las gue pasan por el origen, asi diremos

« T m .’é.'
X
o bien
y = mx

hemos obtenido una funcidén particular qué liga x con y, ¥ que como vimos
estd representada, para cada valor concreto de m, por una recta que
pasa por el origen,

Hagamos la tabla de y = 1.5 x, y veamos su representacién gréfica

x ~2 =l 0 11 2
y | =3 [-1.5] 0 1157 3 [k

Su presentacién grdfica se da en la figura 16

s ———

Fisura 16 i Y y = [.5x
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Ejercicio
Trazar la recta que representa:
a) y=x y decir qué simetrfa tiene
b) ¥y =0.5x
c) Y =x

Si debemos representar una ecuacidn

ky = x
podemos hacerlo de varias maneras
a) En los mismos ejes ¥y, x que hemos venido utilizando., Dividiendo
ambos mismbros de la ecuacidn entre k, tendremos

vt
o sea 7 Jjuega el papel de m, para esa representacién,
b)  Como no hay nada especial, salvo la costumbre, que ligue ¥y o x
a los ejes, Podemos definir un nuevo par ge ejes, Pero ahora puede
tomar y el lugar de x y viceversa, En este casotendriamos que ky = x,
~en los mismos ejes, seria como y » mx en los antiguos., Este cambio de
ejes sGlo se hace en ocasiones especiales, relacionadas principalmente
con las "funciones inversas", Si se tiene la funcibny = f£(x) - ¥
podemos despejar x de esta ecuacién para obtener x = P(y), se dice que
esta funcidén es inversa de la anterior.
c) También podemos representarla dando valores a ¥y, y obteniendo los
correspondientes de x. Con la tabla asf formada podriamos trazar la recta,

Si deseamos obtener una ecuacién que represente el caso mis general
de rectas que no pasen por el origen, podemos considerar la figura 17,

con las rectas (1) y (2).

Figura 17 v (1)

B /
!{3 g e e e 7/

i
b : : BE(O,b )

e,

4 -
A 77 b T A (a,,0)
&2 \\2 2?2

- - X
17 1. > ag > (2)

/Habiamos viste
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Habiamos visto, que si las intersecciones correspondientes con los ejes
¥, %, respectivamente son by,a, para la recta (1) y by, ay, para la (2),
la pendiente,qge es una qonstante distinta para cada recta, qneda deter—

minada, numéricamente, aunque debemos examinar el signo:

. b b2

donde la medida debe hacerse en el sentido que indican las flechas en la
figura 17, Sin embargo las graduaciones sobre los ejes én‘al,y by tienen
sentido contrarioc.

Determinada la direccién (o inclinacién respecto al eje x) de cada
una de las rectas, y dos puntos en cada una de ellas, las rectas estdn
perfectamente determinadas, En realidad los dos puntos bastan para
determinarlas y la direccidn se deduce en base a la situacién de les
puntoe,

La medicidén hemos indicado que se haga en el sentido de las flechas
pars ser consecuentes con nuestras explicaciones anteriores sobre los
sig:.os de las gradientes, Asi los denominadores'serén positives
(sentido creciente + de x) y las gracientes tendrdn el signo del sentide
de b, Como ya explicamos, si dejamos a by el signo de su medida en el
eje ¥, pondremos ‘ A

' b2 .. by
mp ==a, y similarmente my = -3
Para encontrar las ecuaciones de las rectas, nos falta adn escoger
sobre cada una de ellas un punto cualquiera de coordenadas x, ¥, ¥y Vver
qué .relacién tiene con los puntos y la gra@ienté conocidos,

Para esto examinemos la figura 18
P(x,y).(1)

/“(

]
/-"/ *
ot

-~

L ]

b =4
- :
-k i

e | T

-~ T !
Ce 8.1 NE P

/ sobre la



sobre la recta (1) tomemos un punto cualquiera P de coordenadas . (x,y).
Por nuestras explicaciones anteriores sobre la gradiente, tendremos

o

1 y
oy a; = xay

despejando y = Dy X =m aj

En forma similar si colocamos un punto de coordenadas (x, y) sobre
la recta (2), figura 17, tendremos .

b -
my=-2 2 L o L

ay " ayx T x~ap

donde -~y indica qﬁe esta distancia se mide en‘sentide,contfﬁrio al de y.

Yy=myx -~m ap
Pero “my a) =5 by ¥y o-mp 8, w by
Asi; las ecuaciones de las rectas (1) y (2), serdn

1) y= m X + by
(2) y=mx+bp

cada par de valores de (x, ¥y) debe satisfacer la ecuacidn correspondiente

para que los pares de valores correspondan a puntos sobre una de las
rectas,

Dichas ecuaciones podemos generalizarlas

y=mx+b

para una recta cualquiera que no pase por el origen, m indica la
gradiente de la recta, b la altura de la interseccién cen el eje y,.

A cada valor de x en esa ecuacién corresponde un solo valor de ye Y a
cada par de estos valores corresponde un punto en la recta que los
representa,

/Cuande x



Cuando x = o, en la férmula anterior obtenemos y = b, o sea
cuando X es cero, obtcnemos la altura de la interseccidén con el eje
de las y. Cuando y = o, obtendremos la abcisa de la interseccidén de
la recta con €l eje de las x, que serd

Y=o xu B
I

Gue como vamos correcpoende & 41,80 un caso ¥y a ap en el otro, Medidas
cada una de estas dis‘ancics con el sentido del eje en que se encuentran,
La ecuacisn |y = ﬁ;f;féjde Ja linea recta es la mds comin y utili=
zadie OCnando b = o, ¥ = m:, ¥y tendremss otra vez las rectas Qe pasan
por el origen, como caso perticular de la recta gensral,
Ciys= conénanﬁe, Pcrféjemfl: 3, Se entiende gue para cualquier

valor de X, ¥ es una consoihe

% 1 ~500 | 2100 | 0] 0.5 1 7 ] 430
y | 31 31 3] 3 | 3| 3

®s fécil ver que se trata de una recta paralela al eje X y que pasa
por ¥y = 3., Es decir una recta del cuadriculadn,
Si fuera x = constante, cudl seria la representacién grdfica?

Ejercicio
Trazarerns la racta y = 0,7 x + 2, en la figura 19

Figars 19

-

x i+ O -2.86

| =

/En realidad
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En realidad, nos basta deterainar dos puntos, pues sabemos que
uniéndolos con una regla, obtencmos los demds puntos de 1la recta
correspondiente,

Trace las rectas que correspondén a

a) Fmm2xeLh ‘

b) y=23x-1

¢) 3y =-x+3

En este dltimo caso pcdeﬁos dividir ambos miembros de la ecuacidn

entre 3 y encontramos férmuias como las anteriores.

A pesar de que la férmala indicada y = mx + b es la expresidn més
usual, Se presentan otras Iéruvlas de manera algo distinta, que corres-
ponden también a rectas, Vszremos algunas de estas expresiones,

La férmula de caricter m4s general, de una recta es
axt+rbytrecnao

Esta expresién se llama también ecuacidn de primer grado porque el
exponente de las variables x ¢ y es uno, Las letras a, b, ¢, como ya
hemecs indicado, se llaman "parfmetros', Simbolizan a constartes espe-
ci{ficas que toman un valor determinado, cuando de la ecuacién general
de la recta pasamos a una rzcta concreta, ,

La ecuacidn anterior c: llama también lineal, porque, como veremos,
puece represenvarse mediante una recta,

La férmula ax # by 4+ c = o podemos transformarla a una del tipo

¥y = mx *+ d, mediante operaciones algebraicas
by=-ax-~-¢

y=-
o=

Xﬂ
dos -

oG

[epltlag o]

donde d indica la interseccidn con el eje y, para evitar confusiones.
Tampoce debe confundirse el pardmetro a que usamos en esta

ecuacién con la anterior interseccién, Para evitar este tipo de

/confusiocnes es



confusiones es que algunos autores dan la ecuacidn general de la recta
con pardmetros representados por maydsculas ‘
AxX+By #C w0
También son de interés lac expresiones de una recta que indican
directamente
a) que pasa por dos purhos
b) por un punto y tiene gradiente dada

Figura 20 -
P(xJ y)

ﬂ/.
AZ (Xg,}}l/

-

En la figura 20 considérese los dos puntos A7 ¥ Ap. La gradiente
de esta recta quedari expresada por

2= 9N

-

m=
x2~xl

Yy si escogemos en vez de el punto A un punto cualquiera P (x,y),
tendremos también

por consiguiente

/ecuacidn que
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ecuacidén que también puede expresarse

/yg - ¥\

Y-y = {xz'xl (x-x_L)

Asf la recta que pasa por los puntos 4y (3, 2) v A, (5, 3) tendrd
la ecuacidn

y-3= 353 (x-2)

Yy=3=z 2(x-~-2)

¥y también y=2x-~1

5i en la figura 20 se considera solamente el punto A y se conoce
la gradiente m de la recta que debe pasar por ese punto, Escogemos un
punto arbitrario P (x, y) ¥ tenemos

y=r
m o= 1
x-xl
o tarkisdn Y=y =m (x - xl)

Asf la ecuacidn de la recta que pasa por A (4,2) con gradiente
- 3, serd

Yy-h=z-3(x=-2)
gue puede ponerse

Ya=~3x+10

/Es de
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Es de considerable interés saber cudndo dos rectas son parslelas
o perpendiculares entre si,
Evidentemente dos rectas serdn paralelas si sus gradientes son

iguales, o sea dos rectas representadas por las dos ecuaciones siguientes:
1) ¥ = nix « b?
2) y=mx 4 b

seridn paralelas cuando m = n!
La tangzente (o gradiente) del dngulo cue forman las dos rectas
entre si, se obtiene con una férmula de trigonometrfa, Si dicho 4ngulo

es ©, su gradiente tg®, viene dada nor

si las rectas son paralelas © =0 y tg8 = 0 de donde obtenciios
nuevamente m - m' = o, m = m?, Si las rectas se cortan en &nzulo recto,
la te@, crece indefinidamente a infinito. El denominador debe aproximarse

a coro y en el extremo debe ser cero, asi

l+mmt! =o

i

m o= -

es la condieidn para que dos rectas se corten en dngulo recto.

Ejercicio

Verificar cuales pares de rectas son paralelos y cuales se cortan

en &ngulo recto. Representar grificamente el caso b,

a) 1) y==3x+2 b) 1) y= 2x 45
) =3y = 9x + 4 2) y=-05x-2

c) 1) 2y= 5x-2
2) S5y = -2x + 15

Dos ecuaciones lineales (de primer grado), simulténeas, representan
dos rectas, que salvo el caso especial de paralelismo, deben cortarse en
un punto. El par de valores (x%,y) en el punto de interseccién, satisface
sirm]lt4neamente ambas ecuaciones, y por consiguiente es la solucién comfin,
comoc se estudia en algebra,

/Por ejemplo,
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Por ejemplo, el sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incégnitas

1) y=2x43
2) yE-xa+h

tiene la siguiente solucidn grifica:

Escala en centimetros

AN X

En el punto 4 (0.33,3.66)
Algebraicamente se obtiene

-
T =

W
e
i

wj

Resolver grificamente
a) 3y = -2x 41
¥ =07x 43

b) 2y=3x-2

c) 57 =2 =x 4 3

/Parfbolas
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Pardbolas
Examinemos la representacidén grdfica de la funcidn:
- .2
y = ax

Para esto necesitamos dar valores concretos al pardmetre a,, De cada
uno de los valores de a, obtendremos una curva, Hagamos al = 1/2, &? =],

a3 = 2 y formemos la tabla

as= 0.5 1 2

2
x x b4Y Y2 73
0 0 0 O O
-1.1 1 0.5 1 2
-2.2 L 2 L 8
~3.3 9 L.5 9 18

Con estos datos podemos trazar las tres curvas de la figura 22

Si examinamos las curvas notamos que tienen cierta simetrfa, Una rama
es como el reflejo de la otra en el eje y. Esto se debe a que podemos
cambiar x por - x sin alterar el valor de y, Ts decir, gque a cada valor
‘de y corresponden dos puntos de la curva, que son (x, y), (~x,¥).

Las curvas de este tipo que representan la ecuacién

Ty = ax?

se llaman parébolas, .

Para x = 0, y = 0, y las curvas anteriores tienen un minimo en (o,0),
origen de coordenadas, .

51 el pardmetro fuera negativo en la férmula anterior, todos les
valores de la ordenada y serfan negativos, salvo cuando x = 0, en que se

obtiene y = o, En este caso obtendriamos paribolas en les cuadrantes II y IV,
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Pigura 22

Escala en centimetros

/Yy en
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¥ en posicién invertida a las de firura 22 es decir su extremo.cerrado
sefiala hacia arriba, Estss pardbolas tendrfan su mfximo en (0,0).

Como ejercicio, dibuje la pardbola y = = 0,2 x?.

El punto extremo de la pardbola, que en unos casos es un minimo y
en otros un miximo, se llama vértice de la pardbola.

Ia recta con respecto a la cual, son simétricas ambas ramas de la
parébola, se llama ejs., En la figura <22 el eje de las pardbolas coincide
con y, el cje de orderadas,

Puede haber pardbolas cuyo eje no coincida con el eje y, por ejemplo

X = ay2
el eje de estas pardbolas coinecidird con el eje de abcisas x, Ver la
representacidn grifica de x = 0,3 y2 en la figura 23.
En ambos casos obtenemos ecuaciones sencillas debido a la gran
simetr{a de las pardbolas en el sistema de ejes coordenados rectangulares,

Las ecuaciones

- R
y = ax

representan pardbolas de eje "vertical" que coincide con el eje y,.
Las ecuaciones

_ 2
x = ay

reprewentan pardbolas de eje horizontal cue eoincide con el eje x.

Pero las pardboles tienen existencia independiente de su posicidn
respecto a los ejes, Podemos encontrar pardbolas de eje vertical que no
coincide con el eje y, sino que es paralelo a €1, También habrd parébolas
con eje horizontal distinto del eje x. Por dltimo, tendremos pardbolas
cuye eje puede ser oblicuo respecto al sistema de coordenadas rectangu-
lares, ‘

El cbtener las férmulas de pardbolas oon ejes verticales , o sea
paraleles al eje y, no es diffcil.

Consideremos nuevarznte la ecuaciédn
o R
¥y = &X

/Figura 23
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Figura 23
Y
|
!
X =0,31°
;
i
i
t
%
x=03y"
Escala en centimetros
+ ¥ 0+ 0.5 +1 + 2 +3 T4 +5
y2 0 0.25 1 4 9 16 25
x 0 0.08 0.3 1.2 2.7 4.8 75

/vy examinemos
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|

¥y examinemos la ecuacién con el mismo tipo de simetrfa pero en otras
variables u, v:

- 2
u = av

Es evidente que esta nueva ecuacién nos da una pardbola cuyo eje
‘es el u, en un sistema formado por los ejes uy v, Para dar la ecuacién
de este parabola en el sistema original de ejes y, x, s6lo nos gucda
relacionar los ejes u, v con los antiguos y, x. Esta relacién la obte-
nemos Jjustagsnte en base a la posicién queiocupa la pardbola, Si la
pardbola ticnc eje paralelo al y, vimos en el estudio de las rectas que
esto corresucndz a la recta x = constante = p, ej.h, Si el eje u es para~
lelo al eje y, es evidente que también el eje v debe ser paralelo al
eje x, y en alg’n caso especial coincidente con x.

Ahora se trata de relaciocnar las coordenadas de un punto dado b
“(v,u) de un sistcma de ejes con sus coordenadas “(x,y) en el sistema
original, Una vez que consigamos esto, en general, podremos expresar
la pardbola en los ejes a, v en términos de x,;; pues.la parikola no es
sino una sucesién de puntos que siguen una regla dada,

La relacién se muestra grificamente en la figura 24

Figura 24

i
y A

g

e ¥ ez GV ,u)

u

| ! v
T
N Y }I{
i l L v_'l o x
- (0,0)

/las coordenadas
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las coordenadas de §(v,u) respacto a y,x serdn (v + h, u & k)

en otras palabras
XEvdh

y=u+ k

para cualquier punto £, h y k representan la posicién del origen de coorde—
nadas u,v, respecto al sistema original,

También es evidente que
u-x~nh vey-k
asl la ecuacién
u = av

podemos expresarla en términos de los perédmetros hy; k y de las variables

originales, asi:
(v - k) = a(x = h)*
que desarrollando y simnlificando da
y -k =g (x? - 2xh + h2) '
y = ax® - 2ahx + (ah2 + k)

¥ como el signe del término ~R2ahx, puede depender del signo de dos paré-

metros, la expresidn anterior, se puede generalizar en la siguiente férmula

7= ax® +bx o

que representa pardbolas de eje vertical,

Puede presentarse el problema inverso, Si conocemos la exprasién

4 y = axg 4 b+ C
se desea conorer qud posicidn tiene el eje de la pardbola y donde esta su
origen de coordenadas.
Por irspeccidn, de ccuerdo con las deducciones anteriores sabemos
que el eje de la pardbola es vertical, Para saber donde estf el origen
debemos transformar la ecuacidn anterior en otra del tipo

(v - x) = alxh)®
/donde de
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donde de inmediato sabremos cue cuendo x = h, se anula este término de
la ecuacién, obteniéncdose asf un mfnimo (o mfiximo) en el punto y = k,
Todas estas concrideraciones se basan en la forma de la parébola y en el
hecho de que su eje es vertical,

La transformacidén indicada pusde hacerse ccmpletando el cuadrado
perfecto en

y-':ax‘?'-l-bx-tc

Y=a(xz+'§'x)+c
2 2

pero x2*§x+(%§)2- b2 'a(x-lgg-)g- b2
La La
2
- b2 b
y-cs,(x.v-ga) -mre
o (x4 DyR o= hac
y-fa =7 2a La
2

2

I

b - ILE‘.C)

b
(y-t»"-—z:;“-— a(x-&za

Donde ya hemos obtenide la forma indicada. El eje de la

parébola se encuentra en

b
R

2a
el vértice en ¢l mismo eje y en el punto

2
- b - Lac
y == " a

El sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas
- a2
yZax 4+ bx+c

vy = mx 4 d

puede resolverse griAficaente, como se muestra en la figura 25.

[Eigura 2
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Figura 25

¥

(3,3)

\ \Y = -0,2 X2 +1,2%X + 1,2

A (0,56, 1,81)
Az (?:10 \ ’0’3?)

3
i
;
H
{
|
;
B
!
§
i
i
1

Escala en centinetros

/EL nfimerc
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El nfmero minimo de puntos por el cual pasa una curva, cuya
ecuacién ademis cneda perfectamente determinada por ese nfimero de
puntos, depende del mfrimo n'mero de parfmetros necesarios para dar
la ecuacién ce dicha curva, Asf la recta, que como vimos, podfa

exoresarse en general asi
’ax-&by.&c:-.o
era transformable en una ecnacidén del tipo
‘ y=mx+d
en la cual hay;sﬁlo dos -parfuetros m y do La recta, y esta afirma-
cién‘es elemental , cueda perfectamente determinada por dos puntos,

-Asf en 1la ecuacidn gereral de urc pardbola de eje verticel cuya

férmula es
’ L2
y=al $bx4+c

necesitamos un mfnimo de tres nmuntos para que la pardbola quede perfecta-
mente determinada al pasar por ellos,

Que la parébola quede perfectamente detsrminada es equivalente a
cue conozcamos su scuacidn, para lo cual se precisa dar valor concreto a
los 3 parfme*ros, que mientras no estén determinados podemos considerar
como incégnitas. Mientras tanto, en cada uno de los tres puntos tendremos
las coordenadas x,y ccnstantes y determinadas, cue deben satisfacer la
misma ecuacidén, D= este modo podenmos plantear tres ecuaciones con tres
incégnitas, los parimetros, Cada ecuacidn corresponderd a las coordenadas
de un punto, Una vez resuelto ese sistema de ecuaciones tendremos los
pardmetros, y por lo tanto le ecuacidn de la parédbola de eje vertical,

Por ejemplo, Seazn los puntos

T

1Y, 2) 1 3)

/De inmediato
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De immediato podemos formar las ecuaciones
1) 2=16a 4+ Lbc
2) 7= 36a + b + ¢
3) L= 9a43bsc

Ecuaclones cue una vez resueltas dan la siguiente solucidn:

a b PoC

i 1.5 | -12.5 ' 28

De mado gue la ecuacidn de 1la parédbcla oue pasa por esos tres

puntos, es

y= lqs:ecz - 12,5% 4+ 28

/Hipériolas
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Hipérbolas
Una relacién de proporciocnalidad inversa, se expresa mediante la

ecuacién

y:

El Foy

-

dende k representa una constante, Para un crecimiento dado de y, decrece

x en la misma proporcidn, pues

=k
»n = <!
¥ dividiendo ambas expresiones
AN 4
Al
y también JX = ¥y X' = constante = k

Analicemos el grédfico de esta funcidn cuando k = 1 en la figura 26

Las curvas que representan funciones de este tipo se llaman hipér-
bolas, |

Se trata de una curva con dos ramas simétricas, Pues si cambiamos
Yy por -y, ¥ X por — X, el valor de la constante no se altera,

Debemos adem4s notar que cuando x crece mucho, ¥y se hace cada veZ
menor. Cuando x crece desmesuradamente, y se acerca a cero, Algo similar
sucede al crecer y pues x se acerca paulatinamenta a cero, Relaciones
anilogas pueden establecerse con la otra rama en el cuadrante III. En
estas condiciones se dice que los ejes de coordenadas sori asintotas de
las curvas,

Si la constante fuera negativa las dos ramas de la curva se encon-
trarfan en los cuadrantes II y IV respectivamente,

A cada constante corresponde otro gréfico.» Al crecer la constante
las curvas se van alejando del origen, Veamos por ejemplo las curvas

que representan a

~
H]
1w
d
]
Mi W

/Gréfice.
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Fimuya 26

s+ cmae s o tah o 14 et © e v S % et 1 S AT

Escala en centImetros

3

/En la
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En la figura 27, puede apreciarse que la curva cuya constante es
5 estd mds alejada del origer que la curva de constante 3,

Es también importante obrervar que en las curvas del tipo yx = k
el 4drea encerrada por las coordenadas de cualquier punto de la curva es
ura constante ignal a k. La propia ecuacién de la curva expresa esto,
pues X,y son las cocordenadas de un punto cualquiera en la curva, ver
figura. 27 yx es el 4rea qus encierran dichas coordenadas, y la ecuacién
de la curva indica justzmente que dicha &rea es constante,

En las curvas de tipe yx = k, bastard conocer los ejes de coorde-
nadas y un punto de la curva para que ésta quede perfectamente determinada,

puesto que de las coordenadas del punto noz dardn k,

Como en el caso de la pardbola, la hipérbola, tiene existencia
- indepéndiente de los ejes originales, es decir, podemos tener la funcién
siguiente
ur = k
donde u, v son nuevas variables, k un pardmetro. En el sistema de coorde-
nadas rectangulares cuyos ejes midan u y v, la curva serd una hipérbola,
Los ejes u, v, son asintotas, ;Qué expresién matemitica tendrf esta hipér-

- bola en una sistema paralelo de ejes y, x? Vimos que si los dos sistemas
de ejes son paralelos, puede establecerse la siguiente relacién

USy~-p VEX~g
De donde uv = k; se transforma en
(y-p) (x-q) = k
y desarrollando
y(x=q)=p(x~-q Tk
y (x-q) =k+p(x=~q)

= px 4 (k - pg)
x~q

y

/Grifico
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Como el numerader y el denominador de esta fracecién pueden ser
- multiplicados simulténeamente por una constante, sin alterar la fraccién,
La hipérbola ur = k, ea un sictems de ejes paralelos y, x quedari repre—

sentada por una ecuacidn del siguiente tipo general:
ai X +»bi
o si lo preferimos, en otra ecuacidn équivalente,’sin fraccién ya que se

podia haber seguido el desarrolle anterior asi:

yX~pxe~qy+pq =k

—

é sea Xy + 85X + 3y + ag = 0

Donde nuevumen*e podemos apreciar que con tres puntos de la curva
podemos encontrar su ecuacidn, hellando primero el valor de los parf-
metros 335 3 ¥ 2, Ademfs si desconponemos en factores esta dltima

férmula, hasta lograr una expresidn del tipo
(3~-p)(x-a) =k
encontraremos las coordenadas de las asfintotas, o ejes u,v,

Ejercicio

Sabiendo que los tres puntos siguientes estdn sobre las dos ramas
de una hipérbola, cuyas asfntotas u, v son paralelas a los ejes de refe—~
rencia y, x, Se pide encontrar la ecuacién de la hipérbola y dar la

posicién de las asfntotas u,v.

Puntos Coorde?adas
- ¢ .

P X
B y 3

c g 3







