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CAPITULO I 

OPERADORES Y SU USO 
/ 

/ 

/ 
1.1 Introducción. / 

/ 
El desarrollo de formulas de interpolación y el proceso de integraéión nií-

/ 
mérica, que son los casos de cálculo numérico que preferentemente analizaremos en 

/ 
el desarrollo del Curso, se simplifican al máximo tanto en la parte ded-̂ Ctiva como 
en la de "notación"^ si se hace uso de determinados "operadores". Estos operadores 
son sencillamente cdjsrbos símbolos matemáticos usados en el cálculo que definen un 
determinado proceso numérico. 

Tanto el desarrollo de las propiedades de mayor utilidad de estos operado-
res como otros asuntos de interpolación e integración numérica, se harán en base 
de las ideas expuestas en los textos; Mathematics for Actuarial Students, parte II 
de Harry Freeman (Cambridge, 1952) y Calculus of finite differences de Charles Jor-
dan (Chelsea Publishing, Nueva York, 1950). 

De estos dos textos el que presenta una exposición más completa y sistemá-
tica sobre el tema es el libro de Jordan, el que será útil de adquirir, si se quie-
re profundizar las materias dadas en estos apuntes y estudiar otras de mayor pro-
fundidad. Además el texto de Jordan presenta una gran variedad de ejemplos aplica-
bles en el campo de la Estadística. 

Como se dijo más arriba, un operador se denota por una letra (majráscula o 
minúscula) de nuestro alfabeto, del alfabeto griego ó de cualquier otra forma de 
escritura (letra gótica pej.). Esta letra generalmente es la letra inicial de la 

^̂  palabra principal que indica el proceso de cálculo por realizar. 

Asi por ejemplo, un proceso de cálculo muy usado es el proceso de deriva-
" ción o sea el cálculo de la derivada de una función yx de la variable x» Ya que la 

palabra "derivación" comienza con la letra "D" se adopta esta letra para indicar 
simbólicamente el proceso de derivación. 

Se tiene asi por definición: 

Dy^ = ^ (1) 
X 
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Podemos reiterar el proceso de derivación sobre la función y es decir cal-
cular la derivada de la fmción, lo que se indicará sencilla'ninte por 

(2) 

permitiendo expresar de esa manera la derivada de orden k por la escueta expresión: 

(3) 

De esta manera puede verse que el uso del símbolo "D" referente a la opera-
ción de derivación de una función simplifica extraordinariamente la escritura de 
las derivadas de cualquier orden y permite enco•̂ trar utiles relaciones para las de-
rivadas de una función. 

Debe hacerse notar que los operadores que indicaremos se refieren únicamen-
te a los usados en el campo de la interpolación y de la integración numérica, pero 
ello no quiere decir que éstos sean los únicos operadores usados en Matemáticas. 
El estudio de la Estadística teórica se simplifica extraordinaria.mente con el uso 
de ciertos operadores y en todas las otras ciencias la introducción de operadores 
se hace sumamente necesaria y útil para desarrollar teoría3, 

No siempre usaremos la notación introducida por el autor de un operador, 
sino que nos apartaremos a veces de la propuesta, reemplazando las letras griegas 
(si en caso que ese fué el signo introducido por el autor) por las correspondientes 
letras de nuestro alfabeto o bien usando otra letra del alfabeto (nifmeros de Stir-
ling de 2^ clase pej.). Esto aparte de simplificar la notación, introduce evidente 
ganancia en la impresión tipográfica. ^ ; 

1.2 Operadores de uso más frecuente. 

Aparte del operador "D" recién indicado, los operadores que con mayor fre-
cuencia nos encontraremos en el cálculo numérico que nos preocupa (interpolación e 
integración numérica) son los siguientes: 

a) VP7:LUÚA.IÍ -JZ Di?;srL..z;j-iw u E. 

Si la variable y es una función de la variable x y si x recibe un incremen-
to unitario (en nuestra escala de medidas) tal que y pasa a tomar el valor y , X X«"X 
el cálculo del valor de la función y para un punto desplazado en una unidad del X 
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v a l o r i n i c i a l s e . i n d i c a s e n c i l l a m e n t e an teponiendo a y l a l e t r a E . 

De e s t a manera l a o p e r a c i ó n de d e s p l a z a m e n t o queda d e f i n i d a l ínicamente por 

l a r e l a c i ó n : 

^x+l = 

Pode/nos e s t a r i n t e r e s a d o s en c a l c u l a r e l v a l o r de l a f u n c i ó n y p a r a o t r o inc remen-

t o f i n i t o ( u n i t a r i o ) de l a v a r i a b l e x , e s d e c i r c a l c u l a r e l v a l o r de l a f u n c i ó n y^ 

en e l punto (x+2) , e s t a o p e r a c i ó n en base d e l o p e r a d o r de desp l azamien to se i n d i -

c a r á simbolicair isnte p o r ; 

y s i r e i t e r a m o s e l p roceso un t o t a l de k veces , se podrá e s c r i b i r : 

que e q u i v a l e a d e c i r que se e s t á eva luando e l v a l o r de y p a r a k u n i d a d e s h a c i a ade -

l a n t e d e l v a l o r i n i c i a l . 

Puede i n t e r e s a r también l a d e t e r m i n a c i ó n d e l v a l o r de l a f u n c i ó n y pa r a pun-

t o s a n t e r i o r e s a x , l o que se d e n o t a r á cambiando e l s igno d e l número k , con l o que 

se t e n d r á ; 

pa r a i n d i c a r un d e s p l a z a m i e n t o en k unidades h a c i a l a i z q u i e r d a d e l v a l o r i n i c i a ^ , 

E i , 1 P robar que l a f u n c i ó n yx^^+bx cumple con l a c o n d i c i ó n : 

( E - l ) ^ y ^ = O 

Demostración 

La c o n d i c i ó n puede e s c r i b i r s e en l a fo rma; 

(E2-2E+1) y^= O 

y como: E^y^ = y^^^ = a + b ( x + 2 ) | Ey^ = y^^^ = a+b ( x + l ) 

l uego de r eemplaza r en l a e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n se ve que e s t e t i p o de f u n c i ó n l a 

s a t i s f a c e . 
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E.j. 2 E n c o n t r a r l a f u n c i ó n y x de (x ) que cumple l a c o n d i c i ó n : 

^x+2 - ^ = ° 

S o l u c i ó n 

La e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n puede e s c r i b i r s e : 

( E ^ - 3E + 2) y = O 

s i i n t r o d u c i m o s l a f u n c i ó n y = a r ^ , l a e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n s e t r a n s f o r m a en 

3r+Z) = O 

2 
que e x i g e : r - 3r+2 = O 

e s d e c i r una e c u a c i ó n s e m e j a n t e a l a de c o n d i c i ó n en que se ha cambiado E p o r r . 

E s t a e c u a c i ó n r e c i b e e l nombre de " e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a " . La s o l u c i ó n de l a 

e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a de l o s v a l o r e s de " r " n e c e s a r i o s p a r a e s c r i b i r l a s o l u c i ó n 

g e n e r a l . P a r a n u e s t r o caso p a r t i c u l a r , l a s o l u c i ó n g e n e r a l e s : 

^x = ^2 

ya que y ^^^ r a j f c e s de l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a . 

E.j. 3 E n c o n t r a r l a f u n c i ó n ( ^ x ) que s a t i s f a c e l a e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n : 

yx-f2 - ^^X+I^ = ° 

S o l u c i ó n 

La e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n puede e s c r i b i r s e : 

( E ^ - 6E +9)y^= O 

2 
l o que l l e v a a l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a : r - 6 r +9= O 

cuyas r a i c e s son i g u a l e s T ^ 3 . De e s a manera l a s o l u c i ó n g e n e r a l e s : 

X , X 
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pero dado a que l a s r a í c e s son i g u a l e s l a s o l u c i ó n debe e s c r i b i r s e en f u n c i ó n de 

una so l a r a í z . Haciendo r2= r ^ + £ puede v e r s e que 

es también una s o l u c i ó n de l a ecuación» S i hacemos t e n d e r l a c a n t i d a d £ haó ia O, l o 

que l l e v a a que r a i c e s c o i n c i d e n ) ya que: 

lim lint ^ E xr,^"! 

entonces la expresión 

x r ^ ^ ^ es también una s o l u c i ó n de l a ecuac ión de cond ic ión , 

s i r^ es una r a í z doble en l a ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a . De e s t a man->ra l a s o l u c i ó n buscada e s : 

Nota 

Puede suceder e l caso que l a r a í z r^ sea de m u l t i p l i c i d a d k , es d e c i r , l a e -

cuac ión c a r a c t e r í s t i c a t e n g a k r a í c e s de i g u a l v a l o r r ^ . En e s t e caso para encon-

t r a r l a s o l u c i ó n gene ra l se c o n s i d e r a n primeramente l a s k r a í c e s como s i f u e r a n d i -

f e r e n t e s en l a forma: 

^ l i V V V ( k - l ) t 

s iendo L una c a n t i d a d que después se h a r á t e n d e r a O. En ese caso una s o l u c i ó n de 

l a ecuac ión e s : 

- cj 
ii 6 

y s i hacemos £=0 l a s o l u c i ó n tomará l a forma: 

X x - i , X X y = c . r^ a . ó y = c . c . r , "'x 1 1 1 -̂ x X 1 1 

con lo c u a l l a c o n t r i b u c i ó n en l a s o l u c i ó n g e n e r a l de p a r t e de l a r a í z m ú l t i p l e s e r á : 



^ ^ ^ 

I'm vcz CUT se ha de te rminado l a forma g e n e r a l de l a s o l u c i ó n , en l a que a-

p a r e c e r á n una s e r i e de c o n s t a n t e s c ^ j é s t a s tomarán v a l o r e s b i e n d e f i n i d o s , impo-

niendo ."_a c o n d i c i ó n que deben r e p r o d u c i r (en magni tud) l o s v a l o r e s o b s e r v a d o s . 

E.^. 4 Tí^ncontrar l a l e y ("x) que r i g e l a fo rmac ión n de l o s mimeros de l a 

s ig -g ien te s e r i e : 

8, 12, 19, 29, 42, 

Solucion 

Es f á c i l deiúosorar que l o s números de e s t a s e r i e cumplen con l a c o n d i c i ó n : 

( E - l ) ^ y ^ = O 

OL, d e c i r qw^ 1 e c u a c i ó n • c a r a c t e r í s t i c a t i e n e una r a í z de m u l t i p l i c i d a d 3 . 

En basc de l a n o t a a n t e r i o r , l a s o l u c i ó n f :oneral e s : 

quedando por det':.rL-iinar l a s c o n s t a n t e s por l a s c o n d i c i o n e s i n i c i a l e s . Es d e c i r p a r a 

n i t u d ) . 

x=0 | x = l ; x=2; l o s v a l o r e s de y deben c o i n c i d i r con l o s v a l o r e s o b s e r v a d o s ( en mag-X, 

De e s t a manera se t i e n e : 

c^= 8; U; 3 

00:1 CU3.1 l a l e y cíe l o s iiiímeros obse rvados s s : 

7,= cj + 3 

Nota 

Mas a d e l a n t e se i n d i c a r á l a e x p r e s i ó n que r i f :e l a magni tud de l a s c o n s t a n -

t e s c^ en e s t e caso p a r t i c u l a r ) p a r a un caso g e n e r a l c u a l q u i e r a . Se i n d i -

c a r á o^ue esos v a l o r a r co r r e sponden a l o que se denominar ía " d i f e r e n c i a s guías'. ' 
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E.1. 5 Un .jugador lanza una moneda obteniendo (l) punto si aparece "cara" j 
(2) puntos si aparece "sello". Lanza la moneda hasta que logra obte-
ner (n) puntos por lo menos. ;.Cuál es la probabilidad que logre reu-
nir exactamente (n) puntos? 

Solución 
Denominaremos (p^) la probabilidad de obtener exactamente n puntos. 

Hay dos maneras posibles de alcanzar n puntos exactamente, obteniendo 
a) xm"sello" cuando lleve (n-2) puntos 
b) una "cara" cuando lleve (n-l) puntos. 

Las probabilidades respectivas son | P̂ i-Z ̂  5 ^n-1 ^ ^ estos suce-
sos puden acontecer independientementej la probabilidad p^ es igual a 

V S V 2 > 

Esta ecuaci(5n se puede resolver (encontrar la forma general de p^) introdu-
ciendo la forma auxiliar: 

lo que lleva a la ecuación característica: 

rfl 

cuyas raices 8on: 
1 r=lj -

con lo cual la probabilidad p^ toma la forma: 

"=2 
P„= fn 

Las constantes deben tomar valores tal que se cumplan las condiciones iniciales: 

Pi = I 
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l o que e x i g e ; 
1 2 

= 3 ^ 3 

l l e g á n d o s e f i n a l m e n t e at 
s A ' 1 

que e s l a p r o b a b i l i d a d pedida^ 

-i 

E.i. 6 E n c o n t r a r l a s f u n c i o n e s (u ) y (y ) que s a t i s f a c e n e l s i s t e m a de ecua-

c i o n e s s i m u l t á n e a s . 

(2E-17)u+(E-4)v = O 

(2E- l ) u + ( E - 2 ) v = O 

S o l u c i ó n 

M u l t i p l i c a n d o l a por (2E-1) y l a 2^ p o r (4E-17) y r e s t a n d o ambos r e s u l t a -

dos se t i e n e : 

(E^-gE+15)v = O 

cuya s o l u c i ó n e s ; 

y p a r a l a f u n c i ó n u se o b t i e n e : 

E.i« 7 Demostrar que l a f u n c i ó n ^ x que s a t i s f a c e l a e cuac ión de c o n d i c i ó n ; 

e s t á formada por 2 p a r t e s ; l a o b t e n i d a s i n c o n s i d e r a r e l 2° miem-

bro ' y l a ; 

d i c i ó n X, 

Q 
bro ' y l a 2 buscando una s o l u c i ó n p a r t i c u l a r pa r a l a e c u a c i ó n de con-

Demost rac ión 

La ecuac ión de c o n d i c i ó n nuede e s c r i b i r s e ba.io l a forma r e d u c i d a ; 
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f ( E ) y ^ = f ( x ) 

s i e n d o i "fCE) = + 

S i "u" es una s o l u c i ó n p a r t i c u l a r debe s a t i s f a c e r l a e c u a t i d n de c o n d i c i á n , - e s d e c i r 

debe t e n e r s e : 

f ( E ) [ u ] = f ( x ) 

y r e s t a n d o e s t a s 2 e cuac iones miembro a miembro se t i e n e ; 

( y ^ - u ) = o 

l o que nos i n d i c a que l a f u n c i ó n s 

z= y - u 

es l a s o l u c i ó n o b t e n i d a s i n c o n s i d e r a r e l 2° miembroj con l o c u a l l a s o l u c i ó n gene-

r a l s e r á : 

que comple ta l a d e m o s t r a c i ó n . 

Por e j emplo , b u s c a r l a f u n c i ó n y que s a t i s f a c e l a e c u a c i ó n de cond ic ión? X 

La ecuac ión s i n e l 2° miembro t i e n e como ecuac ión c a r a c t e r í s t i c a : 
2 

r - 5r + 6cO 

cuyas r a x c e s son : 

r-^ = 2; r^ = 3 

de ese modo l a f u n c i ó n "z" de l a v a r i a b l e "x" e s : 

X 

quedando por e n c o n t r a r l a s o l u c i ó n p a r t i c u l a r " u " . 

Dado que l a e cuac ión de c o n d i c i ó n puede e s c r i b i r s e b a j o l a f o r m a j 

(E^- 5E+ 6 ) y ^ = 2 
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a p l i c a n d o e l o p e r a d o r E en ambos miembros se t i e n e : 

5E + = 2 
^ ! 

y r e s t a n d o ambas e x p r e s i o n e s p a r a e l i m i n a r e l 2° miembro se t i e n e ? 

(E^- 5E + 6 ) ( E » l ) y ^ = O 

e s d e c i r a p a r e c e n 2 f a c t o r e s : e l p r i m e r o que e s o b t e n i d o s i n c o n s i d e r a r e l 2° miem-

b ro y e l nuevo f a c t o r ( E - l ) . La p r e s e n c i a de e s t e f a c t o r i n d i c a que l a s o l u c i ó n p a r -

t i c u l a r ess 

u = 1 

quedando como s o l u c i ó n g e n e r a l : 

y = 1+ C^S"" 

E.i. 8 E n c o n t r a r l a f u n c i ó n ^ x que s a t i s f a c e l a e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n : 

S o l u c i ó n 

La e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n puede e s c r i b i r s e ; 

(E3_7E^+l6E-12)y^ = ca^ 

P a r a e l i m i n a r e l 2° miembro a m p l i f i c a m o s p o r (E-a )^ ya que 

o b t e n i é n d o s e : 

( E - a ) c a * = O 

( E ^ - 7 E ^ + l 6 E - 1 2 ) ( S ~ a ) y ^ = O 

De a l l í que l a p a r t e "z" se o b t i e n e de l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a : 

c u y a s r a í c e s son : 

r e s u l t a n d o ; 

r3=3 
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y pa ra l a so luc i án p a r t i c u l a r reemplazando en l a ecuac ión de c o n d i c i ó n , y^ por 
X u = c^a 

se l l e g a a que l a c o n s t a n t e c, v a l e ; c. = 
4 2, a^-7a^+l6a-12 

con l o c u a l l a f u n c i ó n y ped ida e s ; 

T - ñ ^ (c .+c c 

E.i. 9 Encontrar la función Jx que satisface la ecuación de condición; 

Solución 
La solución "z" se encuentra en base de la ecuación caracteríatica: 

r ^ - 4r+ 3 = O 

cuyas r a i c e s son; 

l5 r2= 3 

Para l a s o l u c i ó n p a r t i c u l a r , se ve que m u l t i p l i c a n d o por (E-3) se anu la e l 2° miem-

b r o , o s e a , l a s o l u c i ó n p a r t i c u l a r e s : 

oX u = c^3 

pero r e s u l t a que e s t a ya f u é una s o l u c i ó n encon t rada pa ra "z" por l o que se hace 

n e c e s a r i o b u s c a r de o t r a manera l a s o l u c i ó n p a r t i c u l a r . 

Pa ra e l l o vamos a c o l o c a r en l u g a r de 3^ l a c a n t i d a d (3+ quedando en -

tonces l a s o l u c i ó n p a r t i c u l a r como; 

e x p r e s i ó n que para l l e v a a un v a l o r i nde te rminado . Apl icando l a r e g l a de 

L ' H o p i t a l p a r a l e v a n t a r l a i n d e t e r m i n a c i ó n , e s d e c i r , de r ivando numerador y denomi-

nador y haciendo luego £ = 0 , se t i e n e : 
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x » l 

con l o c u a l e l v a l o r de l a f u n c i ó n y b u s c a d a e s ; 

, x - l 

E.j. 10 E n c o n t r a r l a s o l u c i ó n de l a e c u a c i ó n ; 

S o l u c i ó n 

La f u n c i ó n "z" se e n c u e n t r a en b a s e de l a e c u a c i ó n c a r a c t e r í s t i c a ; 

c u y a s r a i c e s s o n : 

Pero ya que 

r ^ - 3 = O 

e n t o n c e s l a s o l u c i ó n p a r t i c u l a r t i e n e que s e r de l a f o r m a : 

u= 

y reemplazando en l a e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n se e n c u e n t r a ; 

C2= 1/3I - 16/9 

de modo que l a f u n c i ó n y^ b u s c a d a e s ; 

3 x - l 6 , x , , oX y= — 4 + ĉ-!- 0^3 

Nota 

Mcfs a d e l a n t e , cuando s e p a s e e l o p e r a d o r y se i n d i q u e n l a s f d p n u l a s 

d e l o p e r a d o r i n v e r s o , se d a r á l a s o l u c i ó n g e n e r a l p a r a l a e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n : 

a y + . . . . . . +a_ y _ + a y = f ( x ) n-'̂ x+n ^•'x+l o"̂ x ^ ' 
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b) (•±EI4;^^R.JQE"DIFERENCIA FIMITA" U OPEÜC^IL-^^ . 

E l c á l c u l o de l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a e de una f u n c i ó n y o de una s e r i e cV-

v a l o r e s o b s e r v a d o s i gua lmen te e s p a c i a d o s a d i s t a n c i a s "h" que tona remos como unid? . -

des de i n c r e m e n t o en n u e s t r o s i s t e m a , c o n s i e t e s e n c i l l a m e n t e en e l c á l c u l o de l e . 

i n c r e m e n t o s de l a f u n c i ó a y p a r a cada uno ce l o s incre;-nentos f i n i t o s d e l arguir/ .n-

t o X , 

Es d e c i r s i se conocen l o s n v a l o r e s y ^ j - , , y ^ , . . . y de l a f u n c i ó n y p.v^a o _L <c n 
l o s v a l o r e s x , ( x + l ) j (,x+2), x + ( n - l ) , d e l a v a r i a b l e , l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a . ^ 

son l a s d i f e r e n c i a s e n t r e l o s v a l o r e s s u c e s i v o s de y . : 

(yj-y^íl Í72-yi)> ^^n" ̂ n-l^ 

cada una de l a s c u a l e s s e d e n o t a de l a manera s i g u i e n t e : 

de modo que en g e n e r a l se t e n d r á ; 

k l o s números ^ y^ r e c i é n de termine" dos se l e s puede c a l c u l a r s u s s u c e s i v a s d i í c • 

r e n c i a s f i n i t a s , e s d e c i r , l a s e r i e a n t e r i o r da o r i g e n a l a s e r i e de 2° d i f e r e r . c : ¿ - c 

f i n i t a s : 

b . \ ; ..... (11) 

que e x p r e s a d a s en f u n c i ó n de l o s v a l o r e s o b s e r v a d o s son r e s p e c t i v a m - e n t e : 

(y3-2y2+yi); ..... ^^n-i" yn-2) 

E l p r o c e s o de c á l c u l o de d i f e r e n c i a s puede c o n t i n u a r s e ha sba l l e g a r a i -

f e r e n c i a f i n i t a de o rden ( n ) , p u e s t o que a p a r t i r de e s e moin¿nto s o l a m e n t e se d i s -

pondrá de un s o l o v a l o r . 

Todo l o a n t e r i o r puede r e s u m i r s e en l o que se denomina " t a b l a de d i f e r e n c j - a 3 

f i n i t a s " , y que c o r r e s p o n d e a l c o n j u n t o de l o s s i g u i e n t e s valor ' - ía : 
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ft r 

X 
^as 

d i f e r e n c i a s 

X ^ x 
x+1 ^x+l A y ^ 
x+2 

x+3 yx+3 
x+4 ^x+4 

1 

^as 
d i f e r e n c i a s 

y. X 
^x+l 

En e s t a t a b l a l o s v a l o r e s que quedan en l a d i a g o n a l s u p e r i o r , e s d e c i r , l o s v a l o r e s 

y r e c i b e n e l nombre de " d i f e r e n c i a s guíasV 

E.i. 1 C o n s t r u i r l a t a b l a de d i f e r e n c i a s f i n i t a s p a r a l a s i g u i e n t e s e r i e de 

v a l o r e s ; 

X 1 2 3 4 5 6 7 

1. 8 27 64 125 216 343 

S o l u c i ó n 

La t a b l a de d i f e r e n c i a s f i n i t a s c o n t i e n e l o s s i g u i e n t e s v a l o r e s : 

X ^ x 

1 1 

2 g 7 

3 27 19 12 6 

4 64 37 18 6 

5 i 125 6 1 24 6 

6 i 216 91 30 6 

7 j 1 ^^^ 127 36 6 

x 

debe n o t a r s e que t o d a s l a s d i f e r e n c i a s de o rden 3 t i e n e n e l mismo v a l o r ( 6 ) y que 

l o s números Fx son e x a c t a m e n t e l o s cubos de x . 
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E.i. 2 C o n s t r u i r l a t a b l a de d i f e r e n c i a s f i n i t a s p a r a l a s e r i e d.e_va]^ogg_5 j 

X 0.750 0.760 0,770 0.780 0.790 0,800 0,810 

y 0 . 4 7 2 4 0 . 4 6 7 7 0 . 4 6 3 0 0e4584 0 . 4 5 3 8 0 . 4 4 9 3 0.44¿i.9 JÍ, 

S o l u c i ó n 

0 . 7 5 0 0 . 4 7 2 4 

0 . 7 6 0 0 , 4 6 7 7 0 . 0 0 4 7 

0 . 7 7 0 0 .4630 0 , 0 0 4 7 0 ,0000 

0 . 7 8 0 0 . 4 5 8 4 0 . 0 0 4 6 0 , 0 0 0 1 

0 , 7 9 0 0 . 4 5 3 8 0 . 0 0 4 6 0 .0000 

0 . 8 0 0 • 0 . 4 4 9 3 0 , 0 0 4 5 0 . 0 0 0 1 

0 . 8 1 0 0 . 4 4 4 8 0 . 0 0 4 5 • 0 . 0 0 0 0 

La t a b l a nos i n d i c a q u e " p r á c t i c a m e n t e " l a s d i f e r e n c i a s de 2° o r d e n son " n u l a s " o 

s e a que p a r a c a l c u l a r un v a l o r i n t e r m e d i o b a s t a r á c o n s i d e r a r ú n i c a m e n t e h a s t a l a s 

d i f e r e n c i a s p r i m e r a s . 

(La p a r t e de v a l o r e s i n d i c a d o s han s i d o tomados de l a t a b l a de e i n d i c a -

dos en l a T a b l a XI de SIX - PLACE TABLES - Edward S . A l l e n , Me Graw H i l l , 7^ E d i c i ó n 

4^ I m p r e s i ó n , 1947 . E s t a t a b l a p o r su tamaño r e d u c i d o 12x19 cms. y p o r su c o n t e n i d o 

e s ú t i l de t e n e r a d i s p o s i c i ó n . ) 

clS 
E.i. 3 P r o b a r que p a r a l a s e r i e de v a l o r e s que mas aba.jo se i n d i c a n l a s 2 

d i f e r e n c i a s f i n i t a s son p r á c t i c a m e n t e c o n s t a n t e s e Í z a l e s a 0 .0Q02r 

p 0 , 5 0 0 , 5 1 0 , 5 2 0 . 5 3 0 . 5 4 0 , 5 5 

u 0 , 6 7 4 5 0 . 6 5 8 8 0 . 6 4 3 3 0 . 6 2 8 0 0 . 6 1 2 8 0 , 5 9 7 8 

S o l u c i ó n 

Las p r i m e r a s y segundas d i f e r e n c i a s s o n : 

4 u - 0 . 0 1 5 7 0 . 0 1 5 5 - 0<,0153 - 0 , 0 1 5 2 0 . 0 1 5 0 

¿S.\ 0.0002 0.0002 • 0.0001 0.0002 
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s> » 

De esta manera para calcular el valor de "u" correspondiente a un "P" no in-
dicado en la serie de valores y con magnitudes comprendidas entre los valores indi-
cados, deben considerarse solamente hasta las diferencias de 2° orden. 

Nota 
Los valores de "?" y de "u" dados en el ejemplo han sido tomados de la Tabla 

I sobre la distribución normal incluida en las Tablas Estadísticas de R.A.Pisher -
F» Yates, Ediciones Aguilar, Madrid. 

E.j. 4 Para la serie de valores: 

5 11 13 15 17 19 21 23 

715 2005 2893 3171 2721 1551 -169 -2071 -3553 -3743 -1463 4807 

confeccionar la tabla de diferencias finitas. 

Solución 
La tabla de diferencias finitas es la siguiente: 

y A y A 3 , A V 

715 
2005 1290 
2893 888 - 402 
3171 278 ~ 610 208 
2721 - 450 - 728 - 118 90 
1551 -1170 - 720 8 126 36 
- 169 -1720 - 550 170 162 36 
-2071 -1902 - 182 368 198 36 
-3553 -1482 420 602 234 36 
-3743 - 190 1292 872 270 36 
-1463 2280 2470 1178 306 36 
4807 6270 ' 3990 1520 342 36 

Mota; 
Los valores de "y" corresponden al polinomio ortogonal de 5° grado para 

n=24, dado en la XXIII de las Tablas de Fisher-Yates, ya citadas^ 
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R e l a c i ó n e n t r e l o s o p e r a d o r e s de d e s p l a z a m i e n t o y d i f e r e n c i a f i n i t a . 

En b a s e de l a d e f i n i c i ó n de o p e r a d o r E se puede e s c r i b i r j 

y tomando en c o n s i d e r a c i ó n l a d e f i n i c i ó n de d i f e r e n c i a f i n i t a de 1 o r d e n : 

y e l iminando e n t r e e s t a s r e l a c i o n e s JT^^j, t i e n e : 

Ey^- y^ (15) 

y e l iminando l a f u n c i ó n común y a l a que se a p l i c a n l o s o p e r a d o r e s , se puede e s -

c r i b i r l a r e l a c i ó n de ec í i v a l e n c i a ? 

S E - 1 (16) 

que p r e s t a m ú l t i p l e s v e n t a j a s ^ ya que p e r m i t e e x p r e s a r un o p e r a d o r en f u n c i ó n d e l 

o t r o . 

La r e l a c i ó n p e r m i t e d e t e r m i n a r : 

- e l t é r m i n o g e n e r a l de una s e r i e de d a t o s obse rvados 

- l a d i f e r e n c i a f i n i t a de o rden k p a r a e sos mismos d a t o s . 

E f e c t i v a m e n t e 

E = 1+/S (17) 

(18) 

y d e s a r r o l l a n d o de acuerdo l a f ó r m u l a d e l binomio de Newton se t i e n e : 

E^ = 1+C^ A + C ^ A ^ + C^ ^ ^ + (19) 

l o que a p l i c a d o a l a f u n c i ó n y nos l l e v a a ; oc 

que nos p e r m i t e conocer e l v a l o r de l a f u n c i ó n y pa r a un v a l o r de l a v a r i a b l e ( x ) X 
que d i s t a de (k ) un idades d e l v a l o r i n i c i a l . Dado que l a f&rmula d e l b inondo e s 

v á l i d a p a r a c u a l q u i e r v a l o r de k e s t a fcírmula p e r m i t i r á c a l c u l a r e l v a l o r de l a 

f u n c i ó n ( s i e s t a e s c o n t i n u a ) en c u a l q u i e r pun to de l a e s c a l a de l a s x . 

Nota 

Cuando k es n e g a t i v o , se t e n d r á : 
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E - V V Í A V « R ^ A V • • • • 

En cuan to a l a r e l a c i ó n que nos p e r m i t e c a l c u l a r l a s d i f e r e n c i a f i n i t a s en 

f u n c i ó n de l o s d a t o s obse rvados s i n n e c e s i d a d de p r e p a r a r l a t a b l a de d i f e r e n c i a s 

f i n i t a s , esta , se deduce a s i ; 

(22) ^ s ( E - 1 ) ^ 

y en b a s e nuevamente a l a fó rmula de Newton se t e n d r á ; 

l o que a p l i c a d o a l a f u n c i ó n y p e r m i t e e s c r i b i r ; X 

( 2 3 ) 

E.1, 1 D e t e m i n a r e l v a l o r de ^10 conoc idos l o s s i g u i e n t e s v a l o r e s ; 

X 0 1 2 3 4 5 6 

^ x 1 4 1 3 3 6 8 1 1 5 6 2 6 9 

So luc ión 

La t a b l a de d i f e r e n c i a s f i n i t a s es l a s i g - a i e n t e : 

de donde se deduce que; 

y A A 2 

1 

4 

1 3 9 

3 6 2 3 1 4 A. 
8 1 4 5 2 2 8 

1 5 6 • 7 5 3 0 8 

2 6 9 1 1 3 3 8 8 

, 1 0 
+ G F 

= 1+10x3+45x6+120x8= 1+30+270+960= 1261 
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E.j. 2 Dete iu i inar e l v a l o r de y"3 conoc idos l o s s i g u i e n t e s v a l o r e s ; 

X j 5 6 7 8 9 10 

1 0 . 1 1 8 . 1 2 9 . 5 4 4 . 9 64 .9 9 0 . 1 

So luc ión 

La t a b l a de d i f e r e n c i a s f i n i t a s es l a s i g u i e n t e : 

de dondes 

5 
6 
7 

10.1 

18.1 

2 9 . 5 

4 4 . 9 

9 ¡j 6 4 . 9 

1 0 I' 9 0 . 1 

I; 

y 
2 3 

6 7 / y 

8 . 0 

1 1 . 4 3 . 4 

1 5 . 4 4 . 0 0 . 6 

20 .0 4 . 6 0 . 6 

2 5 . 2 5 . 2 0 . 6 

= 1 0 . 1 - 2x8 .0+3x3 .4 - 4xab = 1 . 9 

E.i. 3 S i ^ x es de l a f o m a (x^-x^+x+lO) v e r i f i c a r por l a c o n s t r u c c i ó n de una 

t a b l a de d i f e r e n c i a s f i n i t a s que e l v a l o r de yiO es 920. Usese l o s v a -

l o r e s de l a f u n c i ó n yx p a r a l o s v ? l o r e s de x = 1 , 2 ^ 3 , 4 » 5 y 6 . 

So luc ión 

La t a b l a de d i f e r e n c i a s f i n i t a s e s : 

X • V A 

1 11 

2 16 5 

3 31 15 10 

4 62 31 16 6 

5 115 53 22 6 

6 196 .' 81 28 6 
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con l o c u a l se t i e n e : 

= Il+9x5+36xl0+8¿a;6= 11+45+360+504= 920 

E.i, 4 S i ŷ x es un pol inomio en (x) y s i se conocen l o s s i g u i e n t e s v a l o r e s 

72=73=27J 7^=169. E n c o n t r a r l a f u n c i ó n y ^ . 

Solución 
La tabla de diferenci'-s finitas es: 

X 7 

2 27 

3 27 0 

4 78 51 51 

5 169 91 40 - 1 1 

con l o c u a l se t i e n e : 
„x -2 ^nX-2 ... ^pX-2 .,2 ^ .x-2 3 

^2 

y reduc iendo se l l e g a a : 

= 2 7 + ( x - 2 ) ( x - 3 ) ^ (X -2 ) (X -3 ) (X -4 ) t . 
2i 51 31 -L-L 

y = (-11X^+252X^-1051X+1344)/6 

E.i. 5 Determinar yi2 dado los valores: 

X O 1 2 3 4 

3 14 40 86 157 258 
Solución 

La tabla de diferencias finitas es: 
X I Y X A 2 

0 

1 1 4 

2 40 26 2 1 
3 i 86 46 20 1 
4 157 71 25 T 
5 • 258 1 0 1 30 5 
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con l o c u a l 5 

= 3+12x11+66x15+220x5 = 2225 

Nota 
S i se q u i e r e e v i t a r e l c á l c u l o de l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s puede u s a r s e c u a l -

q u i e r a de dos fo rmas d i s t i n t a s de l a e x p r e s i ó n que dá e l v a l o r E^ en f u n c i ó n de l o s 

E^ de o r d e n i n f e r i o r . E s t a s f o r m a s son ; 

Forma 1; E^s C^CJ^L^li E"̂  = ^ A^^. E^ ( 2 5 ) 

£ £ 2 ^ : E^s Z ( - 1 ) C ^ l EJ (26) 
Á» 

^ k » l ) ( k - 2 ) . . . . ( k - l ) (27) 

y A . e l o r d e n a l c u a l l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s son i g u a l e s . 

La p r i m e r a forma e s i l t i l o a r a d e t e r m i n a r v a l o r e s de j más a l l á de l o s v a l o -

r e s o b s e r v a d o s ( e s t a o p e r a c i ó n de c á l c u l o de denomina e x t r a p o l a c i ó n , y nos p r e o c u -

paremos con mayor d e t a l l e en e l c a p í t u l o s i g u i e n t e ) . 

La fo rma es ú t i l cuando se t r a t a de d e t e r m i n a r un v a l o r y p a r a un v a l o r de 

X e n t r e dos v a l o r e s de ( x ) dados en l a t a b l a de v a l o r e s o b s e r v a d o s . E s t a o p e r a c i ó n 

r e c i b e e l nombre de " i n t e r p o l a c i ó n d i r e c t a " y s e r á e l tema d e l c a p í t u l o 2 , 

P a r a f a c i l i t a r l a s o p e r a c i o n e s se ha c o n f e c c i o n a d o una t a b l a con l o s c o e f i c i e n -

t e s 

p a r a v a l o r e s de 2 , 3 ^ 4 ^ 5 que son l o s n á s u sados en p rob l emas de i n t e r p o l a c i ó n . 

Véase a c o n t i n u a c i ó n l a t ab la® 



0 

2 

1 2 

„ 22 ™ 

0 

7 ^ = 3 

1 2 3 

3 1 - 3 3 4 - 1 4 - 6 4 

4 3 - 8 6 5 - 4 15 - 20 10 

5 6 15 10 6 - 10 36 - 45 20 

6 10 - 24 15 7 - 20 70 ~ 84 35 

7 15 ~ 35 21 8 - 35 120 - 140 56 

8 21 - 48 28 9 - 56 189 - 216 84 

9 28 - 63 36 10 - 84 280 - 315 120 

10 36 - 80 45 11 -120 396 - 440 165 

11 45 - 99 55 12 - I 6 5 540 - 594 220 

12 55 - 20 66 13 -220 715 - 780 286 

13 66 -143 78 14 -286 924 -1001 364 

14 78 -168 91 15 -364 1070 -1260 455 

15 91 -195 105 

4 5 

k V 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5 

5 1 - 5 10 - 10 5 6 - 1 6 - 15 20 - 15 6 
6 5 - 24 45 - 40 15 7 - 6 35 - 84 105 - 70 21 

7 15 - 70 126 - 105 35 8 - 21 120 - 280 336 - 210 56 
8 35 - 160 280 - 224 70 9 - 56 315 - 720 840 - 504 126 

9 70 - 315 540 - 420 126 10 - 126 700 - 1575 1800 -1050 252 
10 126 - 560 945 - 720 210 11 -- 252 1386 - 3080 3456 -1980 462 
11 210 » 924 1540 -1155 330 12 - 462 2520 - 5544 6160 -3465 792 
12 330 -1440 • 2376 -1760 495 13 - 792 4290 - 9360 10296 -5720 1287 
13 495 -3145 3510 "2574 715 14 -1287 6930 -15015 16380 -9009 2002 
14 715 -30SO 5005 -3640 1001 15 -2002 10725 -23100 25025 -13650 3003 
15 1001 -4295 6930 -5005 1365 
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W 

E,1. 6 (E l n i s n o ejem-olo 5 ) 

D e t e r m i n a r e l v a l o r de '̂'12 conoc i endo l o s s i f ^ u i e n t e s v a l o r e s : 

X O 1 2 3 4 5 

3 14 • 40 86 157 258 

S o l u c i ó n 

Las d i f e r e n c i a s f i n i t a s de 3 ó r d e n e s son i g u a l e s , p o r l o t a n t o > - = 3 ; k =12 

y e n t r a n d o en l a t a b l a , s e t i e n e ; 

-1657^+5407^-594^2+22073 

= - 1 6 5 ( 3 ) + 5 4 0 ( 1 4 ) - 5 9 4 ( 4 0 ) + 2 2 0 ( 8 6 ) = 2225 

que e s e l misino v a l o r e n c o n t r a d o en e l e j emplo 5 

E.i, 7 (E l mismo c a s o p r e s e n t a d o en e l e.jemplo 2 de p á g i n a 19) 

D e t e r m i n a r e l v a l o r de ^ 3 c o n o c i e n d o l o s s i g u i e n t e s v a l o r e s ; 

X 5 6 7 8 9 10 

^x l ü . l 18.1 29.5 44.9 6 4 . 9 90.1 

S o l u c i ó n 

Tomamos l a s e r i e de v a l o r e s en s e n t i d o i n v e r s o , p a r a p o d e r a p l i c a r l a f ó r m u l a 

Como en e s t e c a s o l a s 3 d i f e r e n c i a s f i n i t a s son i g u a l e s e n t r e s i , e l v a l o r y^ p e -

d i d o se c a l c u l a usando l o s v a l o r e s k=7 | 7 ' = 3 j con l o c u a l se t i e n e : 

I f -207io+7079-B¿7g+357^ 

= -20(90.1)+70(64.9)-84(44.9)+35(29.5)= 1^9 

que e s e l mismo v a l o r 7a e n c o n t r a d o usando l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s . 

Nota 

P o d r í a n h a b e r s e usado l o s 4 v a l o r e s más v e c i n o s de 7 ^ , con k=5j ^ =3 s e h a -

b r í a t e n i d o : 
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73= 

= - 4 ( 4 4 . 9 ) + 1 5 ( 2 9 . 5 ) - 2 0 ( 1 8 . 1 ) + 1 0 ( 1 0 . 1 ) = 1 . 9 

i g u a l que a n t e s , 

E.i. 8 D e t e r m i n a r e l v a l o r de 72?»5 conoc iendo l o s s i g u i e n t e s v a l o r e s ; 

25 26 27 28 29 

1 6 , 1 9 5 1 5 . 9 1 9 15^630 15 .326 1 5 . 0 0 6 

S o l u e i d n 

Por t e n e r v a l o r e s podemos a c e p t a r que l a s d i f e r e n c i a s de 4 ° o r d e n son cons-
a k t an t e s® A p l i c a n d o l a 2 forma de l a e x p r e s i ó n de E ¡ dado a que k = 2 . 5 s e t i e n e : 

V • • / . 

= 18.0727+ 12,0728- ^29^ 

= 396 ,287)= I M S g 

E.i . 9 Dada l a s e r i e de v a l o r e s ; 

x O 1 2 3 4 5 6 

y-x 72795 71651 70458 . . . . . 67919 66566 65152 

d e t e r m i n a r e l v a l o r de 7 3 . 

S o l u c i ó n 

Cuando en una s e r i e de v a l o r e s ^ x f a l t a a l g a n o de l o s v a l o r e s i n t e r m e d i o s 

( l ó 2 ) se puede c o m p l e t a r l a s e r i e i n t r o d u c i e n d o l a c o n d i c i ó n O , e s d e c i r ^ 

supon iendo que l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s de c i e r t o o r d e n ( k ) son t o d a s n u l a s . S i e l 

número de v a l o r e s d i s p o n i b l e s no exceden 8 pej . . y s o l a m e n t e f a l t a 1 t é r m i n o en l a 

s e r i e , puede a c e p t a r s e que l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s de un o r d e n i g u a l a l número de 

t é r m i n o s son nu l a s» S i f a l t a n 2 t é r m i n o s debe r e d u c i r s e en 1 más, e l g rado k . 
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E s t a condic ión p e r n i t i r á de te rmina r e l t é rmino " p e r d i d o " . Pa ra e l caso r e c i é n 

p re sen tado dado a que se t i e n e 6 t é rminos puede imnonerse l a cond ic i6n í 

6 
a ^0= ° 

con l o cua l s 

l o que da pa ra y^s r-
20 

y s u s t i t u y e n d o l o s v a l o r e s observados se e n c u e n t r a : 

Y3= ¿ (137947-6x133217+15X13<3377)= 1334300/20= 69215 

Ej, 10 El número de miembros de cierta Sociedad para los años que se índi-
ca fueron los siruientes: 

Año 

n 

1 9 4 0 1941 1942 1943 1944 1945 1946 1947 1948 1949 

345 367 3 4 6 8 2 1 7 7 2 757 761 796 

no sabiéndose (por i m p o s i b i l i d a d de consegu i r l a información) cuán tos miembros 

formaron l a Sociedad en l o s años 1942 y 1946. Determinar l o s números p robab le s de 

miembros pa ra esos años , 

So luc ién 

La s e r i e e s t á formada por n=3 t é rminos y 2 omisiones^ de modo que usaremos l a 

cond ic ión ^ "̂ y = 0 . 

De e s t a manera se t i e n e s 
_ 

(E-lfy^- O y2+35y^- y9+7(y3"y3)"21(y^»y^)+35y5 

que dá o r igen a l s i s temas 
ly^ 23068 

y2-í-35y5= 2 7 0 6 7 
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I 

cuya s o l u c i ó n nos d£ ; 

, yio42= ^ ^ Ti946= ^ 

E.j^ 1 1 Estii^v-í.r e l v a l o r de 715 dado l o s s i ; ; u i e n t e s v a l o r e s ; 

^0= ^10= 720= 50 

S i se c o n o c i e r a e l v a l o r de 75= 3 5 ;.cómo c a l c u l a r í a e l v a l o r de 71$? 

S o l u c i ó n 

P a r a l a p r i m e r a p a r t e d e l p rob lema usamos l a f ó r m u l a : de paí^ .21, forma con 

k=l- ,5; A =2^ l o que nos p e r m i t e e s e r i t j i r ? . ^ • ; 

En ca so de conoce r e l v a l o r 75 puede a t a c a r s e e l p rob lema como e l de l o s e j e r -

c i c i o s a n t e r i o r e s , e s d e c i r búsqueda d e l (6 l o s ) t é r m i n o s p a r a c o m n l e t a r l a s e r i e . 

En e s t e ca so a o l i c a m o s l a c o n d i c i ó n o con l o c u a l se t i e n e : 

7^-475+67^^-4715+720= O 

A7i5=7o-475+6yi0"^y20" 0-140+90+50= O 

E.1. 12 Dado l o s v a l o r e s : 

7^^=2459; 730=201-3; 735-II3O5 y^o"402 

d e t e r m i n a r l a magn i tud de l o s v a l o r e s , 782 e ^ 7 9 ; 

S o l u c i ó n 

Tomando como vmidad l a d i s t a n c i a 5 e n t r e l o s p u n t o s o b s e r v a d o s , 

p a r a 779 ge t i e n e : (k= 0 . 3 ) 

, = 0-3(4) / • _1„ p4 _2_ p4 , p4 4 p4 \ 
^79 4Í 0,3 ^1^75" 0.2 ̂ 2^30 1.2 ^3^85"' 2:2 ̂ l^^oj 

= 0._3(4) (55775+660ygQ-llC7,35+2Qy^Q)= 0 . 1 6 ( 1 3 4 5 3 , 6 5 ) = 2 1 5 2 . 6 
4í 11 
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P a r a se t i e n e r (k= I . . 4 ) 

^32^ 4 X ^ 3 = 0.08(21310,6)= 

E.1. 13 Dado l o s v a l o r e s ; 

1 1 7 . 7 ; 1 1 0 . 5 ; y^= 1 0 2 . 7 | y^o= 7 5 . 4 

o b t e n e r e l r e s t o de v a l o r e s ^ x p a r a x com-prendido e n t r e O y 10 . 

S o l u c i ó n 

Po r t e n e r s e 4 e c u a c i o n e s de c o n d i c i ó n usamos l a c o n d i c i ó n : 

= O 
con l o c u a l : 

3! 

de modo que se t i e n e p a r a : 

X " 2 

X == 4 

X =10 

- 7 , 2 = 2 ¿ \ , + 

-42.3 =10 /\ +45/^^ +120 

s i s t e i n a cuya 4 s o l u c i ó r i nos d a : 

3 . 5 2 7 ; - 0 . 1 4 6 ; A - 0 . 0 0 4 

e s d e c i r que ^ x e s de l a f o r m a : 

y^= 117.7- 3.527 Cj- O.I46 C^- 0.004 Ĉ  

o b t e n i é n d o s e l o s v a l o r e s : 

y^=114,2; y^=106,7; y^= 94.3; 39,3; yQ=35,2; y^= 30,3 

E.1. 14 Dadas I r s ccnc l i c iongs : 

y]_=l; y2^y3= 5,41; j^n^+J^-- 13,47 

y/y3-^y9!-yio+yii+yi2= 90,36 

d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s i n d i v i d u a l e s . 
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S o l u c i ó n 

Imponiendo l a c o n d i c i ó n O se t i e n e que : 

y = y + Cf'-l /A + 2 X-1 A 3 
^x - 1 ^ 2 1 S 1 '3 

y reemplazando l a s e c u a c i o n e s de c o n d i c i ó n se t i e n e e l s i s t e m a : 

,2 . a2 
3 .41= + A l 

15 .47= + 1 9 1 5 ¿ 1 

84 .36= 5 1 + 2 0 0 ^ J + 4 5 0 Í \ J 

cuya r e s o l u c i ó n nos d á : 

1 . 1 0 0 , 1 0 8 0 . 0 1 4 

con l o c u a l y toma l a f o r m a : 

y = 1+ 1 . 1 0 0 . 1 1 0 . 0 1 4 c : : 

r e s u l t a n d o l o s v a l o r e s i n d i v i d u a l e s i f ^ua le s a : 

y 2 = 2 , l O j y 3 = 3 , 3 l j 7 ^ = 6 , 1 1 ; y ^ = 7 , 7 3 ; y ^ = 9 , 5 l y g = l l , 4 7 

y^=13,625 y^Q=15,97j y^^=l3,54j yi2=21,35 

E.1. 15 Dadas l a s s i .~ .u ientes c o n d i c i o n e s ; 

3 6 9 
y^= 403655 1752123 329240^ ¿y^= 500426 

o b t e n e r l o s v a l o r e s i n d i v i d u a l e s . 

S o l u c i ó n 

Imponiendo l a c o n d i c i ó n : O 
— o 

se puede e s c r i b i r p a r a e l v a l o r y : X 

dando l a s e c u a c i o n e s de c o n d i c i ó n e l si.-:;uiente s i s t e m a : 
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17.5212= 

329240 = 

. 50C.',26 = 120 ¿^^+210/Aq 

cuya s o l u c i ó n e s : 

2301 ,33 | ¿-^1= - 65 ,53 2 , 3 1 

con l o c u a l y toma l a fo rma: X 
y^= 4036 ,5 + 2301,4 C j - 65 ,5 C.J + 2 , 3 

r e l a c i ó n que nos p e r m i t e e n c o n t r a r I p s v a l o r e s i n d i v i d u a l e s . 

E.i, 16 Dadas l a s ecuac iones de c o n d i c i ó n : 

4 9 14 19 24 

d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s i n d i v i d u a l e s d e l grupo 

So luc ión 

Designando por S l a f u n c i ó n de x que da l a suma de v a l o r e á y paea un v a l o r X iC 
de X menor que una c a n t i d a d d e t e r m i n a d a , se t i e n e que l o s Va lo re s anfeePlQi'es dan 

orio-en a l a s i g u i e n t e s e r i e : 

X 0 1 2 3 4 

S X 0 

De ese modo, tomando 5 como unid.-^d, l a f u n c i ó n S es i g u a l a : X 

P a r a e n c o n t r a r l a e x p r e s i ó n g e n e r a l p a r a y . debemos d e t e r m i n a r l a d i f e r e n -

c i a f i n i t a de S ¿ o s e a , y =,(a S y d-.do que 
x X • X j J—J-

Los v a l o r e s i n d i v i d u a l e s d e l - r u p o S^se o b t i e n e n reemplazando en l a r e l a c i ó n p a r a 

y , X por l o s v a l o r e s 2 , 0 ; 2 , 2 j 2 , 2 ; 2 , 6 ; 
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E,i, 17 Demost ra r l a s l - : u i e n t e f ó r m i i l a ; 

O I ' ^ 
X _ X X .'[i , PX+1 ¿y _ x+l A ^ ,„x-f2 l y , 

Demos t rac ión 

Se sabe ques 

e"" = 1+C^ /;; /l^ + C^ c]" r-. ̂  + G^ (19) 

s i a p a r t i r de l a 2 " d i f e r e n c i a f i n i t a i n t r o d u c i m o s e l f a c t o r — s se t i e n e ; 

E'' . 1+cJ + c^ i ± A ^ c^ A3 i ± A + ... 

y c o n s i d e r a n d o q u e : 

3 J+1 J+1 

e s t o nos l l e v a a e s c r i b i r : 

^ - /A + C2 -g- - C^ ™ ^ E ^ ••• 

En e s t a nusva r e l a c i i ^ a p p r t i r de l a d i f e r e n c i a f i n i t a volvemos a i n t r o -

d u c i r e l mismo f a c t o r ~ — s con l o c u a l se t i e n e : 

X _ X A ^ P X + 1 / . L ^ / „x+l , „X+l\ A i 4. /pX+l . E - L+CĴ  ¿ +C3 ™ [C^ J - ^ + ^C^ -R ... 

l o que nos l l e v a a : 

^ 

c o n t i n u a n d o e s t e p r o c e s o con l a s 6 " ^ d i f j r . n c i a s h a c i a a d e l a n t e ; l u e g o en l a formu-

l a r e s u l t a n t e d 

d r á en g e n e r a l : 

l a r e s u l t a n t e con l a d i f e r e n c i a f i n i t a h a c i a a d e l a n t e ^ se puede v e r que se t e n -

j-0 E^ 23+1 EJ / 

que c o r r e s p o n d e a l a f ó r m u l a que se t r a t a b a de denos t r3 . r„ E s t a f ó r m u l a r e c i b e e l 

nombre de f ó r m u l a de Gauss (6 f ó r m u l a de a v a n c e ) 
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E,1. 13 Demostrar l a f ó r a u l a s i / ^u ien tes 

Demostración 

Se p a r t e de l a misma r e l a c i ó n p a r a pe ro ahora se i n t r o d u c e e l f a c t o r 

-g—= I j desde l a d i f e r e n c i a f i n i t a . En l a fó rmula r e s u l t a n t e se vue lve a i n -

t r o d u c i r a p a r t i r de l a 3^ d i f e r e n c i a f i n i t a y en g e n e r a l en l a s d i f e r e n c i a s de 

orden impar d e l t i p o ( 2 j - l ) s i e n d o j e l orden d e l reemplazo d e l f a c t o r — = 1 , 

La f ó r m u l a se debe t ambién a Gauss y se denomina f ó r m u l a de Gauss (ó f ó r -

mula r e c e s i v a de Gauss) y puede e s c r i b i r s e en l a fo rma: 

\ C ) D S L " Y . . . L I - Í S D L " " Ü ^ M 

S i e n t r e l o s ext remos d e l i n t e r v a l o ( x , x + l ) , l a f u n c i ó n y de l a v a r i a b l e (x ) 

toma l o s v a l o r e s y^ e e l v a l o r medio de l a f u n c i ó n en e se i n t e r v a l o ( toma-

do como u n i d a d ) e s t á dado por d e f i n i c i ó n ? 

My^= (32) 

que se d e n o t a s imból icamente an tepon iendo a l a f u n c i ó n y l a l e t r a mayúscula "M", 

La d e f i n i c i ó n de "M" p e r m i t e d e t e r m i n a r r e l a c i o n e s e n t r e e s t e ope rador con 

l o s o p e r a d o r e s E y ¿\ . E f e c t i v a m e n t e r e e n n l a z a n d o en (32) e l v a l o r de por 

My^ i (y^ H- Ey^) (33) 

y de jando de la,do l a f u n c i ó n y común a l a que se a p l i c a n se t i e n e l a i d e n t i d a d : 

M = i ( 1 + E) (34) 

y con r e s p e c t o a l operador de d i f e r e n c i a ^ l a i d e n t i d a d ? 

M = 1 ^ A ( 3 5 ) 
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r e l a c i o n e s que p e r n i t e n de t e rmina r e l v a l o r medio de m a f u n c i ó n s i se conocen 

ya £ 
t a s , 

ya sea diferentes valores de' la funciSn y en el intervalo 6 las diferencias fini-

De l a formula d e l binomio de Nevrton se t i e n e i 

M̂  S £ Ĉ  sJ (36) 

. E <37, 

p a r a cada una de l a s r e l a c i o n e s (21) y ( 2 2 ) . 

d) DE ":;IFE.L3MCIA CBNTÜAL" . ( J ) . 

Al i g u a l que e l operador M, e s t e operador f u é i n t r o d u c i d o por Sheppard, El 

uso de e s t e operador s i m p l i f i c a b a s t a n t e l a deducción y e s c r i t u r a de f á rmu las de 

i n t e r p o l a c i S n , 

Por d e f i n i c i ó n l a operac ión " j ^ " cor responde a l c á l c u l o de l a e x p r e s i ó n : 

c/ y = y h - y h . 

En base de e s t a d e f i n i c i ó n , ya que : 

yx^h/2' yx-h/2 

en tonces se t i e n e que e n t r e y "E" e x i s t e l a r e l a c i ó n : 

j = A / E 1/2 
Juj i to a l operador "O e s t á e l operador áe v a l o r medio, d e f i n i d o por l a re -

l a c i ó n : 

h Y^ = y h^ y h (41) 

De esa manera se t i e n e ? 

S -I E" "2 ) (42) 
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que e s l a r e l a c i ó n e n t r e e l o p e r a d o r y e l o p e r a d o r "E"<, 

De l a s r e l a c i o n e s (27) y (29)^ p o r suma se o b t i e n e s 

y n u l t i p l i c a n d o e s t a i g u a l d a d nienibro a miembro p o r l a r e l a c i ó n ( 2 7 ) , se t i e n e : 

= 2'(E-1) = 2 A 

con l o c u a l s e t i e n e n l a s r e l a c i o n e s de i n t e r é s ; 

E = 1+Ac 
(45) 

+ "-T 

E l uso d e l o p e r a d o r 

s i g u i e n t e e x p r e s i ó n : 

" ( f " de " d i f e r e n c i a c e n t r a l " p e r m i t e e s c r i b i r p a r a E^ l a 

^ / x+3 x+j"l '^y 
f ó r m u l a que r e c i b e e l nombre de " f ó r m u l a de E v e r e t t " 

E s t a f ó r m u l a se o b t i e n e de l a s i g u i e n t e manera : 

La 1 f ó r m u l a de Gauss nos d a : 

( 23 ) 

La 2 f ó r m u l a de Gauss n o s d a : 

E - 1+C^ " F E2 ^ (30) 

y r e s t a n d o ambas r e l a c i o n e s se puede e s c r i b i r : 
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< 2 4 5 E^ 

E 

p e r o dado q u e ; 

4 
E 

(k, ^ 

A 

l u e g o de s i m p l i f i c a r p o r e l f a c t o r / g se t i e n e : 

que e s p r e c i s a m e n t e l a f ó r m u l a dada a n t e r i o r m e n t e . 

E s t a f o r m u l a t i e n e l a v e n t a j a en l a s a p l i c a c i o n e s , que s o l a m e n t e h a c e uso de 

l a m i t a d de l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s . 

P a r a f a c i l i t a r e l u so de e s t a f é r m u l a se da l a s i g u i e n t e t a b l a r e d u c i d a s 

X 
pX+1 pX+2 pX+3 X 

pX pX+1 pX+2 pX+3 

0 . 1 0 .1 - 0 . 0 1 6 5 0 0.00329 -0.00070 0 . 2 0 . 2 -0.03200 0.00634 ^0.00135 

0.3 0.3 - 0 . 0 4 5 5 0 0 , 0 0 8 9 0 -0.00139 0.4 0 .4 ~C.05600 0.01075 -O .PO226 

0.5 0.5 - 0 . 0 6 2 5 0 0 . 0 1 1 7 2 -0.00244 0 . 6 0 , 6 - 0 . 0 6 4 0 0 0.01165 -0,00240 
0.7 0,7 - 0 , 0 5 9 5 0 0.01044 - 0 , 0 0 2 1 2 0,3 0.3 -o.04300 0.00306 - 0 . 0 0 1 6 1 

0.9 0.9 - •0 ,02í í50 0.00455 -0.000Q9 

Nota 

Una t a b l a ma.s d e t a l l a d a puede e n c o n t r a r s e en " T a b l e s of A p p l i e d M a t h e m a t i c s " 

i n F i n a n c e / I n s u r a n c e , S t a t i s t i c s . E d i t a d a por James VJ» G love r Ann Arbor ííichi.-^an. 

E j , 1 Se d? l a sÍE?uiente s e r i e de v a l o r e s p i v o t a l e s ( T a b l a #1 de " T a b l a s de 

Vida p a r a C h i l e " 1920-1930-1940 . Oe C a b e l l o , J . V i l d o s o l a y î 'I. L j j b o r r e ) 

X 12 17 22 27 32 . _37 
1000n„ 3 6 1 0 3013 6406 3956 9332 9740 10797 
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Se p ide de te rmina r l o s v a l o r e s d e l i n t e r v a l o 17--27» 

Soluc ión 

Debemos or i l leramente d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s de l a s d i f e r e n c i a s c e n t r a l e s : 
I 2 JU Ó y 

Estos v a l o r e s se ob t i enen a t r a v é s de l a s r e l a c i o n e s : 

' 4 3 = yj.i)-̂  6y. 

De modo que p a r a l a s e r i e de v a l o r e s observados tomando como o r igen (x=0) 

l a edad 17 años , tenemos: 

j - 2 - 1 0 1 2 3 4 

3610 3013 6406 3956 9332 9740 10797 

f/2=18696-13764= -68 1 1 9 6 9 - 1 2 3 1 2 = / ^ = 1 5 7 3 3 - 1 7 9 1 2 = - 2 1 2 4 

C Í ¿ = 1 2 9 9 2 - 4 7 3 7 6 = 3 3 4 3 6 = 2 1 ^ , [ ^ = 1 2 7 5 3 - 6 3 1 5 2 + 5 3 7 3 6 = 3 3 3 7 É ^ = 1 7 2 0 3 - 7 4 7 3 4 + 5 6 2 9 2 = - 1 2 3 9 

Podemos p r e p a r a r l a s i g u i e n t e ta .bla de c á l c u l o : 

J = O 

j = 1 

j = 2 

X p X + 1 2 
S .1 

p X + 2 4 
S .1 

lOOOq̂  X 

0 . 2 1 2 3 1 , 2 2 7 . 0 2 2 . 5 
M/ 

0 . 4 2 5 6 2 . 4 4 7 . 2 3 3 . 2 

0 . 6 3 3 4 3 . 6 5 4 . 0 4 1 . 4 

0 . 3 5 1 2 4 . 3 4 0 . 5 2 3 . 6 

0 . 2 1 7 9 1 , 2 6 3 . 0 2 1 . 2 7 0 7 4 . 3 1 3 

0 . 4 3 5 3 2 . 4 1 1 3 . 9 3 5 . 9 7 6 7 6 , 2 1 9 

0 . 6 5 3 7 3 . 6 1 3 5 . 9 3 3 . 9 • 3 1 9 6 . 2 2 0 

0 . 3 7 1 6 4.8 1 0 2 . 0 2 6 „ 9 3 6 2 4 . 4 21 

0 . 2 1 3 7 6 . 4 2 . 2 - 1 4 . 5 915.7,3 23 

0 . 4 3 7 5 2 , 3 .3.8 - 2 4 . 6 9230„4 2 4 

O06 5 6 2 9 . 2 4 . 4 - 2 6 . 7 9 3 4 4 . 1 25 

0 . 3 7 5 0 5 , 6 3 . 3 i » 1 3 . 4 
1 

9 3 7 0 . 9 26 
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que en forma s i s t e - i a t i c a nos p e r m i t e c a l c u l a r l o s v a l o r e s pedidos» Los v a l o r e s i n -

d i cados a l f i n a l de l a l i ' nea s e o b t i e n e n sumando a l g e b r á i c a m e n t e l o s v a l o r e s de 

esa l í n e a y agregando l o s v a l o r e s de l a l í n e a s i r i é t r i c a r e s p e c t o de l a l í n e a de se-

p a r a c i ó n . 

Asi por e jemplos p a r a l a edad IQt 

(1791 .2+63 ,0+21 .2) + (5124.3+40.5+2b\ 6) = Zg74ol 

p a r a l a edad 26t 

(7505 .6+3 .3 - 1 3 . 4 ) + (1791 .2+63 ,0+21 .2) = 9370 .9 

Más a d e l a n t e ( e n e l C a p í t u l o 2) se i n d i c a r á cómo e v i t a r l a fo rmac ión de e s t a t a b l a 

de cá l cu lo5 usando p a r a e l l o nult ipl ic- ' - ' .dores e s p e c i a l e s , que r e s u l t a de e s c r i b i r 

de o t r a manera ña s cómoda l a f ó r m u l a de E v e r e t t . 

E,7. 2 De acuerdo a c i e r t a s h i p ó t e s i s sob re m o r t a l i d a d y n a t a l i d a d en e l f u t u -

r o , se esti-ma que p a r a l o s años 1 9 5 2 , 5 7 . 6 2 . 6 7 . 7 2 , 7 7 y 82 , l a p o b l a c i ó n 

c h i l e n a a l c a n z a r í a l a s i f^u ien te d o t a c i ó n ; ( h a b i t a n t e s en m i l e s ) 

Año 1952 1957 1962 1967 1972 1977 1982 

P o b l a c i ó n 6162 6933 7836 8878 10074 1 1 4 6 0 13077 

Se p i d e d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s ( p o b l a c i ó n e s t i m a d a ) en l o s años d e l in -

t e r v a l o 1962-1972. 

So luc ión 

Tomando como o r i g e n e l año 1962 y como un idad un p e r í o d o de 5 años se t i e n e l a 

s i g u i e n t e s e r i e s 

j - 2 - 1 O 

6162 6933 7 8 3 6 8878 1 0 0 7 4 I I 4 6 0 1 3 0 7 7 

De a l l i que l o s v a l o r e s de l a s d i f e r e n c i a s c e n t r a l e s son? 

;= 1 5 3 1 1 - 1 5 6 7 2 = 1 2 2 1 7 9 1 0 - 1 7 7 5 6 = 1 5 4 2 0 3 3 8 - 2 0 1 4 8 = 190 

16236-63244+47016= 8 13393"7164CH53263= 21 20913-81352+60444= 5 
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con l o c u a l podenos c o n f e c c i o n a r l a s i c ru ien te t a b l a de c á l c u l o : 

pX+1,'2 i pX+2 4 
^5 .1 

Pob lacxán /estxmaaax (en m i l e s ; Año 

0 . 2 1567 ,2 - 4 . 4 0 . 1 

0 . 4 3134 .4 - 7 , 3 0 , 1 

0 . 6 4701 .6 - 3 . 9 0 . 1 

0 . 3 6263 .3 - 6 . 7 0 . 1 

0 . 2 1775 .6 - 4 . 9 0 , 1 3033 .0 1963 

0 . 4 3551.2 - 3 , 6 0 . 2 3235 .6 1964 

0 . 6 5326.3 - 9 . 9 0 , 2 3 4 4 3 . 3 1965 
O.S 7102 .4 - 7 . 4 0 , 2 3 6 5 3 . 1 1966 

0 . 2 2014 ,3 - 6 . 1 0 , 0 9103 .9 1967 

0 . 4 4029.6 - 1 0 , 6 0 . 0 9336 .1 1963 

0„6 6044.4 - 1 2 , 2 0 . 0 9575 .0 1969 
O.S 3059.2 - 9 . 1 0 . 0 

1 
9320.9 1970 

E.1. 3 (Mismo caso d e l e . lenulo a n t e r i o r ) . 

C. Jo rdan ha l o g r a d o demos t r a r que; 

cuyo t á r n i n o g e n e r a l e s : 

„ x + j - 2 ^ / g - k 2 k - l -p 
^21-2 ^i+k 2 i + l -̂ k 

s i e n d o : 

k 2 k - l 

j+k 2 j + l 

En base de e s t e r e s u l t a d o ( f ó r m u l a de J o r d a n ) d e t e r m i n a r l o s v a l o r e s y p a r a 

X v a r i a n d o e n t r e x=0 y x?=2,de 0 , 2 en 0 , 2 , s i se conocen l o s s i . ^ u i e n t e s v a l o r e s ob-

s e r v a d o s : 

X - 2 - 1 0 1 2 3 4 

^x 6162 6933 7336 3373 10074 11460 13077 
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So luc ión 

La demos t rac ión de l a r e l a c i ó n 'de J o r d a n puede v e r s e en e l l i b r o de que es 

a u t o r ( " C a l c u l u s of F i n i t e D i f f e r e n c e s " , Chelsea P u b l i s h i n g Company, New York 1950, 

pags . 390-409) . 

Nota 

P a r a f a c i l i t a r c i e r t o s c á l c u l o s de r u t i n a ( d e t e r n i n a c i ó n de l o s v a l o r e s i n d i -

v i d u a l e s dados .grupos q u i n q u e n a l e s , d e c e n a l e s o b i e n p u n t o s o i v o t a l e s e s p a c i a d o s 

en 5 o 10 u n i d a d e s ) s e dan l a s s i g u i e n t e s t a b l a s a u x i l i a r e s . 

T a h l - v a l o r e s de l o s c o e f i c i v j n t e s 
j-1 x+j-2 

^2.1-2 

X 
PX+1 P X + 3 

X 

0 . 1 0 . 0 4 5 0 0 0.00734 0 . 0 0 1 5 9 0 . 0 0 0 3 4 0 . 9 

0 . 2 0 .08000 0 .01440 0 . 0 0 2 9 6 0 , 0 0 0 6 4 0 . 3 

0 , 3 0 .10500 0 .01934 0 . 0 0 4 0 0 0.00087 0 . 7 

0 . 4 0 ,12000 0 . 0 2 2 4 0 0 . 0 0 4 6 6 0.00102 0 . 4 

F. 0 . 5 0 .12500 0 .02344 0 .004o3 0 .00107 0 . 5 

Tabla de c o e f i c i e n t e s de l o s t é r m i n o s 

1 
C o e f i c i e n t e C o e f i c i e n t e 

1 
de C o e f i c i e i i t e de 

X X ^2 ^2 , ^2 ^3 ^4 
X 

0 . 1 1 .045 - 0 , 0 4 5 1 . 0 6 0 6 8 - 0 . 0 6 8 5 2 0.00784 1 .06863 - 0 , 0 8 2 8 3 0 ,01579 - 0 , 0 0 1 5 9 0 . 9 
0 . 2 1 , 0 8 0 - 0 . 0 8 0 1 . 1 0 8 8 0 - 0 , 1 2 3 2 0 0 , 0 1 4 4 0 1 , 1 2 3 6 0 -0 ,14984 0 , 0 2 9 2 0 - 0 . 0 0 2 9 6 0 . 8 

0 . 3 1 ,105 - 0 . 1 0 5 1 . 1 4 3 6 8 - 0 , 1 6 3 0 2 0 , 0 1 9 3 4 1 . 1 6 3 6 8 - 0 , 1 9 9 0 2 0,03934 - 0 , 0 0 4 0 0 0 . 7 

0 . 4 1 , 1 2 0 - 0 . 1 2 0 1 . 1 6 4 8 0 - 0 , 1 8 7 2 0 0 . 0 2 2 4 0 1 . 1 8 8 1 0 - 0 . 2 2 9 1 4 0 ,04570 - 0 , 0 0 4 6 0 0 . 6 

0 , 5 1 , 1 2 5 - 0 . 1 2 5 1 , 1 7 1 8 8 - 0 . 1 9 5 3 2 —i 0 . 0 2 3 4 4 
! . 

1 . 1 9 6 2 8 - 0 . 2 3 9 2 4 1 0.04784 - 0 . 0 0 4 8 8 0 . 5 

La p r mera de e s t a s t a b l a s , da l o s v a l o r e s de l o s c o e f i c i e n t e s b inora ia l e s que 

i n t e r v i e n e n en l a fó rmu la de y , La 2^ t a b l a se usa en l o s casos en que e l ni5mero 

de v a l o r e s observados en t o r n o d e l c u a l se q u i e r e c a l c u l a r e l v a l o r y e s i g u a l a X 
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Uj 6 6 S, e s t a n d o l a mi tad de e s t o s v a l o r e s (2, 3 ó 4 r e s p e c t i v a m e n t e ) por d e b a j o 

y por encima d e l v a l o r buscado . 

So luc ión 

Volviendo a n u e s t r o ejemplo^ l o s v a l o r e s comprendidos e n t r e O y 1 , t i e n e n 

v a l o r e s por d e b a j o y v a l o r e s p o r e n c i n a j de modo que p a r a e l cálciíLo d e s c a r t a r e -

mos e l v a l o r s u p e r i o r (13077) . P a r a e l c á l c u l o de l o s pun tos en e l i n t e r v a l o 1 - 2 

de sca r t a r emos e l v a l o r i n f e r i o r ( 6 l 6 2 ) p a r a t e n e r 2. v a l o r e s a ambos l a d o s de e se 

i n t e r v a l o . 

De esa manera l o s v a l o r e s ped idos se c a l c u l a n usando l a s i g u i e n t e t a b l a de 

c á l c u l o : 

X ^2 

0 . 8 8044 .4 8189 .4 8493 .1 8033 .0 

0 . 6 8252 .8 8398 .8 8705 .0 8235 .6 

0 . 4 8461.2 8608 .2 8917 .0 8443 .9 

0 . 2 8669 .6 8817 .6 9128.9 8658 .0 

0 . 8 9117.2 9285.6 9636.4 9103 .9 
0 . 6 9356 .4 9527.2 9882.1 9336.2 

0 . 4 9595.6 9768.8 10127.9 9575 .1 

0 . 2 9834 .8 10010 .4 10373.6 9820 .9 

En e s t a t a b l a puede v e r s e que l a s e t a p a s de c á l c u l o son : 

- c á l c u l o de l o s v a l o r e s ( v a l o r e s de i n t e r p o l a c i ó n r e c t i l í n e a ^ como vere -

mos más a d e l a n t e ) 

- c á l c u l o de l o s v a l o r e s Yx usando l o s " m i o l t i p l i c a d o r e s " de l a t a b l a . 

e r Asi por e jemplo e l 1 v a l o r c a l c u l a d o se ob tuvo : 

1 . 1 0 3 8 0 ( 8 0 4 4 . 4 ) - 0 .12320(8189 .4 )+ 0 . 0 1 4 4 0 ( 8 4 9 3 . 1 ) = 8 0 3 3 . 0 

e ) (iv). 

En muchas o c a s i o n e s se d i spone de l o s v a l o r e s y de una f u n c i ó n de l a v a r i a b l e X 
X pa ra v a l o r e s d e l argumento que no guardan n inguna r e l a c i ó n e n t r e s i (como s e r d a -

t o s observados a i n t e r v a l o s i g u a l e s de t i empo) 
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S i X. y X. son dos v a l o r e s v e c i n o s de x , p a r a l o s c u a l e s l a f u n c i ó n y t o n a 1 j — x^ 
l o s v a l o r e s y^ e j y e n t o n c e s e l cambio r e l a t i v o de l a f u n c i ó n queda d e t e m i n a d a 

por l a e x o r e s i o n : 
y.i - yi (48) 
X . -• X . 

y l a o p e r a c i ó n se d e n o t a s i m b ó l i c a m e n t e p o r / ñ . • 

De e s a m a n e r a , l a o p e r a c i ó n " d i f e r e n c i a d i v i d i d a " queda d e f i n i d a n o r l a r e l a -

c i ó n : 

Xj - x^ 

adop tando l a n o t a c i ó n p r o p u e s t a p o r A i t k e n . 

Nota 

En e l C a p í t u l o 2 , daremos l a s f ó r m u l a s y p r o p i e d a d e s más i m p o r t a n t e s de e s t e 

o p e r a d o r . 

f) "FIMGI'N GEIJE¡¿.:T:aZ" (G). 

S i y e s una c i e r t a f u n c i ó n de l a v a r i a b l e x , l o s v a l o r e s de e s t a f u n c i ó n p a -X 
r a l o s d i v e r s o s v a l o r e s p o s i b l e s de x , forman una s e c u e n c i a o s e r i e de v a l o r e s . 

Supongamos que e l v a l o r d e l a , rgu ' iento x s o l a m e n t e puede a d q u i r i r v a l o r e s e n t e r o s 

y p o s i t i v o s 
x : l 2 3 4 5 n 

y que l o s v a l o r e s de l a f u n c i ó n y s e a n : 

yx • ^2 ^4 ^n 

l a f u n c i ó n 
d t h ^ y t " ( 5 0 ) Ji. 

fo rmada m u l t i p l i c a n d o ca,da t é r m i n o y p o r In, p o t e n c i a x de c i e r t a v a r i a b l e a u x i l i a r 

t , y sumando t o d o s e s t o s p o s i b l e s t é r m i n o s , r e c i b e e l nombre de " f u n c i ó n g e n e r a d o -

r a " de l a s e c u e n c i a de v a l o r e s "y^" - La búsqueda de l a f u n c i ó n g e n e r a d o r a de l a s e -

c u e n c i a y se d e n o t a por e l s ímbo lo "G", quedando e n t o n c e s ? 

(51) 
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El uso de l a f u n c i ó n g e n e r a t r i z se debe a Laplace (1312) y s i g n i f i c a un apor-

t e impor t an te a l a n á l i s i s , 

E,i, 1 ;.Cuál es l a f u n c i ó n f?:eneratriz de l a secuenc ia de nuneros d e f i n i d o s 

por l a r e l a c i ó n l / x l ? 

So luc ión 

De acuerdo a l a d e f i n i c i ó n ? 

1 00 -, 

Derivando una vez e s t a r e l a c i ó n se t i e n e : 

Dg(t) = i : g ^ = g(t) 

l o que pe rmi te e s c r i b i r : 

g ( t ) - ^ 

r e l a c i ó n que puede i n t e g r a r s e d i r e c t a m e n t e , con l a cond ic ión que pa ra t = l l a f u n -

ción gene radora toma e l v a l o r " e " , ob t en i éndose : 

g(t ) = e^ (53) 

E,i. 2 ;.Cuál es l a f u n c i ó n genera.dora de l o s números l / x ? 

Soluc ión 

Do acuerdo a l a d e f i n i c i ó n de f u n c i ó n gene rado ra , se t i e n e : 

/ H N c— xX 

der ivando como a n t e s , una s o l a vez , se e n c u e n t r a : 

_ r , x - l 1 Dg = t = ~ 

que puede i n t e g r a r s e d i r e c t a m e n t e , con l a cond ic ión que para t = 0 , l a f u n c i ó n f;ene-

r a d o r a toma e l v a l o r O, con l o c u a l l a función gene radora de l o s números l/x es: 

g = - l og ( 1 - t ) (55) 
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3 o?_^I'iX -3:. la r'-ncion aenerpdora de la secuencia, de valores y"x der.ios-

u-.-ar 

C- = tV'g(t) (56) 

D j -íci.erdo a L; d e f i n i c i ó n uc f u n c i ó n g e n e r a d o r a se puede e s c r i b i r : 

- I y / ' (57) 

i\-(t) xy (5S) 

•̂ 'olviciicjo a dori^ar sr.cû  

D\(t) = .Lx(x-l)y (59) 

coiitinu-'-ndo ov 's rac ion hriota c o n p l e t a r k d e r i v a c i o n e s s u c e s i v a s en t o t a l j 

"i 
l"G(t) (60) 

3Í , l " c i J n l a ; . . u l t i r i i c a u c s co r t '% so l l e g a a l a i g u a l d a d que se t r a t a b a ao 

. " c c t r a r 

S i en l e GĈ .3Ci.ii 5ñ CLabiamos (x) por (x+l) se t i e n e : 

í'iA. .1., T.î '-j 59 crrr.bia.Tos (,x) por (x+2) se obtiene: 

j.- r ^ .ir ̂ lbe'. ^ ""c-ní r::.- la f u n c i ó n r ; ]eneratr iz .í5(t) de l a s e c u e n c i a y ; 
cv/,ndo po s'3 co ioc^ x_:líc'j.tar.ent3 la ley j , s i n o una r e l a c i ó n de r e c u r r e n c i a e n -

^ro V-J t. r e ] a f ' í m c i c n . 
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Por e j e n p l o , p a r a cMiominar l a f u n c i ó n generadora p a r a l a secuenc ia y que 

cumple l a l e y de r e c u r r e n c i a ; 

= (61) 

debemos a p l i c a r a anbos miembros de l a r e l a c i ó n ( 6 l ) e l operador G, es d e c i r 

y tomando en c o n s i d e r a c i ó n l a r e l a c i o n e (¿o) ' 

2Dg - 2tq - g = O 

l o que p e r n i t e e s c r i b i r : 

Dg/g = 1 / 2 ( 1 - t ) 

que puede i n t e g r a r s e f á c i l m e n t e , dando: 
g ( t ) = G ( l - . t ) - l / 2 

quedando tínicamente e l c á l c u l o de l a c o n s t a n t e de i n t e g r a c i ó n C, que debe s e r f o r -

zosamente i g u a l a y ^ . 

g) üi Q. 

Es t e operador d e f i n e l a s i g u i e n t e ooerñ.ción: 

- c á l c u l o de l a derivada, de una f u n c i ó n 

- mu l t i p l i c a , c ión de e sa de r ivada por l a v a r i a b l e x . 

En símbolos puede e s c r i b i r s e e n t o n c e s : 

9 s xD (62) 

e s t a operac ión puede r e i t e r a r s e k veces, dando o r i g e n a l a s i g u i e n t e fórmula de 

i n t e r é s : 

S Z¿ D^ (63) 

en l a que l o s números Z^ r e c i b e n e l no b r e de "nuneros de S t i r l i n g de 2^ c l a s e " 

E s t e nombre se debe a N i e l s e n . 



- 44 -

^ k i Es ú t i l ' d e m o s t r a r que e s p o s i b l e d e s a r r o l l a r 9 en p o t e n c i a s de D'̂  p a r a l o 

cual s -.uir-jr-os ol si::uionte c-" ' • . 
Aceptado que es p o s i b l e e l d e s a r r o l l o , r e i t e r a m o s l a o p e r a c i ó n 9 s o b r e 6 con 

l o c u a l se o b t i e n e : 

r e l a c i ó n que debe s e r i - ; u a l a : 

>~ a, . x^D^ 

i g u a l a n d o l o s c o e f i c i e n t e s de x'̂ D'̂  t e n d r e m o s : 

" k + l j " " " k j 

que e s l a r e l a c i ó n que l i q a niSmeros de S t i r l i n , ' i de 2"' c l a s e y que p e r m i t e - a l i ^ u a l 

que l a r e l a c i ó n e n t r e l o s c o e f i c i e n t e s b i n o m i a l e s - d e t e r m i n a r e l v a l o r de e s t o s n ú -

meros p a r a v a l o r e s d i f e r e n t e s de k y 

P a r a f a c i l i t a r l a a p l i c a c i ó n de l a r e l a c i ó n (¡^3) se da una t a b l a de e s t o s n ú -

meros p a r a k y j v a r i a n d o d c s l o 1 a 1 0 . P a r a v a l o r e s s u p e r i o r e s ( h a s t a 25) puede: 

c o n s u l t a r s e l a Tab l a XXll de " T a b l a s E s t a d í s t i c a s de R . A . F i s h e r - F . Y a t e s . E d i c i o -

nes A g u i l a r , M a d r i d . 

T a b l a . - cL Números de S t i r l i n g de 2 c l a s e Zy. 

V k \ 1 2 3 4 5 6 7 9 

1 1 

2 1 1 

3 1 3 1 

4 1 7 6 1 

5 1 1 5 2 5 1 0 1 

6 1 3 1 9 0 6 5 1 5 1 

7 1 6 3 3 C 1 3 5 0 1 4 0 2 1 1 

a 1 1 2 7 1 7 0 1 1 0 5 0 2 6 6 2 S 1 

9 1 2 5 5 3 0 2 5 7 7 7 0 6 9 5 1 2646 4 6 2 3 6 1 

1 0 1 5 1 1 9 3 3 0 3 4 1 0 5 4 2 5 2 5 2 2 8 2 7 5S80 7 5 0 4 5 

-IQ-
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E.j. 1 Demostrar que e l monento de orden k , r e s p e c t o a l or inien, pa r a l a d i s -

t r i b u c i ó n f ( x ) e s t á dp.do nor l a r e l a c i ó n 

t = l 

s i e n d o g ( t ) l a f u n c i ó n gene radora de l a s e c u e n c i a f ( x ) „ 

So luc ión 

La f u n c i ó n g e n e r a d o r a de l o s d i v e r s o s v a l o r e s de ^ona f u n c i ó n f ( x ) es por d e -

f i n i c i ó n ; 

g ( t ) = f f ( x ) t ^ 

a p l i c a n d o e l operador a ambos miembros de l a r e l a c i ó n s e t i e n e : 

quedando como problema fundamen ta l d e t e r m i n a r e l v a l o r de l a e x p r e s i ó n 

La o p e r a c i ó n 0 sob re una p o t e n c i a e j e r c e l a misma a c c i ó n que l a de r ivada 
t x c i l l a sobre e ya que se t i e n e : 

Dt̂ X 1 t x ^ • X I X I X le. X 

e = t e ; 9 t = x t ; O t = x t 

de esa manera se l l e g a - a que : 9^g( t ) = Z. x^f(x) t ^ (64) 

es d s c i r que l a o p e r a c i ó n a p l i c a d a a l a f u n c i ó n gene radora de l a s e c u e n c i a f ( x ) j 

con l a c o n d i c i ó n t = l , nos da e l momento de orden k , r e s p e c t o a l o r i g e n p a r a l a d i s -

t r i b u c i ó n f ( x ) . 

E.i. 2 Determinar l a e x p r e s i ó n g e n e r a l d e l momento de orden k r e s p e c t o d e l 

o r i g e n p a r a l a d i s t r i b u c i ó n b i n o m i a l 

^ ^n p x n - x 
^ X x 
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S o l u c i o n 

En b a s e de l a f ó r m u l a d e l eje.mplo a n t e r i o r ^ tenemos que d e t e r m i n a r pr i raeramen 

t e l a f u n c i ó n g e n e r a d o r a de l a s e c u e n c i a p j l a que est 
X 

g ( t)=>Ic" (q - f P t f 
» ^ 

a p l i c a n d o e l o p e r a d o r t e n e m o s : 

y h a c i e n d o t = l l l e g a m o s f i n a l m e n t e a l a r e l a c i ó n p e d i d a : 

í "(j)f^ 

1®3 Operadores a p l i c a d o s a l a s f o r m a s e l e m e n t a l e s c l á s i c a s 

E l c o n o c i m i e n t o de c i e r t a s f ó r m u l a s de a p l i c a c i ó n de l o s o p e r a d o r e s r e c i é n in -

d i c a d o s a l a s fo rmas e l e m e n t a l e s c l á s i c a s , p e r m i t e o b t e n e r e l máximo de a p r o v e c h a -

mien to p o s i b l e de e s t o s e l e m e n t o s s i m b ó l i c o s . 

Po r e s a r a z ó n se i n d i c a r á n l a s f ó r m u l a s b á s i c a s que deben s a b e r s e p a r a que r e -

s u l t e cómodo y s e n c i l l o l a d e d u c c i ó n de f ó r m u l a s más a v a n z a d a s . 

Fórmulas con e l o p e r a d o r E. 

E s t a s f ó r m u l a s son l a s s i g u i e n t e s J 

1) E (C y ) =C E y JL Jí. 
2) E (ly^) = r (Ey^) 

3) E (uv) = Eu Ev 

4) E^ (uv) = E^v 

que p o r l a s e n c i l l e z de su e s t r u c t u r a no n e c e s i t a n s e r d e m o s t r a d a s . ( E n l a p r i m e r a 

f ó r m u l a se e n t i e n d e o^ue e l f a c t o r c e s una c o n s t a n t e ) . 
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Fcr r iu l a s con e l o p e r a d o r . 

E s t a s f ó r m u l a s son l a s s i g u i e n t e s : 

1) ^^(cy^) ^ cay^ 

2) / ^ ( > y ) - r ( ¿ \ y ) A. A 

3 ) ¿S ( uv ) « v / \ u + / A V Eu = u/3.v+vZju-f A U A V 

4) /V^(uy) 

5) /-V^.-Uj^) =>_ p — P 

s i e n d o p= 

6) a^(a^l)^ 

7) n " ( k ) ^ ( n - k ) 

s i e n d o x ( x - l ) ( x - 2 ) , , . ( x - n + l ) 

s i e n d o x ^ ^ x ( x - h ) ( x - 2 h ) . . . ( x - nh+h) 

9) c ^ i . / a V = C -

^ n n - 1 

, / -, \ n -X+n-1 s i e n d o C = ( - 1 ) C n ^ n 

n ^ ^ n - u 

^ ( - l ) ^ n 
1 1 ) Cg - (n^k ) C-^^ 

12) 
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13) J-'k J Jl 

U ) f Ííf S^ 
j=k J - J 

Por t r a t a r s e de un j u e g o más numeroso de f o r m u l a s nos de tendremos a d e m o s t r a r 

a l g u n a s de e l l a s , ya que en g e n e r a l son ds b a s t a n t e uso» 

F6rmula 3 i D i f e r e n c i a f i n i t a de un p r o d u c t o . 

Se t i e n e q u e ; Z U u v ) = ( E - l ) u v = Euv - uv 

Ahora b i e n , l a o p e r a c i ó n E(uv) e s i g u a l a Eu Ev, y s i reemplazamos Ev p o r su 

e q u i v a l e n t e ( / \ - l ) v 5 se t i e n e s 

A ( u v ) = Eu E v - u v Eu ( / \ + l ) V - u v 

con l o c u a l , 

A ( u v ) = E u ñ v + V (Eu - u ) 

= EuA.v + V¿\U 

En c u a n t o a l a r e l a c i ó n e s t a puede d e m o s t r a r s e de l a manera s i g u i e n t e : 

, ^ ( u v ) = ( E - l ) u v = E ( u v ) - uv = Eu Ev - uv 

= ( / J + l ) u ( A + l ) v - uv 

y a l e f e c t u a r e l p r o d u c t o se e l i m i n a e l t é r m i n o u y , quedando 

/ \ ( u v ) = u / \ v + v ^ u + ¿KixlAv (65 ) 

Formula E s t a f ó r m u l a s e l a conoce como f ó r m u l a de L e i b n i t z , l a que p e r m i t e e l 

c á l c u l o de l a d i f e r e n c i a de o rden k d e l p r o d u c t o de 2 f u n c i o n e s , s i se 

conocen l a s d i f e r e n c i a s de cada una de l a s f u n c i o n e s d e l p r o d u c t o . 

La d e m o s t r a c i ó n puede h a c e r s e d e l modo s i g u i e n t e : 

/}.^uv) = (E-1)^ uv = E ^ ^ Cj C^ Ê -'Ŝ  ^ 
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e x p r e s i ó n que puede e s c r i b i r s e b a j o l a for raa ; 

á^(uv) = ( e V . c^ e ^ - V c ^ h- c J ( e V c^-^ 

= u« -h 

= u i¿\\)+ cj ( 66 ) 

F^r.-miLa 7s D i f e r e n c i a f i n i t a de un p r o d u c t o de f a c t o r e s e q u i d i s t a n t e s . 

Por d e f i n i c i ó n se t i e n e q u e : 

x ( x - l ) ( x - 2 ) , . , ( x -n+1) 

de modo que? 

= (x+1) x ( x - l ) . . . (x-n-h2) - x ( x - l ) ( x - 2 ) . . . ( x -n+1) 

E s t a d i f e r e n c i a t i e n e e l f a c t o r común, de nodo q u e : 

X ( X - 1 ) ( X - 2 ) . . . ( x - n + 2 ) [ ( x + 1 ) - ( x - n + 1 [ 

Al r e i t e r a r e l p r o c e s o de d i f e r e n c i a c i ó n , t endremoss 

(68) 

Y después de k v e c e s de r e a l i z a d o e l p r o c e s o , e s f á c i l v e r que de l l e g a r á a l a 

f ó r m u l a 7 . 

D i f e r e n c i a f i n i t a de l o s ^ c o e f i c i e n t e . 

E s t a f ó m u l á f l u y © inmed ia t a r aen t e de l a a n t e r i o r . E f e c t i v a m e n t e : 
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de donde : 

n 

n ¡ ( n ) n ¡ - ( n - l ) l " V i ^^^^ 

y da l a misma mane ra : 

A k 1 / ^ k . _ „ ^ ( n ~ k ) _ ^ ( n - k ) _ pX 
n n ¡ Cn) (k ) n ¡ ( n ~ k ) l n -k 

Fórmula 11 ; D i f e r e n c i a c i ó n d e l r e c í p r o c o de l o s c o e f i c i e n t e s b i n o m i a l e s . 

La d e m o s t r a c i ó n puede h a c e r s e d e l modo s i : ; u i o n t e : 

1 n ¡ ( x - n ) l n i 
- xí X 

(n) 

de donde : 

ni 
\ 'n ( x + l ) x ( x - l ) . . . ( x - n + 2 ) ~ x ( x - l ) ( 3 ^ T 7 7 ( x - n + l ) 

- ( x - n + l ) - ( x + l ) n . ( n + l ) l n 1 /o-, n 

r e i t e r a n d o e l p r o c e s o de d i f e r e n c i a c i ó n se t i e n e : 

2/ A / 1 \ n A 1 / n \ / n+1 A 1 n 1 /„„>, 

j " ' (" ~ csíi 

l o que hace p r e v e r l a f ó r m u l a c o r r e s p o n d i e n t e a l p r o c e s o de d i f e r e n c i a r k v e c e s e l 

r e c í p r o c o d e l c o e f i c i e n t e b i n o m i a l . 

Fórmula 1 2 : P r i m e r a d i f e r e n c i a f i n i t a en f u n c i ó n de l a s d e r i v a d a s de l a f u n c i ó n . 

De a c u e r d o a l a f ó r m u l a de T a y l o r , se t i e n e : 

h „ h^ ^ h^ ^ 
yxH-h= V ÍT ^ x ^ ^ ° V JT ° 

p e r o t e n i e n d o en c u e n t a e l d e s a r r o l l o 

1 1 " 2 1 ' 3 1 
-.t t ^ t^ ^ ¿ ^ Á 1 = 1+ TT + TT + TT 
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comparando e s t a s dos r e l a c i o n e s j puede e s c r i b i r s e s imbol ica inente l a p r i n e r a en l a 

forma: e (y ) y como y = E y e n t o n c e s ; X DC« n X 

„h hD 

de l a c u a l se puede e l i i n i n a r l a f u n c i ó n común y ^ a l a c u a l se a p l i c a ambas opera-X 
ciones^ l o que nos l l e v a a l a r e l a c i ó n ; 

E 5 e'^ (73) 

de l a que se deduce : 

/ \ = e '^ - l (74) 

Formula 13- D i f e r e n c i a f i n i t a de orden k conociendo l a s d e r i v a d a s ds l a f u n c i ó n . 

E s t a f ó r m u l a r e s u l t a cómoda cuando se conoce l a e x o r e s i ó n a n a l í t i c a de l a f u n -
c ión y I e l p r o c e s o de c á l c u l o de l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s s u c e s i v a s e s complicado 

X 
por s e r de d i f í c i l e s t r u c t u r a l a e x p r e s i ó n a n a l í t i c a a l a que se a p l i c a e l proceso» 

En base a l a fó rmu la 12 , t enemos; 

. k / D , Nk /_ \ = (e -1) 

e x p r e s i ó n que es p o s i b l e d e s a r r o l l a r en p o t e n c i a s de D, en l a formas 

con l o c u a l n u e s t r o problema queda r e d u c i d o a d e t e r m i n a r l o s c o e f i c i e n t e s â ^ j . 

Pa ra l a d e t e r m i n a c i ó n de e s t o s c o e f i c i e n t e s der ivamos una vez ambos miembros de l a 

r e l a c i ó n , l o que nos da : 

k k e - 1 ) (e - 1 ) = a^^ . ^ - a^^ . 

y que p e r m i t e i g u a l a r l o s c o e f i c i e n t e s de D^ en ambos miembros, o r i g i n á n d o s e l a 

r e l a c i ó n : 

con l o c u a l , de maner-''. b a s t a n t e s e n c i l l a , e s p o s i b l e o b t e n e r e s o s c o e f i c i e n t e s a, 
J 
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E s t o s c o e f i c i e n t e s s e denoninan " d i f e r e n c i a s de l a s p o t e n c i a s (k ) de ce ro" y se d e -

no tan por e l símbolo/l^'^O'^ que p a r a comodidad reduc i remos a l a forma O f̂̂  p a r a i n d i -
J 

ca r que se t r a t a d e l "n-dmero de manera de ocur)ar(k) l u g a r e s con (.1) o b j e t o s , c o n p e r -

mutación de e s t o s l u g a r e s y s i n d e j a r l u g a r e s vacíos ' . ' A f i n de hace r cómodo e l 

uso de e s t o s números en l a s a p l i c a c i o n e s ^ se ha c o n f e c c i o n a d o una t a b l a de e s t o s 

c o e f i c i e n t e s p a r a v a l o r e s de (k) y ( j ) v a r i a n d o desde 1 a 1 0 . 

De e s t a manera en d e f i n i t i v a tendremos? 

(75) 

T a b l a , - V a l o r e s de l o s c o e f i c i e n t e s O. 
J 

y k 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 

2 1 2 

3 1 6 6 

4 1 14 36 24 

5 1 30 150 240 120 
1 1 

6 1 62 540 1560 1800 720 
k l 

7 1 126 1806 8400 16800 15120 5040 

8 1 254 5796 40ñ24 126000 191520 141120 4032o 

9 1 510 1 8 1 5 0 186840 834120 1 9 0 5 1 2 0 2328480 1451520 362880 

10 1 1022 55980 818520 510300 16435440 29635200 30240000 1 6 3 2 9 6 0 0 

10 

E j . 1 D e t e r n i n a r l a d i f e r e n c i a f i n i t a p a r a l a f u n c i ó n ^ x ^ . 

So luc ión „ „ 

E j . 2 Debominar e l v a l o r de l a e x p r e s i ó n ; 

( l ~ a x ) ( l - b x ^ X l - cx^)( l -^dx^) 
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S o l u c i ó n 

La d i f e r e n c i a f i n i t a de o rden 1 0 , e x i g e e l c á l c u l o de l a s d e r i v a d a s de l a f u n -

c i ó n a p a r t e d e l o rden 10 . Como e s t a e x p r e s i ó n e s de o rden 10 l a d i f e r e n c i a p e d i d a 

v a l e s 

¿ \ ^ ° ( a b c d x ^ ° ) = ^ ( a b c d x ^ ° ) = D l ° ( a b c d x ^ ° ) = abcd lOÍ 

E,i. 3 Ava lua r e l v a l o r de l a e x p r e s i ó n ; 
n / n , , n - l x /y ( a x + bx ) 

S o l u c i ó n 

Ya que deben c a l c u l a r s e l a s d e r i v a d a s de o r d e n n y s u p e r i o r ^ e l 2° t é r m i n o no 

p a r t i c i p a en n u e s t r o s c á l c u l o s , t e n i é n d o s e por l o t a n t o : 

A n , n , , n - l s / \ n / n>. / . n n „ n , n , 
Z j ( a x + bx )= lA ( a x )= a/Ji. x = aD ¡x = an l 

Fórmula 14? D e r i v a d a de o r d e n ( k ) en f u n c i ó n de l a s d i f e r e n c i a s f i n i t a s . 

En m ú l t i p l e s ocas iones ; , p a r a una s e r i e de o b s e r v a c i o n e s no e s p o s i b l e c o n o c e r 

l a forma a n a l í t i c a e x a c t a , p e r o l a s o b s e r v a c i o n e s en s í , p e r m i t e n c a l c u l a r l a s d i -

f e r e n c i a s f i n i t a s de l a f u n c i ó n o b s e r v a d a . En e s e c a s o puede i n t e r e s a r e l c á l c u l o 

de l o s v a l o r e s de l a s d e r i v a d a s de l a s e r i e e m p í r i c a en l o s p u n t o s o b s e r v a d o s o en 

o t r o s l u g a r e s , l o que se consir^ue a t r a v é s d e l uso de e s t a f ó r m u l a (genera l . 

P a r a d e m o s t r a r e s t a f ó r m u l a , debemos n o t a r q u e : 

14- /\ ̂  

de l o que se deduce ; D 2 1 0 3 ( 1 + / i ) 

de donde l a d e r i v a d a de o r d e n k v a l e ; 

D^ =!log(l+A)jk 

e x p r e s i ó n que puede d e s a r r o l l a r s e en p o t e n c i a s de - A , en l a f o r m a ; 

l o g ( l + A ) k ^ / J ^ = ^ a. 

E l p rob lema se r e d u c e a h o r a a l a d e t e r m i n a c i ó n de e s t o s c o e f i c i e n t e s a, J 
l o que puede h a c e r s e de l a manera s i - ^ u i e n t e ; 
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derivadnos aabos n i e n b r o s de le. e x p r e s i ó n , l o que nos da ; 

(l.A) 5 . ̂  - k ^ 

y s i i~ualanios l o s c o e f i c i e n t e s de l a p o t e n c i a j dsZi^ se e n c u e n t r a : 

r e l a c i ó n que nos p e r m i t e a v a l u a r l o s c o e f i c i e n t e s a, p a r a v a l o r e s v a r i a b l e s de 

^ y j« A f i n de ev i ta , r l a c o n f e c c i ó n de una ta .b la con números que c r ecen muy r á p i -

damente ^ conviene i n t r o d u c i r o t r a s u e r t e de c o e f i c i e n t e s , que e s t á n r e l a c i o n a d o s de 

l a s i g u i e n t e manera; 
- cJ = S-tl - J 

r e l a c i ó n o b t e n i d a de l a a n t e r i o r p r e v i a d i v i s i ó n de ambos miembros por k ¡ . E s t o s 

c o e f i c i e n t e s ^ ^ ^ / k l r e c i b e n e l nombre de "mfcioros de St i r l ing; : de c l a s e " ; 

juegan un n a p e l b a s t a n t e i m p o r t a n t e en l o s d e s a r r o l l o s en s e r i e . 

En d e f i n i t i v a tenemos l a r e l a c i ó n : 

m 
k •i I (76) 

que pa r a f a c i l i d a d de a p l i c a c i ó n se han c a l c u l a d o l o s números S^ pa,ra v a l o r e s de 

k y j v-:.riando desde 1 a 1 0 . 

T a b l a . - A 3. N4meros de S t i r l i n a ; 1 c l a s e S^ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 

2 - 1 1 

3 2 - 3 1 

k - 6 11 - 6 1 

5 ¡ 24 - 5 0 35 - 1 0 1 

6 ' ¡ -120 274 -225 85 -15 1 

7 720 -1764 1 6 2 4 -735 175 - 2 1 1 

8 -5040 1 3 0 6 8 -13132 6769 - i 9 6 0 322 - 2 8 1 

9 -40320 -109534 118124 -67284 22449 -4536 546 - 3 6 1 

10 362830 1026576 - 1 1 7 2 7 0 0 723680 -269325 63273 -9450 870 - ¿ 5 1 
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r e s u l t a n d o a s i p a r a l a s 3 p r L n e r a s d e r i v a d a s : 

a 3 + -11- ü'»- I .. (77) 

ñ ^ - l ñ V Z f i S , . . . 

E.1. 1 E n c o n t r a r una e x p r e s i ó n . gene ra l c a r a l a d e r i v a d a de o rden k de l o s c o e -

f i c i e n t e s b i n o n i a l e s C , n 

Demostración 
E l p rob lema f u n d a n e n t a l e s d e s a r r o l l a r l o s f a c t o r i a l e s en s e r i e de p o t e n c i a s 

de Xj ya que e s t e e l e m e n t o e s f á c i l de d e r i v a r . P a r a e l l o e s c r i b a m o s : 

n 
X/ a . x'̂  (n) \ 

si multiplicarlos por x anbos miembros se tiene: 

r- i-'rl X/ , N + n X/ /_ a . X (n+1) (n ) n , j 

y a c e p t a n d o c i e r t o y p o s i b l e e l d e s a r r o l l o de l o s f a c t o r i a l e s ^ tenemos d e s p u é s de 

i g u a l a r l o s c o e f i c i e n t e s do l a p o t e n c i a x'^ do ambos miembros ; 

a .+ n a .= a . -, 

r e l a c i ó n que c o r r e s p o n d e a l a de l o s "númaros de S t i r l i n / r , de 1 c l a s e " . 

De e s a manera t e n e m o s ; 
^ _ y ^n 3 

r e l a c i ó n que d i v i d i d a p o r n j nos da e l c o e f i c i e n t e b i n o m i a l C^. 

De a l l i se deduce que l a d e r i v a d a de o rden ( k ) de l o s c o e f i c i e n t e s b i n o n i a -

les es if;ual as ^ 
i ¿ s " j. , xj-^ (78) 

n n ¡ k j -^(k) ' 
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Nota 
De la relación anterior puede deducirse la inter^ral de los coeficientes bino-

niales: ^̂  ,, 
r" j+1 
I ĉ 'd = -i- s"! ̂  + k (79) J n X n i l j j+1 ^ 

di. 1 "̂-"-x Ej« 2 Si por definición la fuerza de mortalidad - j ^ j siendo 1 
X X 

el nijmero de sobrevivientes en el x ^ ^ cumpleaños^ determinar el valor 
/î Q̂ dada la sic^uiente informacións 

Edad X 50 51 52 53 

X 73499 72724 71753 70599 

Solución 
En base de esta información se tiene; 

de donde; 

X 1 
X Zf^x A 

50 73U99 
51 72724 - 775 
52 71753 - 971 -196 
53 70599 -1154 -133 13 

/ A^ 
«V 2 ' 3 i ' -

= -775+ 98+ 4e33 = • - 672.67 

M 672.67 
50 73499 = 0.00915 

Ej.y ^^.^S^'^Qstrar nue la tercera derivada da una función de x, está dada 
aproximadamente por la tercera diferencia en el punto (x-3/2)» 

Demostración 
En símbolos se debe demostrar que, aproximadamente^ se tiene; 
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De acuerdo con la fornula 14 tenenos: 

d3 3.. Í A ^ . l 1|. g A 7 Í ... 

Esta relación la podoTios coínparar con el desarrollo sirjuiente; 

/A3- I ^ a 5 . g ü A ? í ... 

lo que permite ver que aiabas expresiones son muy parecidas, lo que viene a demostrar 
la proposición. 

E,1. 4 Si se define el siguiente operador "o " de subdivision de intervalos 
a través de la relación; 

E = ( l + / f (80) 

;le:.iostrr..r que se tiene; 

- - mk j=k ^ k j jl ^^^^ 

en quo l^s coeficientes cumplen con la ley de recurrencia; 

P = P + (32) 

Demostración; = m ~ ^ 
De acuerdo a la definición del oper<ador "J " podo-.̂ os escribir: 

/T ^ 
J ? - 1 

y teniendo en consideración Oĵ ues 
E = e^ 

entonces: „ 
=fe§ ~ 1)^ = ^^ t Z^ a-u 

ra 

k a siendo Z. los niimeros de Stirlin" de 2 clase» J 
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Ahora bienj, las derivadas las podemos expresar en función de las diferencias 
finitas a través de la relación (fórnula Ik)' 

oo ., 
= É , ir ^ 

con todo lo cual se tiene, lue.;¡o de reemlaza.r: 

J3Q 

m 
_4i 

siendo: 
P _ íi^ 3J 1 

Podenos encontrar la ley de recurrencia de estos coeficientes usando las leyes 
S. Si de recurrencia entre los números de Stirling de 1 y 2 clases 

m _ n-1 / , X ̂ m (83) 

n n-1 n-1 ( 8 4 ) 

con lo cual se tendrá la ley de recurrencia: 

siendo: 
w = " - 1 m 

Este operador "d " de subdivisión de intervalos es de bastante uso en proble-
mas de ajuste (o de suavizaniento) o de búsqueda de valores intermedios, dándose va-
lores (pivotales) i.'̂ ualraente distanciados en varias unidades. (Es corriente deter-
minar valores distrjiciados en 5 unidades o tal vez en 10 y despúes se desea determi-
nar los valores intermedios). 

Como por ejemplo: Dada la serie de valores 

Edad x: 45 50 55 60 65 
2.871 2 . 4 0 4 2.083 1 . 8 6 2 I..712 
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se pide deteminar los valores de ^x para 46, 47» y 49 años. 

En este caso resulta muy cómodo calciilar las diferencias J](^7"en fun-
ción de las diferencias A , tí^, ZP, ñh, de los valores observados. 

Por esta razón es sumamente útil tener a disposición una tabla de los coefi-
cientes P, . para cualquier valor de "in'% la que se da a continuación; 

K, j 

Tabla.-

k 

Valores de 

.1 \ 1 2 3 4 5 
1 1 
2 w 1 
3 
4 

3w 
w (7w-4) 

1 
6w 1 

5 w(25w-10) lOw 1 

la que se complementa con una tabla para m=5 que es un caso bastante corriente. 

.T \ 1 2 3 4 5 
1 1 
2 - 4/5 1 
3 36/25 - 12/5 1 
4 -504/125 192/25 -24/5 1 
5 9576/625 -792/25 24 -3 1 

de modo que para la subdivisión de intervalos con datos originales (o pivotales) es-
paciados igualmente en 5 unidades, los diversos valores de las diferencias finitas 

' O > Ó > O > s e r á n . 

00 
j - ^ p _ 1 ( p ü 
" 5 1 ^IJ jl 5 ^ ̂ 1,1 li + P, 1,2 21 31 lA í^l 

(o6) 
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(2 ^ = U Ái .132. ^ 231 JÉ. + 
' - ~2 ^ y- 52 21 " 5 3i 25 4 : " 25 51 •• 

= - 4 ^ + 16 - 66 ^ ^ . . . (37) 52 34 55 

de la misma manera: 

.a' 
5^ 

(38) 

= (09) 

Aplicando estas relaciones para el ejemplo numérico dado más arriba se tiene; 

= - 0,467 = 0.146 ^ o = - 0-046 = 0,017 

de donde: 
p. (3 / 4 

J ^ = - 0 .10786 elo = 0 .007747 o ^ = - 0 . 0 0 0 5 3 1 2 ¿ ^ = 0 ,0000272 

E.i. 1 Dado los valores ^o = O; ^10 = 174; ^20 = 347; ^30 = 518. Determinar 
los valores internedios entre ^o e ^10. 

Solucion 
m = 10; w = 9/10 

con lo cual: ^ 2 ,3 

= l o í ^ n - 1 0 ^ l o o ~ f 

. 2 3 

= = = - 1 0 0 ^ = - (despre-2. 10 J. 100 ciable) 

es decir los valores son: 

€) I 25 35 45 55 65 75 85 95 
17,42 34.% 5 2 . 2 6 . 69/?Í 87 .10 1 0 4 . 5 2 121.94 1 3 9 . 3 6 156.78 



... 61 -

5.1, 2 Dado l o s v a l o r e s ^o = 23.12341 = 23 .7234 ; ^12 = 24.68341 718=26.1330^ 

D e t e r m i n a r l o s v a l o r e s i n t e r m e d i o s e n t r e yo e 7 6 . 

S o l u c i o n 

con l o c u a l 

m = 6 w = - 5 / 6 

y A 

23 .1234 

23 .7234 0 . 6 0 0 0 0 

24 .6834 0 . 9 6 0 0 0 . 3 6 0 0 

26 .1330 1 . 4 4 9 6 0^4396 0 . 1 2 9 6 

o b i e n ; 

ó = 21 
¿2 2¡ 2 3 1 ^ ^ == 0 . 0 0 7 0 

21 = 0.1296 
¿3 31 216 

= 0.0006 

23 .1234 

23 .2039 0 . 0 8 0 5 

23 .2914 0 . 0 8 7 5 0 . 0 0 7 0 

23 .3865 0 . 0 9 5 1 0 . 0 0 7 6 0 . 0 0 0 6 

2 3 . 4 8 9 8 0 . 1 0 3 3 0 . 0 0 8 2 O0OOO6 

23 .6019 0 . 1 1 2 1 0 . 0 0 8 8 0 . 0 0 0 6 

23 .7234 0 . 1 4 5 0 . 0 0 9 4 0 . 0 0 0 6 

k 

1 
2 

3 

4 

5 

y, = 23 .1234 + Cf 0 . 0 0 0 5 + ¿ 0 . 0 0 7 0 + c!5 0 , 0 0 0 6 K 1. /¿ ^ 
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Fámulas con el operador M, 

Las formulas de nayor utilidad son las si';;uientesí 

1 ) M(cy ) = c My 

2) 

3) M(uv) = uv - vMu + Eu Mv 

4) M^(uv) C^ A^u E^ M^-j V J 

5) K a ^ + 

6) M X(^) = (x^l- I ) 

^ n n n-1 

a) M = 1 c-^; H^ c ^ i o-;; 

de las que denostrarenos; 

Fómula 3° Media de un producto (uv) 

Se tiene que: 
-•-r ^ 1 uv j Eu Ev í'i(uv) = - (1+E)uv = -r- + 2 ' ' 2 2 

Í S E U ( M - i)v = HY v ^ ^ E U Mv 

- v(M- + Su Mv 
2 ^ . 2 ' 

M C U V ) = uv - V M u + Eu M v (90) 
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Fórmula Media de orden k del producto (uv). 

El problema fundamental es deterninar la forma mas cómoda para M(uv)= Esta 
forma es la siguiente: 

>1 1+E uv , EuEv uv , (1-f o)" „ M(uv) = — uv = - -1- - y — = - Ev 

,'uv u Ev"̂  á u Ev „ . Ev V ^ fj-y . [ . — — 

V 2 2 

De allí puede deducirse la forma de M (uv), aplicando el operador (M) a la me-
dia de (uv). En efecto: 

x'í̂ (uv) = M(Muv) = M(u Mv) + M 

Los valores medios de cada uno de los sumandos pueden obtenerse de la expre-
sión anterior 

M(u Mv) = u M^v A u ^ 

ñ u Ev ^ ñ u M(Sv) E^v 
2 " 2 4 

con lo cu?l: 
«2/ N . ̂  ñ u EMv . h^u E^v M (uv) = u .'x V + 2 ^̂  + r 2 22 

Reiterando el operador (M) se tiene: 

«-3̂  N /,-3 > ̂  o ^̂  u Efl̂ v ^ „ /A^u E^Iv E^v i<(uv) = u(irv) + 3 ^ + 3 — — + — -

expresión que puede generalizarse fácilmente, ya que los coeficientes numéricos 
son precisamente los coeficientes binomiales^ de donde: 

M (uv) = U r (V) + C^ • 2 ^T" 

( 9 1 ) 
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Esta fórmula permite determinar el valor de M (uv) si se conocen las medias de 
orden inferior. 

Fórmula 8; Valor medio de orden, k de los coeficientes binomiales. 

Por definición se tiene: 

« K'' = I ^ 
lo que puede reducirse a: 

M C^ = i x 2 (x+l)»(n-x)i 
1 (n+l)l 
2 (x+l)Un-x)¡ 2 ''x+l (n-x)-f(x-í-l) = i = i (92) 

reiterando el proceso de la media hasta Herrar a la media de orden k se tiene la 
fórmula dada. 

Fórmiolas con el operador G. 

Las fórmulas de mayor utilidad son las sií^uientesí 

1) G (cy^) = c Gy^ 

2) G (ry^) =>_Gy^ 

3) G y. x+1 - y. A 

4) G (.^y^) = (l-t)c^(t)-y^ A 

, k-1 . , 
5) G (ífy^) = g(t)- y.t^ A X _ o J . 

6) G (C") = (1-̂ t)" 

n\ I / c (cí) - tVíi-t)"-"^ 
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8) G X(^) y^ = t^ D^ 5(t) 

9) G = D 

10) G(x+2)(x+l)y^^2 = s(t) 

De estas fórmulas, la fóraula (-3) ya fué demostrada al presentar el oper^.dor 
Gj y las fórmulas (9) y (K'') son casos especiales de (7) 

Nos ocuparenos entonces de las f6r:mlas restantes; 

Formula 4? Función veneradora de las priraerc.s diferencias de una función ^x. 

Se tiene que: 
G ( / \ y ^ ) = G (E-l)y^ = G y^^^ - G y^ 

y en base a la fórmula 3, se llŝ -̂ a a que: 

G( A y ^ ) = ' s C t ) - y^ l / t - g ( t ) ( 9 3 ) o 

que corresponde a la fórmula propuesta. 

Fórmula Función r.eneradora de ^̂ x. 

La función generatriz puede escribirse en la forma: 
k-1 

,(t) = 5 y^ t n G y^^^ 

y dado a que yx+k^^'^^x^ fícil ver entonces que ello corresponde a la fórmula 
prcnuesta. 
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1.4 Operaciones inversas con el operador A „ 

Al igual que sucede en el cálculo diferencial y el cálculo intep^ral^ las ope--
raciones/\ y M pueden realizarse en sentido inverso, es decir, puede determinarse 
la función y de x cuya pr^nera diferencia es una forma dada v . Bsto,coino se anotó 
mas arriba, es semejajite al caso de buscar la integral de una función de x. 

De acuerdo a la definición de diferencia finita se tiene: 

^̂  ̂ x = W ^x ^94) 

si a esta diferencia la denoninanos v^, entonces en un intervalo de variación 
(a, a+nh) se tendrán las relaciones: 

X 

^a+h - ^a = ^ • ^a = ^a 

= (95) 

^a+(nH-l)h " ^a+nh ĉ ' ^ a+nh a+nh 

y sumando miembro a miembro estas diferencias se obtendrá; 
a+nh 
V - \ = 5^a+(n+l)h - ^a (96) 

relación que exoresa que la suma de n térninos de la serie v , es igual a la dife-
rencia de los valores y"a,+(n+l)h ® ^a ^^ función inversa el sentido de di-
ferencia finita). 

Esta relación nos permite por lo tanto determinar la suma de n términos de una 
serie cuyo término general es de la forma v , si se conoce la función inversa de v 

1 ^ X 
De esta manera aoarece la operación -Zi~ y para el caso recién indicado se tendrá: 

A \ = y^ (97) 
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a+nh , 
/T; V = /A'^Íy . V ) (98) a X x+(n+l;h a'' 

Debe advertirse aue los operadores /}j no son connutativoSs es dscir^del 
orden en que se realicen las operaciones depende el resultado final. Por lo tanto, 
la operación no conduce al ;nisno resultado que la operación ¿J ¿A . Siem-
pre se tendrá que -'j/A" =1 en csrbio /A será en r:;eneral diferente de 1. 

Fórnulas de uso más frecuente con el oper̂ i.dor 

Estas fórmulas son las si;uientes: 

1) A-1 c = ¿ X + k 

3) = i + k n h n+1 

/ > / \ -1 X a , , 4) •-i a = - r — + k 

, , X , h+h 
5) A - l X a^= - H ; r k ah 1 (ah- i) 2 

7) A -^(-if a^= ¿ y + k 

9) 
• S s • X J o 
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10) 

11) A " " ^ ( u ¿ \ v ) = uv - / \ ~ ^ ( E v ¿ \ u ) 

oo 

12) Z\-i(uAv)= E 
j = l 

De e s t a s f ó r n u l a s d e n o s t r a r e m o s l?.s f á m u l a s 9 , 1 0 , 1 1 y 1 2 . 

F o r n u l a 9* Suma de n t é m i n o s de una s e r i e cuyo t é r n i n o ^ e n e r a l e s Jx^ 

De a c u e r d o a l a f o r n u l a (71) so t i e n e : 

r. = A" (ŷ  - ŷ ) 

quedando r e d u c i d o e n t o n c e s e l p r o b l e m a e x p r e s a r y en f u n c i ó n de y y l a s d i f e -

r e n d a s f i n i t a s ^-u ías ; / \ y^ ; / \ y^^ / i . . . 

Se s abe además q u e : 

con l o c u a l t e n e m o s : 

y h a c i e n d o un r eemplazo en e l segundo n i e n b r o de l a sur.:a: 

con l o c u a l queda demos t r ada l a f ó m - u l a . 
E.j. D e t o r i i i n a r l a suma de l o s cubos de l o s (n) p r i m e r o s niímeros de l a s e r i e 

n a t u r a l de númsros e n t e r o s « 

S o l u c i ó n -, 

E l a rob lema e s ava. luar l a sixmat S„ = (x-^1) 
3 o 
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En e s t e c a s o k=3, n e c e s i t á n d o s e e n t o n c e s d e t e m l a r l a s 2. p r i m e r a s d i f e r e n c i a s 

f i n i t a s de l a f u n c i ó n . 

y = (x+l)3 

Las d i f e r e n c i a s f i n i t a s son ; 

/_\ y ^ = + 9x + 7 

l \ V = 6x + 12 

' 6 

con l o c u a l l a s d i f e r e n c i a s g u í a s tonian l o s v a l o r e s ; 

l o que p e r m i t e e s c r i b i r ; 

S3 = Cj + 7 C^ + 12 C^ + 6 C^ 

e x p r e s i ó n que se r e d u c e f i n a l m e n t e a ; 

q _ "n(n+l)"" 2 
3 ~ _ 2 

e s d e c i r : l a suria de l o s cubos de l o s ( n ) p r i m e r o s números de l a s e r i e n a t u r a l de 

n ú m e r o s , e s in:ual a l cuad rado de l a suria de e s t o s números . 

Formula 1 0 : E x p r e s i ó n qvie do. l a suma de l a s p o t e n c i a s ( k ) de l o s ( n ) p r i m e r o s 

números de l a s e r i e n a t u r a l en f u n c i ó n de f a c t o r i a l e s . 

E l p rob lema f u n d a m e n t a l e s e x p r e s a r l a f u n c i ó n y = x"^ en f u n c i ó n de f a c t o r í a -

l e s b a j o l a f o r m a ; 

x^ = a , X/-, X + a _ x,„>, + a ^ + . . . n , l ( 1 ) n^2 ( 2 ) n , 3 ( 3 ) 

En e s t a e x p r e s i ó n a h o r a e s n e c e s a r i o d e t e r m i n a r l a l e y que r i g e l a f o r m a c i ó n 
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de estos números a ., de la raisna manera cono se hace con los coeficientes bino-
niales. 

Para este objeto nultiplicanos anbos nieribros por x^ notando que: 

con lo cual se tiene: 

n+1 - a + a 2 + a 3 X or ""iui 

= a ., , X/- \ + a 

relación; 
En esta expresión podenos igualar los coeficientes de ^q^j» lleva a la 

a . - , + i a . = a . 

la que nos perriite deterninar de na,nera bastante sencilla el valor de estos coefi-
cientes para valores V2.riables de (n) y (j). Estos coeficientes reciben el nombre 
de "números de Stirling; de 2̂ ' clase" y los denotaremos por Z^, 

De alli que la sur.ia es equivalente a: 

x^ O Z z J .) . . 

realizando la operación ^(j) Hef^a a: 

k j+1 
( ion ) 

^ A í el Pa.ra facilidad de aplicación de los números Z^ de Stirling de 2' clase, con-
súltese la ta,bla de esos números para (n) y (j) variable desde 1 a lOj, dada en 
paj, -'.3 5 cuando se pasó el operador 9. 
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3,1.. 1 Calcular la suj-ia de los cuadr.-dos de los (n) priinoros números. 

Solución 
f 2 _ '1 ^ i r y ^ l „2 _ Se tiene: 
1 

= ín±|)ÍL í n ± l L n ( i ^ . n(n-M) (2n.l)/6 

S.1» 2 El misno de antes; Cálculo de la suma de los (n) primeros cubos de 
los n'.meros de la serie natural. 

Solución 
Se tiene; r ^ - vi , ("+1)3 ^2 , (n+lh .3 

íli±l)ll(l)+ (n+l)n(n-l)^.^, (n+l)n(n-l)(n-2)^^ 

n(n+l)" 
I - 2 -

Formula 12: De la suma reiterr.da por partes. 

Se sabe que: 
/ \ UY = U Z I V + Z V u 

o sea: 
uZlv = ¿Ü(uv) - Sv /J u (IC'I) 

y aplicando el operador ,¿\ ̂  a ai'ibos nienbros se tendrá: 

Z\-^(u Z\v) = uv - ,¿\-^(Ev/i\u) (102) 

Esta relación la aplicarnos al térnino (Ev /\\i), obteniéndose: 

/:l~^(EVZ\. u) = ¿\u A ~ ^ ( E v ) (103) 
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valor ô ue sustituimos en la relación (73) llegando a: 

z\,"̂ (u/_\v) = uv -¿\-^(Sv)¿\u +¿r^(/A."VYZ\2u) (104) 

De la misraa manera aplicando la fórmula (73) al término se ten-
drá: 

A'^ÍE^v ' ^"^E^v)- A"^( / r V v A \ ) (105) 

y haciendo la sustitución en la relación (75) se tiene: 
A~^(u/\v) = uv -/.r^(sv)/\u+ / r ^ ( A - V v ) A V a - 1 ( A - V V A \ ) 

(106) 

con lo cual ya puede verse la ley de formación^ la que corresponde a la dada en la 
fórmiila (7). 

E.i. 1 Demostrar que la suma de la serie: 

X -X x+1 ^-x-1, , pX+n _-x-n 
2 + S ^ W 2 + ... 

es i,T;ual a 
2 - (l+x)/2''"^ 

Solución 
Observando la relación (77) podemos ver que si hacem.os los cambios: u= 
v='̂ x se obtienen los respectivos términos de la serie que deseamos sumar. 

La suma la obtenemos en base de la. fórmula: 

-, X , x+h 
A -ifx P^l = ^ ^ - ^ ^ + k 

a -1 (a -1) 

haciendo los cambios: 
a-l/2; h=l 

j determinándose la constante k con la condición que para x = O debe tenerse que 
la siama vale 2. En definitiva la suma pedida vale: 

2 - u-f-x;2~ " 
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B,i. ,2 Deterrainación de la solución particular para la ecuación 

n "̂ x+n 

en el caso .?:eneral» 

Solución 
La ecuación de condición puede escribirse abreviadanente de la nanera; 

t(E) y^ = f(x) 
A . 

y la solución particular por lo tanto ess 

U = f ( x ) (107 ) 

El denominador puede descomponerse en factores en la forma: 

j. h. b. 
t (E) E-r^ ^ E-r. + n 

E-r n 
(IOS) 

siendo: 

b. = 
3 D ^ ( r ) r=r . 

3 ( 1 0 9 ) 

ya que: 

(E-a) a"""̂  F(x) = a^í\F(x) (110) 

cambiando a^/\F(x) por f(x) se tendrá en esta relación: 

(E-a) i f(x) = f(x) 

o sea oue: 

^ f(x) = a - 1 /J-1 a-^ f(x) üí-a 
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con lo cual la solución particular es igual a: 

u = b^r^ x - 1 /\-l~' -X r̂ -̂  f(x) -f • b r ¿1 n n r - f (x ) ( m ) 

y sienrore y cuando que "r" no sea una raíz de la ecuación: "t;(r) = O. 

Nota 
Para una mayor profundización del tema "Ecuaciones de diferencias finitas" 

puede consultarse la obra de Jordan en el Capítulo XI. Los ejemplos que aquí se 
han analizado se han dado únicamente para indicar cómo se pueden aprovechar los 
operadores para resolver este u otros asuntos en el campo de las diferencias fi-
nitas. 
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