S e

(/ ~§5 ICELADt!

r DUCUMENTO
"NCROHLMADO

i
\
A

CENTRO LATINOAMERICANQ DE DEMOEGRAFIA

Noviembre, 1970,
1000,

Serie B, N° 31,

Distribucilén irterna

Iuis Herrera S,

a2y

APUNTES DE ELEMENTOS
DE ALGEBRA MODERNA






INDICE

E CONJUNTOS ottt et e ettt e ae et eve e ae e s e e ae e e eraeenreean

1. Definicién. 2. Notacién. 3. Pertenencia. 4. Conjuntos finitos e infi-
nitos. 5. Comparacién de tamafios de conjuntos. 6. Igualdad de con-
juntos. 7. Conjunto vacio. 8. Subconjuntos. 9. Subconjunto propio
10. Comparabilidad. 11. Conjuntos disjuntos. 12. Conjunto universal.
13 Conjuntos de conjuntos. 14. Diagrama de Venn. 15. Problemas
propuesios.

EZ OPERACIONES CON CONIUNTOS...cccrtvereiceeereeseecre s e eeeerees e evssannen

I. Unidén. 2. Interseccién. 3. Diferencia. 4. Complemento. 5. Propie-
dad de las operaciones. 6. Leyes de Morgan. 7. Problemas propuestos.

I CONIUNTOS DE NUMEROS . ittt s e e

1. Conjunto de los nimeros naturales. 2. Operaciones con elementos
de N. 3. Conjunto de los nimeros enteros. 4. Igualdad y desigualdad
enire nimeros enteros. 5. Operaciones con nimeros enteros. 6. Con-
junto de los nimeros racionales. 7. Igualdad de niimeros racionales.
8. Operaciones con nimeros racionales. 9. Teorema. 10. Conjunto de
los nimeros reales. 11. Igualdad y desigualdad entre nimeros reales.
12. Operaciones en el conjunto de los nimeros reales. 13. Valor abso-
luto de un numero real. 14. Conjunto de los nimeros complejos.
15 Operaciones en el conjunto de los nimeros complejos. 16. Ine-
cuaciones. 17. Intervalos (finitos). 18. Intervalos (infinitos). 19.
Intervalos (acotados).

IV RELACIONES ottt ettt e st et e e are e e s

1. Pares ordenados. 2. Producto cartesiano. 3. Relacion. 4. Grifico de
una relacién. 5. Dominio y recorrido de una relacién. 6. Relacién in-
versa. 7. Relacion reflexiva. 8. Relacidn simétrica. 9. Relacidn antisi-
métrica. 10. Relacién transitiva. 11. Relacién de equivalencia. 12.
Problemas propuestos.

V. FUNCIONES e e e

1. Definicién de funcién. 2. Recorrido de una funcién. 3. Funciones
inyectivas. 4. Funciones epiyectivas. 5. Funciones biyectivas. 6. Ope-
radores. 7. Funcion identidad. 8. Producto de funciones. 9. Inverso
de un elemento del co-dominio de una funcién. 10. Funcién inversa.
11. Problemas propuestos.

VI GRUPOS i it ettt e r s sr st s st e e e s e aaneas

1. Definicién. 2. Ejemplo. 3. Tabla de la operacién o. 4. Problemas
propuestos. 5. Subgrupos.

VII RAZONAMIENTO MATEMATICO it

1. Proposiciones. 2. Induccién y deduccién. 3. Tipos de razona-
mientos usados en matemdticas. 4. La induccién matemadtica.

.22

. 26

.3

. 34






I -CONJUNTOS -

1. Definicién. Un conjunto es una coleccidén o clase bien definida de objetos.
Los objetos pueden ser niimeros, personas, letras, rios, etc.

Estos objetos reciben el nombre de elementos o miembros del conjunto.

Ejemplos:
1) Los nimeros impares. 4) Los funcionarios publicos.
2) Las capitales de los paises americanos. 5) Las soluciones de la ecuaciéon x2 -3x +2 =10
3) Lasletras b.c,d.f.g. ‘
2. Notecion. Un conjunto se designa por una letra mayuscula: A, B,C, D. ...... , ¥ sus elementos por letras miniscu

las: a,b,c,d, x, ¢, .....
Un conjunto se puede definir de dos maneras:

a) Haciendo una lista de todos los b) Indicando las propiedades que
elementos del conjunto, separados los elementos del conjunto de-
por comas y encerrados enire lla- ben cumplir.
ves. Ejemplos: B— | x es par }-
Ejemplos: A=1,3,7,10 } que se lee ‘B es el conjunto de

F=1123456,.. } nimeros x, tales que x es par”.
Esta representacion recibe el nom- Notese que la raya vertical se
bre de forma tabular. lee “tal que” o “tales que™.

3. Pertenencia. Siun objeto x es un elemento de un conjunto A entonces se escribe x £ A, que se lee “x pertenece a
A”o0 “xestden A”.
En caso contrario, es decir si un objeto x no es un elemento de A, se escribe x €.A.
Ejemplos: Sea A—{a,e,i,o,ul Entonces a€ A,be A, f€ A.
Sea D —1{x| x esimpar |- Entonces 3 €D, 715eD,40 ¢D.
4. Conjuntos Finitos e Infinitos.  Un conjunto es finito si consiste de un nimero especifico de elementos diferentes.

Es decir, si sus elementos se pueden contar hasta llegar a un término final.
En caso contrario se dice que el conjunto es infinito.
Ejemplos: Sea M = z] z esuna provincia chilena |- M es entonces finito.
SeaP = —[x[ x es impar } . P es entonces infinito.

5. Comparacion de tamafios de conjuntos. Se puede comparar los tamafios de dos conjuntos mediante el procedimien
llamado “‘correspondencia uno a uno” o “correspondencia biunivoca”.
Definicion. Entre dos conjuntos A y B existe una correspondencia biunivoca si a cada elemento de cada conjunto le-
corresponde exactamente un elemento del otro conjunto.
Definicién. Dos conjuntos A y B son del mismo tamaiio si existe una correspondencia biunivoca entre ellos.
Ejemplos. Sea A ={x| x es un pais latinoamericano }-
Sea B _—_-[z[ z es una capital de un pafs latinoamericano }-
Entonces existe una correspondencia biunivoca (pafs - capital)
enire A y B. Por lo tanto, A y B son del mismo tamafio.

6. igaaldad de Conjuntos. Un conjunto A es igual a un conjunto B si ambos ‘ienen los mismo elementos. Es decir, si ca-
da elemento de A es también un elemento de B y cada elemento de B es un elemento de
A. En ese caso se escribe: A=B



)2

Ejemplos:
1) A= {1,2,3,4,}'=’A_B 2) A<{5,6,7}
B= {3,1,4,2 } o B=-7,5,7,6 4= A =B =C
Nétese que el orden de los elemen— C= 56,57}
tos no cambia ¢l conjunto. Nétese que un conjunto no cambia si

sus elementos se repiten.
3) B={x|x2-3x=-2}
F={2,1 } =>E=F=G
G={1,2,2,1}
Si dos conjuntos A y B no son iguales se escribe:
A#B,

que se lee ““ A es diferente de B .

7. Conjunto Vacio. Es el conjunto que no contiene elementos. Se le llama también conjunto nulo. Se denota por el
simbolo ¢

Ejemplos: A={x | X es una persona de mds de 200 afios de edad }
B=1z | z esuna mujer que haya sido presidente de Chile I3
C={x | x2 =4, xesimpar }

En estos tres casos, A=B=C = ¢

Notese que un conjunto cuyo Gnico elemento es cero es diferente del conjunto vacio, es decir:
A={0}+ ¢

8. Subconjuntos.
Definicién.  El conjunto A es un subconjunto de B sicada elemento de A es un elemento de B. Es decir, si:
X €A implica x€B. Si A es subconjunto de B, se escribe:

ACB,
que se lee “A estd contenido en B ”, o también
B DA,
que se lee “B es un superconjunto de A” o “B contiene a A”.
Ejemplo:
A=9J135} , B={452631}

entonces: ACB
A partir de la definicion de subconjunto se pueden establecer los siguientes hechos:

1) Todo conjunto es un subconjunto de si mismo.

2) El conjunto vacio es un subconjunto de cada conjunto.

3) Dos conjuntos A y B son iguales si y sélo sit ACB y BCA.

4)Si A no es un subconjunto de B (lo que se escribe: Agf B), entonces existe,por lo me
nos, un elemento de A que no es elemento de B.

9. Subconjunto Propio. Se dice que A es un subconjunto propio de B si A es subconjunto de B vy, a-

demds, A es diferente a B. Es decir, si B, ademds de contener los elementos de A, tiene otros
elementos que no estin en A.

10. Comparabilidad. Dos conjuntos A y B son comparables si AC B 0 BC A
Si A ¢ By B ¢ A, se dice que los conjuntos no son comparables. En ese caso exis-
te, al menos, un elemento de A que no esti en B y un elemento de B que no esti en A.

11. Conjuntos Disjuntos. Si A y B no tienen elementos comunes, se dice qu¢e A y B son disjuntos.
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Ejemplo: A= 14268}
B = 10,351}
Ay B son disjuntos.

En muchos problemas conviene definir un conjunto de referencia, llamado conjunto

i2. Conjunto Universal.
universal. Este conjunto es uno que contiene como subconjuntos a todos los conjun-

tos del problema considerado.
Se denota por U.

Ejemplos:
1. En geometria plana U contiene todos los puntos del plano.
2. En estudios de poblacion humana, U contiene todos los seres humanos.

13. Conjunios de Conjuntes. Ocurre algunas veces que los elementos de un conjunto son conjuntos en s mis—
mos. Para evitar la expresién “conjunto de conjuntos” se usa “familia de conjun-
tos” o “clase de conjuntos”.
Ejemplo:
A={{2,3 F.{2¢t,
{2,3}, 12ty {56}

Una manera ficil e instructiva de ilustrar las relaciones entre conjuntos consiste en
representar cada conjunto por un circulo o cualquier figura plana cerrada. Estas re-

presentaciones se conocen con el nombre de diagramas de Venn.

{56 ]} es una familia de conjuntos; sus elementos son los conjuntos

14, Diagramas de Venn.

Ejemplos:
1.Sean ACB y AF#B.
diagramas:

Podemos representar esta relacién por cualquiera de los siguientes

2.Sean A y B dos cofjuntos no comparables.
a) Si A y B son disjuntos se pueden representar por el diagrama:

®

b)Si A y B no son disjuntos se pueden representar por el diagrama:

15. Problemas Propuestos.

1) Invente 3 ejemplos de conjuntos y exprese cada uno de ellos en forma tabular y por comprension.
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2) Sea A= 1x | x es un nimero entero y 4<x<{12 }
Diga cudles de las siguientes afirmaciones son correctas:

2) S€ A; b) 15€ A; ¢) 12 € A; d)3¢A.

3) ;Cudntos eiementos tiene el conjunto A={ a, a, a, a,a, }?
4) Indique todos los pares de conjuntos disjuntos de entre los siguientes conjuntos:

A=11,3,4F; B =7120,3.1} ; C=94,56%;
D=45,6,7}F E=1{2,4,628} '
5) Si
A=91,2,3,4,5} ; B=42,3,4}F ; C={2,45%}
;cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas?
a) ACB; D)ACC;, ¢ BCA; d)BCC; ) CCA;
f)CCB; g CCC; hy¢ CB; i) B=C
6ySi D={04,7}, decimos que 7€ D o {7 }CD; pero no podemos decit 7C D, porque 7 no:
es un conjunto. ;Cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas? .
ay4eD; b)4CD; ¢)0eD; doe D, e¢ CD;
HOCD;, g4é={4}; W 4elsl D0=9¢ ; HDOE @
7)Sea A={x|2x=6}ysea b =3 (Esverdad que b = A?
8) Diga cudles de los siguientes conjuntos son iguales y por qué:
A=-r,t.s}; B={s t, 1,5 };
C=Ht,s,t,r ks D={s, r,s,t }
9) ;Cudntos conjuntos vacios hay entre los siguientes?
A=[{x|x2=9 y 2x =4}; B={x|x +8=8}
10) Escriba todos los sub-conjuntos del conjunto A = {x, y,z F
11) Explique qué entiende por el simbolo{ {23} }
12) Sea
M =9{2,{4,5} 4}F. ;Cudles de las siguientes proposiciones son correctas y por qué?
H{4 5t CM; 2) {45}te M; 3) {{4,5}FIC M
13) Sean:
U= {x|x es chileno }
A == x| x es chileno nacido en afio bisiesto |

B = {x1x es chileno nacido en afio par |}
C = {xix es chileno nacido en afio impar } ,

Exprese los conjuntos U, A y B mediante un diagrama de Venn.
Lo mismo con los conjuntos U, B, C.
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II - OPERACIONES CON CONJUNTOS

f. Unién. La uni6én de los conjuntos A y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen aAda B
o a ambos. Se denota por:

A UB,
que se lee “A unidon B”. Mds concisamente:
AUB={xIxA€ o x€ B}
Eq los siguientes diagramas se ha rayado el drea correspondiente a A U B
: // /
Notese que a partir de la definicion se tene que
DAUB=BUA

2)AC(AUB) y BC (AU B). Esdecirque A y B son siempre subconjuntos de AU B.

2. Interseccién. La interseccién de los conjuntos A y B es el conjunto de los elementos comunes a A ya B.Se
denota por:
AN B,
que se lee “A interseccién B”.
Podemos escribir
AﬂB=—[x‘er y xe B}
En el siguiente diagrama de Venn, el conjunto A N B estd representado por el drea rayada:

Notese que de la definicidn se tiene que:
DANB=BNA
2)(ANB)C A y(AN B)C B. Esdecir, AN B es un subconjunto de Ay de B.
3)8i A y B son disjuntos: AN B= ¢

3. Diferencia. La diferencia de los conjuntos A y B, representada por A - B, es el conjunto de los elementos de

A que no pertenecen a B. Es decir, ,
A -B={x lxe AyxgéB I3
La representacion de A - B, en el siguiente diagrama de Venn, es la parte rayada:

Noétese que:

1) (A - B)C A.
2) Los conjuntos A - B, AN By B ~ A son disjuntos dos a dos. Es decir:
(A-B)Nn (ANB)= (A-B)Nn (B-A )= (ANB)N (B-A)= ¢

4. Complemento. El complemento de un conjunto A es el conjunto de los elementos que no pertenecen a A; es
decir, la diferencia de los conjuntos U y A.
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El complemento de A se denota por A’. Se tiene entonces que:

A=A xlxe U vy x€ A}
o, simplemente: .
: A= x|x g/ A}
Notese que a partir de la definicion de A’, se tiene:

1) La unién de un conjunto A y su complemento A’ es el conjunto universal, es decir,

AUA =U
2} A v su complemento A’ son disjuntos, o sea,
AN AN =9

3) El complemente del conjunto universal U es el confiunto vacio ¢ y viceversa, es decir:

U = ¢ Yy (p, = U.
4) El complemento del complemento de un conjunto A es el conjunto A, o sea,
(AY = A.
5)A-B=ANDPB.
Demostracion:

5. Propiedades de las Operaciones.

A-B= {x[xe Ayx%B ]-=-[x|x€ Ayx€ B }= AN B.

a) Conmutatividad: Hemos visto que las operaciones de unioén e interseccién de conjuntos tienen la siguien--

te propiedad, llamada de conmutatividad,
AUB=BU A.
AN B= BN A.

b) Asociatividad:  Esta propiedad, poseida por las operaciones de unién e interseccién, se puede expresar-

como sigue:
(AUB)UC =AU BUCQ),
(ANB NC=ANBNCQ),
y se puede verificar a partir de las respectivas definiciones.

¢) Distributividad de la interseccién sobre la unién. Esta propiedad se puede expresar como sigue:

AN (BUC =(ANBU AN C).

Demostracién:  Probaremos que cada elemento del conjunto del primer miembro es un elemento del con—

junto del segundo miembro y viceversa.

Sea x un elemento cualquiera de A N (B U C); por definicién de la interseccién de dos conjuntos

XEAy x€(BUO
oseaque XE A, y XE€B o x& C
Entonces ocurre al menos una de las dos situaciones siguientes:

x€E A y x€ B y,porlotanto, x&€ AN B
XxX€ A 'y x€ C y, por lo tanto, x&€ AN C.

Comox& AN B o x& AN C,entonces, xE (AN BU (AN C).
Esto significa que

AN (BU C)es un subconjunto de (A N B)U (AN C)
0 sea que, AN BUCOCMANBUMLNDO.

Demostraremos ahora que el segundo miembro de la igualdad estd incluido en el primero.
Sea x un elemento cualquiera de (A M B)U (A N C).
Por definicién de uniobn x€ (A N B) o x € {A N C), por lo tanto,
x€Ay Box& Ay Cliego xeA y xeg BuyC, es decir,

x€E AN BU O
Esto significa que, ' \

AN BUODANBUMNCOC
y como ya habiamos demostrado que, .
AN BUOCANBUMNO
concluimos que,

AN BUO=ANBU(MAN Q.



6. Leyes de Morgan.

1) £l complemento de la unién de dos conjuntos es la interseccion de los complementos. Es decir:
(AU 8= AN B.
Para demostrar esta igualdad, demosiraremos que todo punto del primer conjunto pertenece al segundo y vice-
versa.
Sea x un punto cualquiera de (A U B) :

X € (AU By

0 sea
x ¢: (A U B)

por lo tanto, X ¢ A, x ¢ B, entonces x& A’ ,xe& B’ y por consiguiente
x € A'N B.

Por otra parte, si x € A’ B® entonces xe& A’ y x & B luego, x 9,1 Ay x g: B, o sea que,
x £ (AU B), por lo tanto, x € (AU B).
La igualdad queda entonces demostrada.

2) El complemento de la interseccion es la unién de los complementos. Es decir,
(AN BYy= A UP
Demostracion:
Sea x € (A 1 B) ; entonces x €7 (AN B), o sea, x €& A o x& B ;porlotanto, x € A’
0 X& B .osea, x € (AU B). ) ’
Por otra parte, si x € (AU B’), x & A’ 0o x & B’, o sea, x ¢ Ao xe;f' B, por lo tanto, x (fl (AN 3
y entonces x& (A B).
La igualdad queda demostrada.

/. Prodlemas Propuestes.

1) Dados los conjuntos: U - §1,2,3,4,5,6,7,8 |
X={1,2,3,4,5 }
Y=1411,2,3]
Z=+46,81
encontrar:
YUY, BDDYU Z; o0g0ZUX,; XNY; o)X )Y ;
) IV AN DEUY); D NIy pXuUuyY kX ny.
2} Sean:
A=-1,2,3,4 }
B=-2,4,6,8 }
C= 43,4,5,6 }
Encontrar:

) AUB; b)AUC, )BUB; dH)(AUBUC, e AUBUI,;
) ANB; AN C,;, HBNB;, DANBNC; HANBNCOC;
kYA -B; ) B-C; mB—- A; n)B- B; 0) A’

pB ; (AU By 0 (A s) (B— C).

3) Nustrar, utilizando un diagrama de Venn:
a)B’; b)AU3; ¢J(AuB)y, dB- A; e (B- Ay
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4) Marcar en el diagrama de Venn adjunto

/)
AN

b)(AN B)U (AN Q)

) AU (BN C)
d(AUBN AU C).

5) Comprobar que:

) AU A’ =
AN A
U = ¢
de¢’=U |
e) (A’) = A.

U
4

i



Il - CONJUNTOS DE NUMEROS

. Coriunto de ics Nimercs Naturales. Sea N un conjunto cuyos elementos satisfacen los siguientes axiomas:

a;) 1 €N
ap) Para cada n € N existe un elemento de N llamado “Siguiente de n” y representado por sg(n).
a3} No existe n € N tal que sg{n} = 1.
ag) Si nj,ny € Ny sglny) = sg(ny), entonces n] = ny.
as) {(Axiomas de induccidén completa). Sea C C N, tal que se verifica:
i) 1€ C, ) sin € C, entonces sg{n) € C. Entonces C = N.

Al conjunto N se le llama “el conjunto de los nimeros naturales”, y sus elementos se llaman nimeros
naturales.

2. Operaciones con Elementos de N.

1) Suma. Sean ni ,np € N. Llamaremos suma de estos nimeros ( que denominaremos sumandos)
al numero natural designado por ny + ny , que se obtiene por recurrencia a partir de los siguien—
tes axiomas:
bp) n +1 = sg(n).
b2} np + sg(ng) = sg(ng + ny).

Supongamos que deseamos calcular la suma asociada a los sumandos 2 y 3. Es decir, deseamos cal—
cular 2 + 3. Procederemos de la siguiente manera:

24+ 3 =2 +sg2) = sg(2 + 2)
24 2=2 +sg(l)=sg2 + 1)
24+ 1= sg2) = 3.

Entonces:

24+ 3 =524 2) = sg(sg(2 + 1)) = sg(sg(3)) = sg{4) = 5.

Puede verificarse, utilizando el mismo tipo de recurrencia, que:

a)n+ 1= 1+ n.

b)n: + ny = ny + n; (propiedad conmutativa).

¢){n; + np) + n3 = ny + {ny + n3) (propiedad asociativa).

d)Si ny + np = ny + n3, entonces ny = n3 (ley de cancelacién).

Demostraremos a), a manera de ejemplo. Sea C el conjunto de los nimeros naturales n ‘ales que,

n +1 =1 4 n. Entonces:

i) 1€ Cyaque 1+ 1 =sg(l) =1+ 1.
1

(&) Supongamos que n € C, es decir, n +1 =1 +n.

Entonces:

g} + 1 = sg(sgln}) = sg{n + 1) (por by)

1 +sgin) =sg{l + n) = sg(n 4 1) {por by y {ii);
uego: sgn) + 1 =1 4 sgn), es decir, sg(n) & C. Finalmente, por el axioma ag, C = N, con lo
que se concluye que la igualdad a) es vdlida para iodo niimero natural.

Desigualded. Sean ny , np € N. Se dice que n} es menor que ny (y se escribe n; < nj) si existe
n3 € N tal que ny + n3= ny. Ejemplo: 3 < 18, ya que existe 15 tal que 3 . 15 . 18.
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2) Resta. Sean n; ,ny € N. Si existe n3 € N tal que n; + n3 = nj, se dice que n3 es la dife-
rencia entre np y nj y se escribe n3= np - nj. A la operacion se le llama resta, al nimero-
n, minuendo y a nj sustraendo.

La diferencia entre np y nj existe si, y sélo si, ny < nj.

3) Multiplicacion. Sean ny , np € N. Llamaremos producto de estos nimeros (que denominaremost
factores) al nimero natural designado por nj . ny , que se obtiene por recurrencia a partir de los
siguientes axiomas:

;) n-1=n

Cz) ng - sg(nz) =1ny -1y + ny.

A la operacién se le Ilama multiplicacion.

Supongamos que deseamos calcular 4 - 3. Procedemos de la siguiente manera:

4.3 =4 -sg2)=4"2+4 (por cy),
4-2=4-5g1)=4-1+ 4 (por ¢y),
4-1= 4 (por 1),

En consecuencia:
4.3=4-24+44 @-1+4)+4=(0A+D+ 4 =12
Pueden verificarse las siguientes propiedades:
a)yn-1=1.n
b)ny - np =ny - ny - (Por propiedad conmutativa).
¢)(ny - n3) - n3 = np - (0 - n3) (propiedad asociativa).
d)ny - (np + n3) =(ny - np)+(m; - n3) (propiedad distributiva)..
A manera de ejemplo demostraremos d). Sea C el conjunto de los niimeros naturales nj tales que,
para todo ny ,n3 € N se tiene n] - (ny + n3) =(ny - np) +@p - n3).Entonces:
(i) le Cyaquel:(ny+ n3)=ny + n3 (poraycy)y
@ - np)+(@ - n3)=np+nj3 (por ay cy), con lo que se tiene:
1-(3+ n3)= (1 -np)+ (1- n3)
(ii) Supongamos que ny € C, es decir, ny - (np + n3) = ny - ny +nj - n3
para todo ny , n3 € N.
Entonces:
sgnp) - (np + n3) =
(n2 + n3) - sg(ng) =
es decir:
sg(ny) - (np + n3) = (np + n3) - n; + (np + n3),
pero:
(n +n3) - np + (03 + n3) = ny - (02 + n3)+ (2 +n3) =
=ny-np) +ny-n3+np+ n3 (porby (i), con lo que:
sg(ny) - (ny + n3) =ny -np + ny - n3 + nj + n3.
Por otra parte:
sg(ny) - np + sg(ng) - n3 = np - sg(ny) + n3 - sg(ny) =
= np-ny] +ny +n3-n1+ n3=mny-n3+ n;-n3+ ny+ n3
(por b, ¢y, b y propiedad conmutativa de la suma).
Entonces: sg(ny) (ny + n3) = sg(ny) - np + sg(ny) - n3 ; es decir, sg(ny) € C.
Finalmente, por el axioma a5, C =N ; es decir, que la propiedad d) es vdlida para todo
n] € Ny, mds generalmente, para todony ,ny ,n3 & N.

(n2 + n3) - sg(ny) (por b),
(np + n3) -nyj+ (n3 + n3) (por ¢y),
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Multiplo.  Sean nq , ng € N. Se dice que ny es miltiplo de ny ( y se escribe n] = nj) si existe
n3& N tal que ny - n3 = nj. Ejemplo: 24 = 3, ya que existe 8 tal que 3 - 8 = 24.

4) Division exacta. Sean ny ,np € N, con nj= np y sea n3€ N tal que np - n3 = n] . Entonce
diremos que n3 es el cociente exacto entre ny y ng y escribiremos n3 = nj + njp. Al nimero n.
“se le llama dividendo, a ny divisor y a la operacién divisién exacta.
El cociente ny + ny existe si y solo siny= nj .

5) Division entera. Sean ny ,np , d, r € N, tales que nj = ny - d -+ 1, con r< ny. Se dice enton
ces que d es el cociente entero de la division entre ny y ny y que r es el resto de dicha division.
Ejemplo: El cociente entero entre 25 y 4 es 6 y el resto es 1, ya que 25 = 4 -6 + 1

3. Conjunte de los Nimeros Entercs. Si ay , ayg € N, consideremos el par (aj - ap), que leeremos “aj guién a

Entonces, el conjunto de los mimeros enteros es el conjunto de pares (a; - ap).
Sia)>> apy ademds aj) - ap; = d:

a) al par (a; - ap) lo designaremos por el simbolo + 4, es decir (a; - a3) = + d y estos pares
constituyen los llamados enteros positivos.

b) al par (ap - ay) lo representaremos por el simbolo - d y es un elemento del conjunto de los llama
dos enteros negativos.

Por altimo, al par (a; - ap) lo representaremos por el simbolo 0 y se dice que es el cero entero o

simplemente cero.

4. Igualdad y Desigualdad entre Niimeros Enteros. Se dice que (aj - ap) esigual a (by - bo)sia +b9 =29 +b;.
Ejemplo: (3 - 5) = (6 - 8), ya que 3 4.% = %4‘6.

Puede demostrazse que (aj - a) = {by - bp) si y sélo si el simbolo que designa a cada uno de los pares es el mismo.
Esto nos permite trabajar la teor{a de los numeros enteros con los simbolos +d, - d y O, en vez de utilizar los pares
de nimeros naturales.

Si, por ejemplo, escribimos el entero + 2, este corresponde a infinitos pares de nimeros naturales, tales come
(3 -1), (4 - 2), (5 - 3), etc. Pero como todos ellos son iguales, usaremos el simbolo + 2 para representar a cualquiera
de estos pares. Andlogamente para otros simbolos.

Dado el entero(ay - aj), llamaremos velor absoluto de dicho entero, que representaremos por | (ag - ap) | ,
al nimero d.

Se dice que (a; - ap) < (b ~bp) sia] + by <ap+ by Ejemplo:
2-5)<(-2),yaque 2+2<5+1.
Puede demostrarse que:

a) Dados dos nimeros enteros positivos, es menor el que tiene menor valor absoluto.
b) Dados dos numeros enteros negativos, es menor el que tiene mayor valor absoluto.
¢} Todn numero entero negativo es menor que 0 y es menor que cualquiera nimero entero positivo.
d) El cero es menor que cualquiera nimero entero positivo.
e) Si (a3 -ap)<C(b1 -by)y(by - by)<(cy - cy), entonces
(a7 - ap) <{cy - cy) (propiedad transitiva de la desigualdad).

5. Operaciones con Némeros Enteros.

1) Suma.  Sean dos nimeros enteros {aj - a3) y (bj - by). Se llama suma de estos dos numeros, que deno-
minaremos sumandos, al nimero entero { (a; + by) - (ay + by) ), que representaremos por:

(ay - ap) + (by - bp). Es decir:
(al - a2) +(by - bz) = [(al + bl) - (a2 + bz)].
Ejemplo: (3 -16) + (5-4) = (8 - 20).
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Puede demostrarse que:

a) (aj -ap) +(by -bp) =(by -by)+ (a; -ap) (propiedad conmutativa).

b) [ (aj-ap +(by-by)] + (cp-cp)=(ag-ax)+ [ (by -by) *+(cg - ¢9) ] (propiedad asociativa).-
©) (a; -2y +0=(ay -2y

d) (+dp +(+dy = +(d; +dy (la suma de dos nliimeros enteros positivos es el niimero entero posi
tivo cuyo valor absoluto es la suma de los valores absolutos de los sumandos).

e) (-dy) +(-dy) =-(d;+ dp) (la suma de dos niimeros enteros negativos es el niimero entero negativo
cuyo valor absoluto es la suma de los valores absolutos de los sumandos).

) (+d)+(-d= 0

g) (+dpP+(-dy =

+(d] -dy) si 4> dy

—(dy -dp) si dp >4y

donde (dj - dp) y (dy - dy) son dos niimeros naturales que, con el signo + o el signo - que se les ante-
pone, constituyen simbolos de numeros enteros.

Es decir, si se tiene un entero positivo y un entero negativo, su suma es un entero cuyo valor absoluto:
es la diferencia entre los valores absolutos de los sumandos, y serd positiva si el valor absoluto del positi-
VO es mayor y negativa en el caso contrario.

A manera de ilustracion demostraremos e). Sean (a; - ap) = - dy y (by - byp) = - dp. Entonces:
(-dp) + (- dp) = (ay -ap) + (by - by) = ( a;j+bp -(ap+ bz))
Como en este caso es aj<apy y bj<bj,se tiene que a; + by<< ap + by.

Entonces:
(-d)+(-dp) = - [(ax+bp -(ay+ bp] = - [(a2 -2a7) +(by -b1)] =-(dy+ dp).

2) Resta. Sean (aj - ap), (by -by) y (c1 - c9) tres nlimeros enteros tales que

(bg - by) +(¢j - ¢cp) =(ag - ap). Entonces se dice que (cq - cp) es

la diferencia que resulta de restar el sustraendo (by' - by) del minuendo (ay - ap). Al ni—
mero entero diferencia (¢ - ¢;) se lo representa por (ag - ap) - (b} - byp). Es decir:

(Cl -"“C2) = (al - 32) - (bl - b2).

En el caso de los numeros naturales vimos que la diferencia existe s6lo si el minuendo es mayor que el
sustraendo. En cambio, en el caso de los nimeros enteros la diferencia.existe siempre y es el nimero
{(a1 + by f(a2 +b1)), yaque:
(b ~bp) + ((a;+ by) - (a3 + b)) = ((by+ a; + by ) - (by+ ay + by)) =(a) - ap).
El nimero (ap - aq) se llama opuesto al ntimero (aj - ap).
Es claro que:

a) Fl opuesto de +-d es -d,y el opuesto de - d es +d.

b)  El opuesto de 0 es 0.

¢)  El opuesto del opuesto de un entero es el mismo entero.

d) La diferencia entre los niimeros (a] - ap) y (by - by) es la suma entre (a; - ap) y el opuesto de:
(b1~ b)).

De lo anterior se deduce que: ,

@A) (4 dp-(+ dy) = (+ dg) + (- dp).

@) (+dp) - (-dg) = (+ d)+ (+ d).

i) (-dp)-(+ dg) = (- dp) + ( - dy).

) (-dp)-(-dp) = (-dp)+(+ dp)



N3(

3)  Multiplicacion.  Sean (a1 - ap) y (b - by) dos nimeros enteros. Llamaremos producto de estos:
numeros ( que denominaremos factores) al nimero entero [(a} - by--ap - by) - (a - by -+ap - by)l
que representaremos por (aj - ap) - (by - bo).

De aqui en adelante escribiremos el producto de dos niimeros naturales a y b indistintamente como a -b 6

simplemente como ab.

Pueden demostrarse las siguientes propiedades:

a) Conmutativa: (a1 - ap) - (b1 - bp) = (by - by) - (a1 - ap).

b) Asociativa: (aj - ap) - (by -bp) (c1 -cp) =(ag -ay) - (b1 -by) - (cq - ¢c2)]

c) Distributiva: (aj ~ay) - (by =by)+ (¢ -¢cp) = [(ag = ap) - (b - b2) | +i(ag -a) - (cq -2}

Enunciaremos a continuacién algunos teoremas referentes a la multiplicacién de enteros:

) (+dp - (Hdp) = +(d; dp)

) (+dp - (-dY) =—(dy dy)

B3) (—dp - (+d) = —(d; dy)

) (- dp) - (—dp) =+ (d; dy)

1) (xd) (+1) =314

) (£d) - (-1 =%d

t7) Sea un entero (a—* d)y b= a2l _ aa.....a2" Entonces b;= 0.

Demostracién det2 ): Sean (aj -a9) = + dj y (by - bp) = - dj.

Entonces: (+dj) - (- dp)= (aj - ap) - (by - by)= ((aj by -+ ap by) - (a; by + ay by))

Como en este caso es ay < aj y by <7 by, se tiene la siguiente relacion entre nimeros naturales:
ap (by - by) <<ap (bp - by)

y también:
ap by-kap by<ag by 4+ ay bl'

Por lo tanto: (4+dy) - ( -dg)= -d, donde:

d= aj bp+ ap by - a by - ap by= ag(by - by) ~ay (by -by)= (a; - ap) (bp -by)= dg dy,

con lo que el teorematy queda demostrado.

Esta demostracion da una pauta para la demostracion de los otros teoremas.

4) Division exacta. Sean a, b dos nimeros enteros (a= + d;,b= + dj). Si existe un entero
cc=t d3)talque b -c = a,se dice que a es el cociente exacto entre a y b y escribiremos
¢ = a~ b. Al entero a se le llama dividendo y al entero b divisor. -

Se puede demostrar:
a) (+dp)+ (+dy) = +(dy + dy)
b) (—dp+ (- -dg) = +(d) + dp)
Q¢ dp~ (+dy = —(dy+ dp)
d) (- dp) + (--dp) = —(41F dy).

. Conjunto de los Nimeros Racionales.  Sean a y b dos numeros enteros, con b=# 0 (a=+ d; o biena= 0;

b =1 dy) y consideremos el par a/b, que leeremos ““a sobre b0 “a parti-
do por b”. Entonces, el conjunto de los nameros racionales es el conjunto de pares a/b.
Los pares a/b también serdn escritos como % y representados por simbolos que se determinan a partir de los sim
bolos de los enteros a y b, de acuerdo con lo que se indica en la siguiente tabla:
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Caso Simbolo de a Simbolo de b Simbolo de a/b
4
@) + q + dy + =
dy
dy
(ii) + dl —_ d2 - -
dy
dy
(iii) — dy + dg -
dz
dy
(iv) — d — dy + =
dz
V) 0 t dy 0

En los casos (i) y (iv) tenemos los llamados racionales positivos, en los casos (ii) y (iii) los racionales negativos

y en el caso (v) el cero racional.

7.

Igualdad de Numeros Racionales. Se dice que ay/by es igual a ap/by si aj - by = by - aj.

De aqui en adelante escribiremos el producto de dos niimeros enteros ¢ y b indistintamente como a - b o

simplemente como ab.
Fécilmente puede comprobarse que :

a) Siay= +dy, by = +dy;ay)=-—dj,by=—dy,entonces:
a1/by= ap/by , con lo que se justifica el uso del mismo simbolo para los nimeros racionales de los ca—
sos (1) y - (iv) de la seccion anterior.

b) Si aj=+dy,by=—dy,ay=—dj,by= 1+ dy, entonces:
a1/bj = ap/by, con lo que se justifica el uso del mismo simbolo en los casos (ii) y (iii).
¢) Sic esun entero distinto de cero, entonces:

ac

a_ &
b be
Operaciones con Niimeros Racionales,

1) Suma. Sean dos mimeros racionales aj/ay y by/by. Se llama suma de estos dos nimeros, que denomina-

. by+ar b "~ a b
mos sumandos, al nimero racional __:_11__2_+_bg_L, que representaremos por -2%-{- T)'% .
a bp

Puede demostrarse que:

a) ajf/ag +by/by = by/by + aj/ay (propiedad conmutativa).
b) (a1/ap + by/ba)+ cy/cy = ayfay + (by/by+ cyfcy) (Propiedad asociativa).
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¢) a/b - 0 = a/b (donde O representa el cero racional).
datb_a, b

c ¢ ¢
by cy aj
2) Resta. Sean ajfay ,by/by y cq/cy tres niimeros racionales tales que > + —= -:2- . Entonces se
2 C2

dice que c1/c) es la diferencia que resulta de restar el sustraendo by/b, del minuendo aj/a;. Se escribe:

¢y 3y by,
ca ay by

Dados dos nameros racionales cualesquiera, siempre existe su diferencia.
Se dice que aj/ay es ménlwor que by/by (o que by/by es mayor que aj/ap) y se escribe aj/ay < by/by 0 también
C a

bj/by> aj/ap) Si <mem - —— €SUN nimero racional positivo.

bp 2
3) Multiplicacion.  Sean aj/ay y by/bo dos nimeros racionales. Se llama producto de estos nimeros (que
’ a1 by, ' a b
denominamos factores) al nimero racional 11 , que representaremos por a 1 o simplemente
aQ b2 an b2
ap bg
a by

Puede demostrarse que:

a b b a
a) 1A 20 {propiedad conmutativa).

2y by by @

b) 4 _t.).l I N T .B.l. .4 (propiedad asociativa).
a3 by 2 2 by

c) a -lzl T N . ﬁ+_al, °a (propiedad distributiva)

ap by ¢ ag by ay ¢

.. a c a
d) Si ¢ es un entero distinto de 0, entonces iy

c
El racional 7~ se presenta por el simbolo 1y se llama unidad racional (esto es vilido para todo ¢ # 0).

4) Division.  Sean aj/ay y bj/ by dos nimeros racionales, con el segundo distinto de cero, y sea cq/cy o-
' by 1 7 ’

tro racional tal que Pl Entonces, se dice que c¢1/c? es el cociente entre el dividendoayfay y
2 €2 3
. . a; . by c1 . L .
el divisor b1/b y se escribe ~ — + == A diferencia de lo que ocurre con los nimeros na -
a 2 €2

turales y con los nimeros enteros, siempre existe el cociente entre dos nimeros racionales con la sola con—
dicion, ya sefialada, de que el divisor sea distinto de cero.
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aj by
ap by
by 2y b2 bl(al b?_) 3 (blal)b2 3 (a1 bl)bZ B al(blb?.)
by apby  bylagby)  (bpagdby  (apbplby  ap(boby)

Fl cociente entre aj/az y bi/ba ‘es , ya que:

aj(bpbg) aj biby a]
ay(biby)  ap  biby

2

ap b :
9. Teorema. Cualesquiera que sean los nimeros racionales ajfay y by/by, tales que———<A-b—- , siempre existe
a3 - b2
al c1 b]
un racional c¢q/cy tal que - .< Y <--_,-[;‘:2_
En efecto, si consideramos el nliimero racional:
cp  ajby + aghy
) B (+2)ayby
wndremos: .
c; aj apbp+agby ap  (agby b agbpay - (42apbrar agby - boaj
© T (¥Dapby ay 4222 b T Dby
+2) 502
. . ai _ 9
que es un racional positivo, con lo que  — < .
ay
I : °1 b1
Siguiendo un procedimiento andlogo, se demuestra que =~ — < Pl
) 2

Si establecemos una correspondencia entre los puntos de la recta y los niimeros racionales, este teorema nos -
puede hacer pensar que los racionales “llenan” la recta o, en otras palabras, que para cada punto de la recta existe un
correspondiente nimero racional. Sin embargo, mostraremos que esto es falso. Para ello exhibiremos un punto de la:
recta al que no corresponde un racional (el punto Q de la figura).

Por el teorema de Pitdgoras sabemos que la distan- \
cia entre el origen y Q es V+2/1y, en consecuen A
cia, al punto Q le corresponde un nimero tal que ‘ »
elevado al cuadrado da como resultado +2/1. Supon L
gamos que existe p/q tal que (p/q)2 = +2/1

(es decir+/ +2/1 = p/q); entonces —9—2— = —— , es p2=(+2)q2.  Sisedescomponen p'y q .en sus facto- -

q +1
res primos y luego se consideran sus cuadrados se tendrd ‘que, tanto p2 ‘como q2, o bien no tienen ( +2) como fac-
tor primo o bien lo tienen un ndmero par de veces. Pero.( + 2) q2 tiene el factor primo (+ 2) un niimero impar
de veces y, en consecuencia, no puede ser igual a p2. Entonces no existe un nimero racional tal que su cuadrado es

4+ 2/1.

Es claro entonces que si bien a cada racional se le puede hacer corresponder un punto de la recta, el reciproco
no es cierto.

10. Conjunto de los Niimeros Reales. Introduciremos ahora un conjunto de nimeros, tal que pueda establecer-

se una correspondencia biunivoca entre sus elementos y los puntos de la
recta.

e
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Sea Q el conjunto de los nimeros racionales. Consideremos dos subconjuntos de Q, que llamaremos C; y C,
tales que:

® N Cr=9¢

(ii) Cl U C2 = Q,

(iii) Paratodox &€ Cj yparatodoy & Co se tiene x < .
Ejemplo 1:

Ci= {x]|xe Q x<
C=9x|xe Q x .>+—g— 3

Ejemplo 2:

;=4 x]xe Q x<0lu {x|xe Q x>0,x*<2},

C= {x|xe Q, x>0, x2=2},

donde el simbolo 2 representa el nimero racional - 2/1.

Una particion del conjunto Q en dos subconjuntos, C; y Cp, tales que se verifiquen (i), (ii) y (iii), se llama
una cortadura en el conjunto de los nimeros racionales.

Distinguiremos dos tipos de cortaduras:

a}  Aquellas en que Cy tiene un numero mayor que todos sus demds elementos, o Cy un nimero menor que
sus otros elementos. En este caso se dice que la cortadura es propia.

b)  Aguellas en que ni Cq tiene un elemento mayor que todos los demds ni C, tiene uno menor que todos

los otros. En este caso la cortadura es impropia.

En el ejemplo 1 la cortadura es propia, puesto que+% € Cy y todo otro x € Cy es mayor que + _g.

La cortadura del ejemplo 2 es impropia, ya que ni Cj tiene un mdximo ni C5 un minimo.
Si Cp , Cy es una cortadura, llamaremos clase inferior al conjunto Cy y clase superior a C».

Si Cq , Cy es una cortadura propia, diremos que el racional r es elemento de separacion si para todox € Cy

esx<(r yparatodo y € Cy es y>r. En el ejemplo 1, el racional - 3 es el elemento de separacion.
3

Si la cortadura es impropia, no existe un elemento de separacion racional. Al elemento de separacién de una

cortadura impropia se le llama mimero irracional. En el ejemplo 2, el elemento de separacion es un nimero i—

rracional @ tal que 2=2 | es decir =1+/2

Podemos dar, para el conjunto de los numeros irracionales, las tres siguientes definiciones alternativas:

a)  Es el conjunto de cortaduras impropias en el conjunto de los niimeros racionales.

b}  Es el conjunto de elementos de separacion de cortaduras impropias en el conjunto de los niimeros racio
nales.

¢)  Es el conjunto de numeros tales que, representados en base 10, tienen infinitas cifras decimales y éstas
no forman periodo.

La definicion c) resulta ttil para establecer si un nimero no es irracional.

Asi:

X = 6,714285714285... (= 47/7) no es irracional.
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Al conjunto de fodas las cortaduras (propias e impropias) en el conjunto de los mimeros racionales, se le llama

conjunto de los niimeros reales (y sus elementos se denominan nimeros reales).

11.

i2.

Igualdad y Desigualdad entre niimeros reales. Dos nimeros reales (definidos por las cortaduras C; ,Cy y
Ci , €3 son iguales si las respectivas clases inferiores difie~
ren a lo mds en un elemento.

Ejemplo: Sean

C; ~ x| x€Q, x<5/1} , C_dx|x€Q x>51} ,

Ci=1x|x€Q x<51} , Ca={x|x€Q x>51} ,

Vemos que C; y -C’l difieren en un solo elemento (el racional 5/1); ambas cortaduras tienen el mismo ele~
mento de separacion y, en consecuencia, definen el mismo nimero real.

Sea C; , Cy una cortadura que define a un nimerp realqc y C] ,Cy, una que define al real 3 . Diremos
que & < 52 si existen dos elementos ry ,19 € C’ , que no pertenecen a Cq, en cuyo caso se dice que es-
tos elementos son intermediarios entre ® y 8 . Consideremos, como ejemplo:

Cl-—='[x|x€Q, x<1} , C=1x|x€Q x>1}F

C =4 x]x€Q x<0FU {x]x€Q, x>0, x2<5 } s

¢ =1 xleQ, x>0, x2>5.].
Esclaroquer; =1,2 y rp=2 pertenecena C] y , en cambio, no pertenecen a Cy. Entoncesa < §
(en este caso, 1 < V5).

El namero real definido por la cortadura Cy , C5 , con:

Ci= -[xl XEQ, x<0} y C={ xl x€Q, x>0} , sellama cero real y se representa:
por el simbolo 0.

Si en una cortadura se tiene un racional positivo perteneciente a Cq , entonces se dice que el real es positivo.
Si en una cortadura se tiene un racional negativo en C;, entonces se dice que el real es negativo.

Todo real positivo es mayor que 0 y todo real negativo es menor que 0.

Puede demostrarse que si r es un racional positivo, perteneciente a Cq, siendo Cq, Cy una cortadura que defi-
ne al real ¢ , entonces se tiene ¢ > 0.

Pueden tambiéndemostrarse las siguientes propiedades de los nimeros reales:

a) Siay b son dos reales, entonces se tiene una y sdlo una de las relaciones: (i) a<<b, (ii) a= b ; (iii)
a>b (tricotomia).

b) Sia<b y b<c,entoncesa<c (transitividad).
c) Sia<b,entonces a+c<b+c¢
d Sia<b,yc>0, entonces ac < bc.

e) Sia<b y c¢<0,entonces ac > bc.

Operaciones en el Conjunto de los Niimeros Reales. En el conjunto de los nimeros reales se definen las o~

peraciones acostumbradas. A manera de ejemplo defi—
niremos la suma. :
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Suma de Nvimeros Reales. Seana y $ numeros reales definidos por las cortaduras C; , Cy y Ci , C’2 ,
respectivamente. Se define como suma de estos dos reales al nimero real correspondiente a la cortadura Sy ,
S5 definida asi:
(i) s; &€ Sy siy solosiexistenaj€z C;y by € C] talesque aj + by = s1 .
(i) sy € Sy siy solo si existen ay & Cy y by & Ch tales que ap+ byp= 57 .

Al nimero real ¢ correspondiente a la cortadura Sq , S5 se le representa por & + 8 .

Se puede demostrar que, con esta definicidn de suma, se verifican las siguientes propiedades:

aa+pf= B +«a (propiedad conmutativa) .
b)(¢+B) +v=a& + (B +7) (propiedad asociativa).
) a+ 0= «.

13. Valor Absoluto de un Nimero Real. Si a es un ndmero real, su valor absoluto, representado porl al , se-
define como sigue:
a) Si a> 0, entonces | al = a.
b) Si a < 0, entonces ai = -a,
¢) Si a = 0, entonces | al = 0.

14. Conjunto de los Niameros Complejos. Sean a y b dos nimeros reales. Definiremos como niimero comple-
jo al par ordenado (a,b). Entonces, el conjunto de los nimeros com—
plejos es el conjunto de los pares ordenados de nimeros reales.

Diremos que los nimeros complejos (a, b) y (c, d) son igualessia=c y b= d.
15. Operaciones en el Conjunto de los Nameros Complejos.

1) Suma. Sean (a,b) y (c, d) dos nimeros complejos. Se define como su suma al complejo (a +c, b + d),
que se representa por (a, b) + (c, d).
La suma de complejos tiene las siguientes propiedades:

a) (a,b)+(c,d)= (c,d)+ (a, b) (propiedad conmutativa).
b)[ (a,b)+(c, )]+ (e,)= (ab)+ [(c,d)+ (e,f)] (propiedad asociativa).

2) Multiplicacion.  Definimos como producto de los complejos (a, b) y (c, d) al complejo (ac - bd, ad + bc),
que representamos por (a, b) - (c,d} o por (a, b) (c, d).

Puede demostrarse que esta operacién también es conmutativa y asociativa.
Consideremos ahora el complejo (0,1) , representado por la letra i y llamado unidad imaginaria. Entonces:
i2= (0, 1) (0,1)= (0 -1, 0+ 0)== (-1,0).

Este es un nimero complejo y no debe confundirse con el nimero real - 1. Sin embargo, con el propésito
de simplificar la escritura, representaremos por a al complejo (a,0). Entonces, escribiremos 2= -1, pero-
debe tenerse presente que esto es una representacion del complejo (-1,0).

Si se tiene el complejo (a,b) v se consideran los complejos (a,0) y (b,0), que representaremos pora y b,
respectivamente, entonces:

a-t bi= (a, 0)+ (b, 0) (0,1)~=(a, 0)+ (0, b)= (a, b).
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En consecuencia, el complejo (a,b) puede representarse también como a - bi (esta es la lamada forma -
binomica del complejo).

Si deseamos operar con complejos escritos en forma binémica, las operaciones se realizan como en el algebra
elemental, donde *i” es un factor literal”

Es necesaric tener en cuenta que: i2=_1 ,i3-‘—‘ -, =1, i5—= i,...
Ejemplos:
(Q+3)+ (5-4)=2+543-4i=7-i.
1 5 1. 10 . 5 43, 19 43 .
e Y -5/3 4 i) = i 472 2 g2 o 22 2
<4+1>( R -7 3 T Z 2

(2-0=23-32% +322-83=8-12i-6+i=2-111

16. Inecuaciones.  Si P(x) y Q(x) son dos polinomios en x, se llama inecuacion a la relacién P(x) << Q(x).
Por resolver una inecuacién se entiende hallar fodos los valores de x (en general nimeros rea-
les) tales que P(x) < Q(x).
Ejemplo: Sea la inecuacién x*+ 3< 28.  Solucién: C —= 1 x| S<x<s5t}
Al conjunto de valores de x que satisfacen P(x) <Q(x) se le llama conjunto solucion d¢ la inecuacion y a sus ele

mentos se les llama soluciones de la inecuacion.
Dos inecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucién. Ejemplo: las inecuaciones

x243 <28 y x2< 25 son equivalentes.

Si las inecuaciones Py (x) <Qq (x) y Py (x) <Q, (x) son equivalentes, escribiremos P} (x)< Qq (x) *

« P, (x) <Q, (x). Por ejemplo: x2+3<28 & x2< 25,

Dada la inecuacién P(x) < Q(x), las siguientes son inecuaciones equivalentes a ella:

a) P(x) + K(x) < Q(x) + K(x).
b) k P(x) < k Q(x) para cualquier k> 0.
¢) k Q(x) <k P(x) para cualquier k<0.

También son equivalentes las inecuaciones [P(x) ¥ < [Q(x)] 2y | Px)| < | Q)|

Para resolver una inecuacidén dada, se la transforma en inecuaciones equivalentes hasta obtener una cuya solu—
ci6én sea inmediata. Por ejemplo, si queremos resolver la inecuacidén 2x - 6 << 2x2 - 2x, podemos proceder
asi: .

W-6<-2%% - e 6<-2%-4x & x2+ 2x<3 &

e Xt X+ 1<4e (x+1D?P<4 o |x+1< 4
Es fécil ahora obtener la solucién:{x | -5<x <3} .

17.  Intervalos (finitos). Sean a y b dos niimeros reales, tales que a <Cb. Consideremos los siguientes conjuntos
de ntimeros reales:

Il=~{x| agKx<b}F
L= {x] a<x<b }
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I3='{XE3<X< b]’

L= 1xla<x< b}

Diremos que:

a) I es un intervalo cerrado con extremo inferior a y extremo. superior b. Se representa por [a,bl.
b) I, es un intervalo semi-abierto con los mismos extremos. Se representa por fa,b).

c) I3 es un intervalo semi-abierto con los mismos extremos. Se representa por (a,b].

d) I4 es un intervalo abierto con los mismos extremos. Se representa por (a , b ).

En cualquiera de los tres tltimos casos, si a = b se tiene el conjunto vacio ¢ .

Sean I e I’ dos intervalos. Entonces:

(i) I I esun intervalo.
(i) SiIN I'#F ¢ ,setiene que I U I es un intervalo.
(i) Sir I, la diferencia I - I’ es un intervalo.

Intervalos Infinitos. Sea k un nimero real. Entonces consideremos los siguientes conjuntos de niimeros

reales, que llamaremos intervalos infinitos:
Is= tx| x> ki= (k+o)
I6= {X[X} k]—: [k’+°°)

Iy = {x|x< k }=(- ,k)

Ig = -[x|x< k }= (-0 ,k].

Intervalos Acotados. Sea I un intervalo. Diremos que I es acotado si existe un nimero real m tal que, para.

todox € I setiene | x| < m.

Los intervalos infinitos no son acotados.
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IV. RELACIONES

1.  Pares Ordenados. Diremos que un par ordenado consiste de dos elementos, a y b, tales que a uno de ellos,a -

por ejemplo, lo designaremos “primer elemento del par” y el otro, b, “segundo elemento-

del par”. Lo representaremos por (a, b) y dos pares ordenados (a, b) y (c, d) serdn igualessiy solosia = ¢y
b.-= d.

Los pares ordenados (2 , 3) y (3 , 2) son diferentes. El conjunto {2 , 3 }no es un par ordenado, dado que -

{2,3} = 3,2}

2. Producto Cartesiano. Sean A y B dos conjuntos. El producto cartesiano o conjunto producto de Ay B-
consiste de todos los pares ordenados (a ,b) dondea € A y b € B. Se lo denota

A X B yselolee A por B.

En notacién conjuntistica:
AX B={(,b)|] a€ A bEB}.

Ejemplo: Sean A = 11,2 }y B_H,2,3 I. Entonces:
A X B= { (1’ 1)’(1’2)’(193)’(2’ 1)’(2’2)’(2’3)]-' .
Nota. El concepto de pares ordenados puede ser facilmente extendido al de n-uplas. Igualmente el concep~

to de producto cartesiane de n conjuntos A} Ay, ..., A, .
Supongamos n = 3:

A1X A2XA3 =—[(a1,a2,a3)| aIG Al,aze A2,33€_‘ A3 ]'.

3. Relacion. Una relacién R de A a B es un subconjunto de A X B.

Fjemplo: Sean A = { 1,2,3 } yB= { a, b } . Podemos considerar la relacion R como el
subconjunto:

R=-1(@0,2,(,0),3,a)}.
Dados dos conjuntos A, B, si el par ordenado (a; , b;) del producto cartesiano A X B pertenece a
R decimos que aj estd relacionado con by y escribimos a; Rb; . En cambio, si (a; , by) € R’, donde R’ es el ¥
complemento de R, se dice que a; no estd relacionado con by y se escribe a; Rby.
Nota. Ayuda a interpretar el concepto de relacion €l pensar que para algunas relaciones existe una “proposi—
cidn” que da la estructura de la relaci6n, es decir que permite identificar el subconjunto R.
Por ejemplo, dados A .. 41,2,3,4,} ,B= { 1,3,5},
si se desea estudiar la relacién R definida por la proposicién “a es menor que b”, donde a refiere a los elementos-
de Ay b alos de B, resultari:
R-+1(1,3),(1,5,23,2,5,3,5 55+
El conjunto R se conoce también como conjunto solucion de la relacioén y se puede escribir como:

R { (@bjaec A,b < B,aRbf,

4

4. Grifico de una Relacion. El conjunto solucién de una relacion, o sea el conjunto de pares ordenados para el
que la relacion es cierta puede ser identificado graficamente, en un diagrama de coor-
denadas. Un simple ejemplo ilustrard esta idea.

Si A= 1,23}ty B=1 3,4}
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y la relacién que se estudia es a menor que b, donde a y b son elementos de A y B, respectivamente, es decir:

R - {(1,3),(1,4.,2,3),(2,4),(3,4) }, el grifico serd:
B

4 o4 J+

5. Dominio y recorrido de una relacién.  Sea una relacién R de A a B. El dominio D de la relacién R es el con—
junto de los primeros elementos de los pares ordenados que pertenecen a
R, es decir:
D=+ ala& A,existeb € Btalque(a,b)e R}

El recorrido E de la relaciéon R consiste de todos los segundos elementos que aparecen en los pares ordenados:
pertenecientes a R, es decir:
E= < b| b & B,existea ¢ Atalque(a,b)e R ;-

Noétese que, en general, D es subconjunto de A y E subconjunto de B.

En el ejemplo anterior, D = A.y E — B.

6. Relacién Inversa.  Toda relacion R de A a B tiene una relacién inversa R’ , de B a A, que es definida por el
conjunto:

RI= { (b,a)| (@ b)e R}.

En otras palabras, la relacion inversa R'1

R.
Para el segundo ejemplo del apartado 3:

Rl= £ 3.0D,.6.0.6.2,6.2,6,3),6,9F .

Otro ejemplo: Sea una relacion entre los nimeros naturales N— { 1,2,3, ... } , definida por la proposicion

consiste de todos los pares que, cuando son permutados, pertenecen a

2x + vy = 10,0sea R—- 4 (x,y)|x€ N,yC N, 2x - y= 10 F.

Sera:
rR1- 4§ x,y)|xe N,ye N, x &2y - 10 |

7. Relacion Reflexiva.  Una relacion en el conjunto A (es decir R es un subconjunto de A X A}, es reflexiva si,
paracadaas D,(a,a)C R.

Si una relacion es reflexiva, cada elemento de D estd relacionado consigo mismo.
Por ejemplo, dado A = 4 1,2, 3 }, la relacién
R = 1(,2),(2,3),@3,3) Fno es reflexiva, dado que 2 & Dy (2,2) & R.

8. Relacion Simétrica.  Sea R una relacion en A. R es llamada una relacién simétrica si (a, b) € R implica que
(b, a) & R, esto es, si a estd relacionado con b, b lo estd con a.
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Si A -1,2,3 }-, entonces:
R= (1,2, (2, D} es una relacién simétrica.
Es importante notar que, dado que si (a, b) € R, entonces (b,a) € Rl , R serd una relacion simétrica si
-1 . ' -
R = R™.

9. Relacidn Antisimétrica. Una relacion R en el conjunto A es llamada una relacion antisimétrica si

(a,b) € Ry (b,a) € R implicaquea = b.

Ejemplo: DadoW =41, 2,3 },1arelacién R = {(1,3),(2,2),(3,1) }no es una antisimétrica, puesto
que(1,3)€ Ry (3,1)€ R,y sinembargo 17 3.
10. Relacién Tramsitiva. Una relacién R en A es llamada transitiva si (a,b)& R y (b,c)&€ R
Implica que: (a,c0)€ R,
es decir, R es transitiva si
aRb y bRec implica aRc.

Ejemplo: Sea A el conjunto de los nimeros reales y R la relacién asociada a la proposicién x <y . Para los rea—
les se ha demostradoque a<{ b , b<l ¢ implica a < c.
Por lo tanto, la relacién “menor que’ es transitiva.

11. Relacion de Equivalencia. =~ Una relacion R en A es una relacién de equivalencia si

a) R es una relacion reflexiva, es decir para todoa€ D, (a,a) € R.
b) R es una relacién simétrica, es decir, si (a, b) € R entonces (b,a)& R.
¢) R es una relacién transitiva, es decir si (a, b)) & Ry (b, c)€ R, entonces,
(a,c) € R,
Ejemplo: Un importante ejemplo de relacion de equivalencia, es el de la relacion de igualdad. En efecto, si a, b,
c. son elementos cualesquiera de A, entonces:
a)a= a (reflexividad),
b)a= b implicab= a (simetria),
¢)ya= by b= c implican a= ¢ (transitividad).

12. Problemas Propuestos.
1)SeanA =-a,b}; B=423}; C=43,4 } Calcular: "
DAX BUC) ; )(AX BYUAX O ; ¢
) AX BN C) ; )(AX Byn (AX Q).

2) Graficar en un sistema ortogonal de coordenadas de R X R el producto cartesiano de los conjuntos:
—[xllg x< 4}, -[x‘—2<x<3}-
3) Graficar, en un sistema ortogonal de coordenadasde R ¥ R:
)(3,3)X (-1, ; b) (3,)XEw,2) ;
C) (_293)X(—3$°°) 5 d) (_3’1)X(-2’2)
4) Grafique larelacion: R —{(x,y)| y< x+ zFk
5)SeanA=-1,2,3,4Fy B=1{ 1,3,5}yseaR larelacion de A a B definida por la proposicién “x es
menor que y”’.
a) Escriba R como un conjunto de pares ordenados.
b) Grafique R en un sistema ortogonal de coordenadas de A X B.
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6) Cada una de las siguientes proposiciones define una relacion en el conjunto de los nimeros reales. Grafique ca—
da una de ellas en un sistema ortogonal de coordenadas de R X R :

a) y- x2; b) y<3-x;

c)  yEx4; a y>x3 ;

€) X2+ y2<216; D x24+ y2> 16 ;
g) x2 -4y> 91 ; h) x2-Ay2< 9.

7) Sea la relacion:
R={(1,%,%5,1,4,4,6,387,76}
Encontrar
a) el dominio de R.

b) el recorrido de R.
¢) la relaci6n inversa de R.

8) Sea R= { (x, y)! 4x2 +9y2-__ 36 ; x,y reales }. Se pide:

a) Graficar R.

b) Encontrar el dominio de R.
¢) Encontrar el recorrido de R.
d) Encontrar R! y graficarla.
9) ;Qué puede decir sobre el dominio y el recorrido de una relacién R con respecto al dominio y recorrido de R'l‘?
Dé una respuesta razonada.
10) Setiene: R=4 (x,y)lxe N,ye N,2x+y= 10}
Encuentre:
a) el dominio de R,
b) el recorrido de R,
¢) R-L.
11) SeaA=41,2,3,4}y R=4(1,1),(2,2),(3,1),(4,4) } ;Es o no reflexiva la relacién R y por qué?
12) Seael conjunto M = 41,2, 3,4 }y larelacién
R=1(,2), (3,4, (2,1), (3,3) } ; Es R una relacién simétrica?
13) Dado el conjunto A = { 1,2, 3, 4 }y la relacién
R=-(2,2),(2,3),(1,4,(3,2) }. Digasilarelacion R es o no transitiva y por qué.
14) Considere las siguientes relaciones en el conjunto de los ntimeros reales:
Ri={ xy)| y=x2}
Ry=fT(x,y)] y<x+2}
a) Grafique la relacién Ry N Ry .
b) Encuentre el dominio de Rj N R».
c) Encuentre el recorrido de Ry N Rj.

15) Cada una de las siguientes proposiciones define una relacion en el conjunto de los nimeros reales. Grafique
cada relacién en un sistema ortogonal de coordenadas de R X R:

a) y< x2 - 4x+ 2,
b y>3 +2,

) x< y2.
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V. FUNCIONES

. Definicion de Funciéon.  Supongamos que a cada elemento a & A se le hace corresponder un énico elemento
b & B. Llamamos a tal correspondencia una funcion y la simbolizamos.

f: A— B, .
expresion que leemos “f es una funcién de A a B”. El conjunto A se llama dominio de la funcién y B el co-dominio
de la misma. Ademds, sia & A, el Unico elemento de B que se hace corresponder a ¢ se denomina “imagen de a” y se
lo simboliza .

f(a) _ ru
Ejemplos:
a) Sea f'la funcidn que asigna a cada hijo su madre. Notese que la correspondencia que asocia a cada madre sus hijos

no es una funcioén.

b)SeanA=qa,b,c  y B=1{d }.Definiremos la funciénf: A — B mediante el siguiente diagrama:

La funci6n del Gltimo ejemplo es un caso especial y se la denomina funcion . constante

Nota.  La funci6n resulta asi como un conjunto de pares ordenados (a, f (a)) tales que paracadaa & A existe un
unico f(a) € B.

. Recorrido de una funcién. Dada f: A - B, el recorrido de la funcién, que se denota como f(A), es el conjun-
to de elementos de B que son imdgenes de elementos de a.

f(A)= {b| bEB,b=fa), a€AFL

En el caso de la funcién constante &l recorrido consta de un tinico elemento.

. Funciones Inyectivas. Sea f: A—> B. Esta funcion es inyectiva si a dos elementos distintos cualesquiera de A
corresponden imdgenes distintas. -
Ejemplos: , a

a) SiA=1{1,2,3}y B= {a,b,c,d},lafuncién f: A-* B que corresponde al diagrama

=)

b) Seaf: R - R (donde R corresponde al conjunto de los nimeros reales) y donde f (a) = a2 para todo a = R.
Esta funcién no es inyectiva, ya que

£(-2) = £(2) = 4.

es inyectiva.
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Nota.  Estas funciones se llaman, también, funciones uno a uno. Si una funcioén es inyectiva f(a) = f(a’) implica
a= a’.

4. Funciones Epiyectivas. Dada f: A—> B ,si A = f(A) la funcién es epiyectiva.
Ejemplo: Sean
A=+ aja € R(reales), 0L a< T},
B b|b& Rreales), 0< b< 1 }

y f(a) = sen a. La funcién es epiyectiva.

Estas funciones reciben también los nombres de “‘exhaustivas” o “sobre”.

5. Funciones Biyectivas. Se reserva esta denominacién para toda funcién que es inyectiva y epiyectiva.
Si en el ejemplo anterior, el conjunto A se define como
A={ajaeRO0<ag T},
2
con igual definicion de B y de f (a}, la funcion f: A — B es .biyectiva
Estas funciones reciben también el nombre de “‘uno a uno y sobre” o “biunivocas”.

6. Operadores.  Si en una funcidn el dominio y el co-dominio son el mismo conjunto, es decir, si

f:A7A
se la suele llamar un operador o transformacion en el conjunto A.

7. Funcién identidad. Sif:A A y f(a) =a paratodo a € A, esta funcidn recibe el nombre de identi—
dad.

8. Producto de funciones.  Sean las dos funciones:

f: A-—>B

g:B~C
Para todo elemento a € A , existe f (a) € B . Como B es el dominio de g, para f(a)& B existe g (f(a) )& C.
Tenemos entonces una asociacion entre elementos de A y C, a la que llamamos funci6én producto de f y gy la sim-
bolizamos (g o f),o bien (g f).
Ejemplo:
Sean A = {1,2,3}, B={a,b,cl, C=dx,y,z]
y las funciones que ilustran los diagramas
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La funcién (g o f) esla que ilustra el siguiente diagrama:

1 N
2 y
3

. z

N
Es fécil verificar que el producto de funciones es asociativo, es decir, dadas las funciones
f:A—- B .
g:B>C
h:C—-D
se tiene
(hogof=he (g0f)

También puede verificarse que (g o f) no esla misma funcién que (f o g) para todo par de funciones f y g.
9. Inverso de un elemento del co-dominio de una funcion. Seaf: A— B, y b & B. Entonces el inverso de b (un-

elemento del co-dominio), que se denota por f‘l(b), con-
siste de aquellos elementos de A que tienen b por imagen. O sea:

Fl) =4x|xS A fx) =D}
Ayudard a clarificar ideas al considerar el siguiente caso. Sea

f: A—B
la funcion que especifica el diagrama siguiente:

eneste caso 1 (w) = ¢ (conjunto vacio) ¢
flx) = {a,b }
tly)= fc }
fl@=4a }F

La idea anterior puede generalizarse para un conjunto de puntos D < B . Elinverso de D bajo la funcion f, que.
denotaremos {1 (D) estd formado por los elementos de A que tienen por imagen algin elemento de D. Mds brevemente

flD)={x|x€ A, fx)ED}
10. FunciénInversa.  Si f : A — B es una funcion biyectiva, a todo elemento de B corresponde ‘un 1nico ele—

mento de -1 (b) en A, o sea aquel a & A tal que f(a) = b. Esta correspondencia entre los
elementos de B y de A se llama funcién inversa de fy se la simboliza:
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I . B - A,
A partir de la definicion de funcion inversa es muy fécil verificar el siguiente teorema:
Sea f: A — B una funcibn biyectiva, es decir existe f -1 Entonces, la funcién producto
tlo D : A~ A
es la funcion identidad sobre A y la funcidn producto
fofl): B>B
es la funcién identidad sobre B.

Problemas Propuestos.

1) Considérese la funcion definida por la ecuacién y = 2x - 6 para todos los enteros positivos menores que 10 y
hdgase un grifico de ella.

2) Indiquese el dominio y el recorrido de las siguientes funciones six, y € R:
a)f @ x—>x
b)g : x> Jx
)p : x—x2
Hf @ x> J4- x2
e)f @ x—= ,’éz -1
f) f 1 x= -1_--—)(

1
x2—l

gf : x—

3)Sif : x> 2x-5, determinese:

a) £(0); c) £(3);
b) £(1); d £(-1)
4)Si f : x— x2-7x+ 10, determinese
a) £(2); o) £(3);
b) £(5); d) £(0)

5) Considérese la funcién definida por el conjunto{ (x,y) | 10¥= x}.

Si y= f(x) determinese:

a) f(1) ; by U0 ; ¢ f@60) ; d) f (%10_)
6) Hagase el grifico de
f : x=>3x+4
7) Hégase el grifico de
q: x—> x2-x-6
8) Hagase el grifico de la funcion representada por el conjunto de pares ordenados{ (x , y)[ y= l x-2 ! s

9) Hagase el grifico de cada una de las siguientes funciones:
) y= 2x+ 5 . b) y= 6-3x ;
X
0 y=ig d y= -4x%;

b

e) y= x2 - 7x + 10 H y= -x2-x + 30.
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Sea una funcidn definida por f (x) = x3 4 5 . Encontrar la funcidn inversa de ella.
Sea f la funcidn:

12-3x
'Y

f : x=

Encontrar la funcién inversa.

Determinese la inversa de cada una de las funciones definidas por las ecuaciones siguientes:

a) y= 5x-6 ;

b) y- x2-4x;
x< -1
) y-
x2
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Vi. GRUPOS

I. Definicion.  Se dice que un conjunto de elementos forma un grupo, con fespecto a una determinada opera-
cién ( -+ ), si estos elementos cumplen los cuatro axiomas siguientes:

1) Cerradura. Si a 'y b son dos elementos cualesquiera del conjunto, entonces a < b es un elemento del
* conjunto.

2) Asociatividad. Si a, b, ¢ son tres elementos cualesquiera del conjunto, entonces

(@a<b)-c= a-(-c)
3) Identidad. Existe un elemento e en el conjunto, llamado elemento identidad, que tiene la propiedad de
que, para todo elemento a del conjunto, se verifica: a- e = e-a = a.

4) Inversion. Para todo elemento a del conjunto existe un dnico elemento a’ , también perteneciente al con
junto y llamado inverso de a, tal que a-a = a- a= e.

2. Ejemplo. EI conjunto de todos los numeros enteros (positivos, negativos y el cero) forman un grupo con res-
pecto a la adicién, ya que:
a) Si a y b son dos numeros enteros cualesquiera, entonces a + b es también un nimero entero, con lo
que se satisface el axioma 1.

b) La suma es asociativa (es decir, se satisface el axioma 2).

c¢) Existe, en el conjunto propuesto, un elemento identidad con respecto a la adicién, que es el cero, pues—
to que, para todo entero a se tiene a + 0 = 0 + a = a. Entonces, se satisface el axioma 3.

d) A todo entero a corresponde el entero -a como su inverso con respecto a la adicién. En efecto, cualquie
ra sea a se tiene: a+(-a)= (~a)+a = 0.

3. Tabla de la Operacién - .  En algunos casos puede simplificarse el trabajo necesario para verificar si un con—
junto es 0 no un grupo con respecto a la operacién - , mediante una tabla de do-
ble entrada en la que se destina una fila y una columna para cada elemento; en la interseccion de la fila des—
tinada al elemento a con la columna correspondiente al elemento b se registra el elemento a < b.
Por ejemplo, si se desea determinar si el conjuntoi0, 1, 2, 3, 4 Horma o no un grupo con respecto a la adi—
cién médulo 5, construimos Ia tabla:

+ 10 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3
donde -} indica la operacién: ‘“‘adicion modulo 5.
Al examinar la tabla se comprueba:

a) El conjunto es cerrado con respecto a la operacién 4- , ya que todos los elementos que aparecen en la
tabla pertenecen al conjunto considerado.

b) La operacién es asociativa, puesto que, por ejemplo, se verifica:
1+ 24 3)= (14 2)+ 3,
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puesto que:

1+ (2+3)=1+40=1

142)+3=34+3=1
y andlogamente en los otros casos.

¢) Existe un elemento identidad, que es cero: en la primera columna de la tabla aparecen los resultados:
de la operacién a + 0 y en la primera fila se registra O -+a. En ambos casos se verifica que los respec
tivos elementos coinciden con a.

d) Los registros del elemento identidad (cero) en la tabla permiten investigar la existencia de inversos ini~
cos. Por ejemplo, en la fila correspondiente al 2 aparece un cero y sé6lo uno, en la columna del 3 y,
concordantemente,aparece un cero y s6lo uno en la fila del 3, precisamente en la columna del 2 (en ca-
da una de las columnas referidas hay un sdlo cero). Se tiene: 2 +3= 3 +2=0, lo que significa -
que 3 es el inverso 2 y 2 es el inverso de 3.

4. Problemas Propuestos.

1) Determinar si el conjunto de los nimeros enteros €s 0 no un grupo con respecto a la sustraccion.

2) Demostrar que el conjunto del problema 1 no forma un grupo con respecto a la multiplicacién.
3) Demostrar que el conjunto de los nimeros reales forma un grupo con respecto a la adicién, pero no
con respecto a la multiplicacion.

4) Demostrar que las raices de la ecuacién x% - 1= 0, forman un grupo con respecto a la multiplicacion.

5) Demostrar que el conjunto de los niimeros racionales positivos es un grupo con respecto a la multiplica-
cion.

6) Demostrar que el conjunto de los nimeros racionales es un grupe con respecto a la adicion.

5. Subgrupos.  Si un conjunto C es grupo con respecto a la operacion - , se dice que un subconjunto S de C
forma un subgrupo, si S también es grupo con respecto a la misma operacién - .
Témese, como ejemplo, el conjunto C de los nimeros reales, el subconjunto S de los niimeros racionales y la
operacién suma,
El sigujente teorema da condiciones necesarias y suficientes para que un subconjunto S de un conjunto C, que
es grupo con respecto a la operacién . , forme un subgrupo.

Teorema. Sea un conjunto C, que forma un grupo con respecto a la operacidén - , y sea S un subconjunto
no vacio de C. Entonces S forma un subgrupo si y sélo si se cumplen las dos condiciones siguien-

tes: (i) siay b son elementos de S, entonces a - b es elemento de S,y (i) si a pertenece a S, su in-

verso a’ también pertenece a S.

Primero demostraremos la suficiencia de las dos condiciones, es decir que si se cumplen (i) y (ii) entonces S

es un grupo con respecto a la operacion - y forma, en consecuencia, un subgrupo. Para ello veremos que (i)}

y (ii) garantizan el cumplimiento, por parte de los elementos de S, de los cuatro axiomas que deben satisfa—

cer los elementos de un grupo.

El axioma de cerradura coincide con la condicién (i) y el axioma de inversién coincide con la condicién (ii) ,

de manera que s6lo nos queda ver que las condiciones implican la verificacion de los axiomas de asociatividad

y de identidad.

Asociatividad:  Si a, b, ¢ pertenecen a S, también pertenecen a C, puesto que S es subconjunto de C. Y, al

ser elementos de C, satisfacen la asociatividad porque los elementos de C forman un grupo.

\!A
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Identidad: Como S es no vacio, contiene al menos un elemento a y, por la condicidén (ii), también contiene
al inverso a’. Luego, por la condicién (i), también pertenece a S el elemento a - a’, pero este es e,
el elemento identidad en el grupo C.

La necesidad de las condiciones (i) y (ii) es inmediata, ya que si S es grupo, deben cumplirse los cuatro axio-
mas, entre ellos el de cerradura (condicion (i) ) y el de inversién (condicién (ii) ).

Si volvemos a considerar el ejemplo propuesto, podemos notar que si a y b son dos nimeros racionales, su su-
ma también lo es (se cumple la condicidn (i) ). Ademids, si a es racional, su inverso respecto de la suma,

?

a’ = - a, también es racional (se cumple la condicién (ii) ).
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VII. RAZONAMIENTO MATEMATICO

1. Proposiciones. En Matemadticas uno se encuentra generalmente con afirmaciones que pueden representar -
algo verdadero o algo falso. Estas afirmaciones se suelen llamar proposiciones.

Las estructuras matemdticas se apoyan sobre conjuntos de proposiciones cuya validez no se discute; se
supone que son ciertas y sobre la base de este supuesto se elabora toda la teoria. Estas proposiciones inicia—
les se conocen como axiomas.

Mediante distintos tipos de razonamiento y respetando la validez de los axiomas, en matemdticas se tra-
ta de determinar si diversas proposiciones son verdaderas o son falsas, o, partiendo del supuesto de que deter
minadas proposiciones (hipdtesis) son verdaderas, se trata de establecer si otras proposiciones (tesis) también -
lo son o si son falsas.

2. Induccion y deducciéon. Los procedimientos seguidos para establecer la validez o falsedad de las proposicio—

nes pertenecen a dos categorias, de naturaleza distinta. Unos se apoyan en la repe—
ticién de observaciones o experiencias, en cuyo caso se dice que las conclusiones se obtienen por induccion, -
mientras que otros procedimientos, de cardcter 16gico, permiten evaluar las proposiciones mediante el andlisis
de su congruencia con los axiomas y las hipotesis. En este tltimo caso se dice que las conclusiones se obtie—
nen por deduccion.

Las matemadticas se caracterizan por el cardcter deductivo de sus procedimientos. Aunque uno se encuen
tra con frecuencia con la expresion induccion matemdtica, que se refiere a un camino para la determinacion
de la validez o falsedad de proposiciones, apoyado en el llamado principio de induccion completa, en realidad
¢l razonamiento que se sigue es de cardcter deductivo. El calificativo de induccion indica en este caso la acu-
mulacién de observaciones, pero las conclusiones finales se obtienen luego de completar esa induccion, asegu-
rando la congruencia de ellas con las proposiciones iniciales. Mds adelante nos ocuparemos de este tipo de in
duccién.

Ejemplos:

1) Una enorme cantidad de experiencias realizadas, en las que se ha verificado que una barra de hierro
se dilat6 al ser calentada, nos permite asegurar, con gran tranquilidad, que el hierro siempre se dilata
con el calor. Basados en un. proceso de induccién concluimos que es verdadera la proposicion “el hie-
rro se dilata con el calor”.

2) Si un grupo de alumnos observan, dia tras dia, que su profesor llega con alguna anticipacién para
dictar sus clases, pueden inducir que es cierta la proposicién “el profesor llegard con anticipacidn a la
proxima clase™.

3) Si “para todo nimero real x se tiene y = x2+ 17, se deduce que “para todo nimero real x es
3y = 3x2+ 3"

En los ejemplos 1 y 2 puede notarse que las conclusiones sufren un cierto grado de inseguridad. Si
bien es cierto que toda la experiencia previa hace creer que siempre el hierro se dilata con el calor, no exis—
te una razén 16gica que nos haga descartar por completo la posibilidad de que, en circunstancias muy especia
les, el hierro no se dilate con el calor. En el ejemplo 2 la conclusién aparece como mucho menos segura.

Este tipo de inseguridad (mayor o menor) no tiene cabida en matemdticas. En cambio, en el ejemplo
3 se tiene una deduccion de caricter matemdtico. Aqui no hay dudas de que, si efectivamente es cierta la
hipétesis “para todo nimero real x se tiene y = x2+ 17, entonces tampoco caben dudas con respecto a la
validez de la proposicién: “para todo nimero real x es 3y = 3x2 + 3”.

Otro ejemplo de deduccién, aunque no de caricter matemdtico, es el siguiente:

4) Supongamos que es cierta la proposicién “todos mis libros tienen tapas rojas”. Entonces puede de—

R
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ducirse que es falsa la proposicion “‘este libro de tapas amarillas es mio”.

. Tipos de razonamientos usados en Matemadticas.

1) La negacién de una proposicion. La negacion de una proposicién es otra proposicion, que significa
exactamente lo contrario. Por ejemplo, la proposicién “b no es divisible por a” es la negacién de la proposi—
cion “b es divisible por a”.

Si una proposicion es verdadera, su negacién es falsa y viceversa. Por ello, demostrar que una proposi —
cién es cierta es lo mismo que demostrar que su negacion es falsa, y viceversa. Esto puede aprovecharse para
sustituir el andlisis de validez de una proposiciéon por el de su negacion, si resulta mds comodo.

2) Las proposiciones univessales. Las proposiciones universales se refieren a fodos los elementos en estu-
i

dio. En su enunciado se suelen utilizar algunas de las palabras “todos”, ‘“cualquiera”, “cualesquiera”, etc., o

las expresiones “cada uno” , “cada una” , etc.

Los siguientes son ejemplos de proposiciones universales: “todo tridngulo tiene al menos un dngulo agu—
do”, “dados dos niimeros reales cualesquiera a y b se tiene (a +b)2 = a%-2ab + b2 , “cada uno de los
elementos de la interseccion entre los conjuntosA y B pertenece al conjunto C” , “el drea de un tridngulo cu.:
quiera  es igual a la mitad del producto de las longitudes de los dos lados menores™.

Para demostrar que una proposicién universal es verdadera, es necesario demostrar que la afirmacién es
correcta para cada uno de los elementos a los cuales se aplica, o bien que es cierta para un elemento genérico.
Este ultimo seria el procedimiento adecuado para demostrar que son ciertas las dos primeras proposiciones uni-
versales que se dan como ejemplo. En el tercer ejemplo, si los conjuntos considerados tienen pocos elementos, po
dria convenir tomar cada uno de los elementos pertenecientes a A N B y verificar si efectivamente pertenece o
no al conjunto C.

Para demostrar que una proposicién universal es falsa, es suficiente, en cambio, constatar que no se cum-
ple en un caso particular. Cuando sc exhibe un caso particular en que no se cumple la proposicion, se dice que
se da uncontraejemploMediante un contragjemplo puede demostrarse la falsedad de la proposicién “el drea de
un tridngulo cualquiera esigual al producto de las longitudes de los dos lados menores”.

3) Las proposiciones existenciales. Tal como lo indica el calificativo, las proposiciones existenciales se re
fieren a la existencia de elementos con determinada propiedad.

Los siguientes son ejemplos de proposiciones de este tipo: “‘existen nimeros cuyo cuadrado es igual a
nueve”, “existen tridngulos cuya drea es igual a la mitad del producto de las longitudes de los dos lados meno
res”, “existe un numero racional tal que multiplicado por si mismo da como resultado 5.

p

Para demostrar que una proposicién existencial cs verdadera basta con dar un ejemplo en el que se veri-
fica que la afirmacion es correcta. Se puede verificar que el nimero 3 (o el -3) es tal que su cuadrado es 9,
como también puede comprobarse que si se considera un particular tridngulo rectingulo, su drea serd igual al
producio de las longitudes de sus lados menores. Es decir, se puede demostrar que son verdaderas las dos pri-
meras proposiciones existenciales dadas como ejemplos.

En cambio, para demostrar que una proposicion existencial es falsa, es necesario comprobar que no exis-
te siquiera un caso en que se verifique la propiedad enunciada en la proposicién. Si se quiere demostrar que
es falsa la proposicidon “existe un elemento con la propiedad A” , habria que demostrar que es verdadera la
proposicién universal “todo elemento carece de la propiedad A”. La tercera proposicién existencial dada como
ejemplo mds arriba, es falsa; para demostrarlo es necesario probar que es verdadera la proposicion universal
“el cuadrado de todo niimero racional es diferente de 5.

4) La reduccidon al absurdo.  Ya hemos dicho que una proposicién es verdadera o es falsa; no puede
ser las dos cosas a la vez. Afirmar que una proposicidn es a la vez verdadera y falsa, o, lo que es lo mismo ,
afirmar que tanto la proposicién como su negacién son verdaderas,representa una contradiccion.
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Las demostraciones por reduccion al absurdo se basan precisamente en contradicciones. Si se desea de -
mostrar que una proposicién es verdadera, puede uno suponer que es falsa yseguir luego un procesode deducciénapo-
yado en otras proposiciones cuya veracidad esté ya establecida; si todo el razonamiento es correcto y se llega a -
una contradiccién, ésta-se deberd atribuir a la negacién que se hizo de la proposicién inicial. En este caso se di-
ce que se ha llegado a un absurdo y que éste proviene de suponer que la proposicién inicial es falsa; en conse ~
cuencia, ella no es falsa sino verdadera.

Trataremos de demostrar, por reduccién al absurdo, que es verdadera la proposicién siguiente: “Sean r,
s, t, tres rectas distintas de un mismo plano, con r y s paralelas entre si; entonces si t corta a r, también corta
a s!!‘

Supondremos que esta proposicién es falsa y utilizaremos las siguientes otras proposiciones, cuya validez
asumiremos que estd asegurada:

a) Si se consideran dos rectas distintas de un mismo plano, ellas o bien son paralelas (no tienen punto
alguno en comun) o bien se cortan en un punto.

b) Por un punto exterior a una recta pasa una sola paralela a ella.

Suponer que la proposicion inicial es falsa significa asumir que t no corta a s, es decir, que son parale -
las (por la proposicion a). Pero t corta a r (por hipdtesis) en un punto que debe ser exterior a s (también por
la proposicién a, recordando que r y s son paralelas por hipdtesis). Entonces, por este punto exterior a s pasan
dos rectas distintas (r y t) paralelas a ella, lo que estd en contradicciéon con la proposicién b. Esto es un absur—
do que proviene de suponer que t no corta a s; entonces es verdadera la proposicion inicial (r corta a s).

4. La induccion matematica. Algunas proposiciones universales se refieren a todos los elementos de un con—
junto coordinable con el conjunto de los nimeros naturales. Este tipo de proposiciones suele formularse con
motivo de la verificacién de una propiedad para algunos elementos del conjunto, desedndose extender la pro -
piedad en términos universales.

Si, por ejemplo, se considera el conjunto de niimeros:
n
A=+ ag|a= Z i2 , n es un nimero natural }F ,

i=1
puede observarse que aj , a)  y a3 se obtienen valorizando la expresion:

5n2 -7n +4
2

para n igual a 1, 2 y 3, respectivamente.

Podria interesarnos generalizar este resultado en términos de la proposicién universal siguiente: “Para to-
do nimero natural n se tiene

a, = § i2 = 5 n? ;7 nt4 »  Ppero podemos demostrar que esta pro—
=1

posicion es falsa, mediante un contraejemplo. En efecto, si tomamos n= 4 , tendremos

5n2 - 7n+ 4

= 2
> 8

mientras que ag = 1+22+ 324 42 _ 30 #28.

Aqui se ha generalizado a partir de lo que se observé en tres casos particulares. Se ha hecho una induc-
ciéon y se cometié un error. No se ha seguido un razonamiento aceptable desde el punto de vista matematico.
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En matemdticas se puede inducir, pero de acuerdo con el principio de induccion completa, que
puede enunciarse de la siguiente manera:

Sea el conjunto B ={ bnl n es un nimero natural } y sea P una propiedad. Entonces,si b
tiene la propiedad P y si la posesién de la propiedad P por parie de un elemento b, implica que b, 41 tam
bién la posee, entonces todos los elementos de B tienen la propiedad P.

Puede notarse que el primer elemento tiene la propiedad por hipétesis, el segundo la tiene porque
la posee ¢l primero, el tercero porque estd asegurada para el segundo, y asi sucesivamentie. De . manera que,
de acuerdo con este principio, la induccién es segura. En realidad, se puede deducir que, si se cumplen los re-
querimientos del principio de induccién completa, entonces fodos los elementos tienen la propiedad.

Si retomamos el ejemplo anterior, veremos que, apoydndonos en el principio de induccién completa,
podremos demostrar que es verdadera la proposicién:
) Cn+l)am+1) »

n
“Para todo nimero natural n se tiene a,= & {2
n= 6

1=

En primer lugar, podemos comprobar que esta expresion vale 1 para n = 1, que es el valor de ay
(el primer elemento tiene la propiedad). Ademds, si la expresién propuesta es correcta para un cierto n, en =
tonces:

2n+1n(n+1)

+ (n+1)?
P (n+1)

ap +1= ap+(n +1)2 =

Clo4+1]1+ Dn+1)} ([n+1}]+ D
6

resultado que corresponde a la expresién propuesta, para n+4 1 (si la propiedad es vilida para a; , entonces
también es védlida para ap 4 1).
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