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Progresiones aritméticas

Se llams asi a las sucesiones en que cada término se diferencia del
anterior en una constante.

Por ejemplo:
(1) 1, 2, 3,"o'-lancoo, n

es una progresidn aritmética, pues e@ada término se diferencia del anterior
en uno, El nimero de términos de la progresidn sefialada en n, En este
caso el lugar de cada término coincide con su nimero.

El ejemplo siguiente
(2) O) l:\ 2‘, ooc.oo, n = 1, n

es también una progresidén aritmética, pues cada término se diferencia del
anterior en la unidad. En este caso la progresidén tiene n + 1 términos,
Dentro de la pregresién anterior el término que ocupa el lugar k serd.

3) k~1

y estari rodeado asi
(h) k= B -3, k

Consideramos ahora la progresidn
(5) Oy d, 2d; 3d, seevessy N 1)d

con diferencia constante d y n términos. Podriamos elaborar otra progresidén .
con la misma diferencia y el mismo nimero de términos, sélo con variar el
lugar inicial, tal como hicimos de (1) a (2).
0 sea,
d, 2d, 3ds 4dyesesseass nd
6) 0 95 24, 3dyeeiies, (- 1)d
~dy, 0, d, 2dyessesseepy G- 2)d
~2d, =) 0; dy eonvess s R~ I _
son progresiones con la misma diferencia y el hisho nﬁmero de térmihos, pero
los térmminos son distintos. Si consideramos que cualquiera de las sucesiones
se. extiende indefinidamente a ambos lados, veriamos que los diversos términos
de (6) son partes de la misma sucesién infinita,

El tipe mas general de progresién aritmética es:

/orden del
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7) orden del término 1.2 3 ksarbwnins B
progresién a, (a+d), (a+2d), (a4 3d),eeeeeees a#
4 (n~1)d

Donde a es una constante arbitraria que inicia la progresién y d es la
diferencia constante,
El dltimo término, que ocupa el lugar n, por la ley de formacién de los
témminos debe ser a + (n - 1)d,
El término que ocupa el lugar k serd a + (k - 1)d.
Ua ejemplo de (7), es 7, 10, 13, 16, 19, 22. En que a = 7,
d= 3,
ne= b,
La progresién (7) puede descomponerse en dos partes, asi

orden del término

1 2 3 bk essmssesss N
a a a a a
8) + + + + g
0 d 24 3d {n ~1)d

O sea la progresién general se reduce a la repeticién del término
inicial n veces, acompafiado en todo caso de una progresién como (5)s

Vemos entonces que para sumar las progresiones aritméticas bastari con
conocer la suma S! de (5), es decir
(9) S =20+ d+ 20+ ereveccess + (n=1)d
pero como d es factor comun basta conocer la suma de una progresién como
(2), de n términos, que indicamos por St!
(10) SI" 20414+ 24 caeenes t(n=-1) ¥

S“d:S'

La suma de una progresidén como (7) u (8), que indicamos per S, serd
(11) Szat+(a+d) ¢ ,000+tat(n-1)d

S=nadStid

Mas queda sumar (10) para obtener la suma de la progresién general en
1)

En (10), dejamos el cero, s8lo para indicar el primer lugar de la
progresidén, que esta ocupado por cero.

Para sumar (10) se coloca nuevamente (10), pero en orden invertido, y
se suma, obteniéndose asi 23",

/st
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S"- O 4— l + 2 -!-........!-(n-Z) ‘!'(n"'l)

S" = (n=1)+ (n=2) & (0 -3) % cocseces + 1 + O

25" n~1)+ n=1)% (N =1) % cevereee + (n=1) + (n=-1)
luego

(12) s" = n (0 = 1)
2
¥ la suma de la progresidén general de (11) es

(13) S=na+n(n-1) d
2

NOTA: al hacer la suma anterior que resulta en 25", se suman los términos
equidistantes de los extremos cuya suma es siempre (n - 1), Pues les términos

~

en el casc general son

orden del término k equidistante: n -k + 1
tirmino i - 1) ‘{n -~ k)
sura (n-1)

kho-a podemos aplicar la férmula (13) a la suma de (1) y obtenemos

(1) S=14243% covesess ¥

a=1 d = 1 nimeroc de términos: n
luego “

S:n+n§n—12

2

(1y)

S=nin4+1l

2

Ejercicios

1) Encontrar la suma de 8 términos de la progresidn
~ 5y, =7, - 11, etc.

respuestas
S = - 96,

2) Conociendo que 130 es la suma de una progresidén aritmética, su quinto  °
término es 11 y la diferencia 4, encontrar el nfmero de términe.
respuesta: ‘
ne=10

/Progresiones geométricas




Progresiones geométricas

Se 1lama asf a las sucesiones en que la relacidén de cada término al
anterior es una constante. Por ejemplc.

(15) l, Ty r2, r3, eevecencey rn = l

es una progresién geométrica de n términos. El término inicial es r’.
El término que odupa el lugar k es K-l B Qtime témino es r® " 1,
pues ocupa el lugar n.

Ejonplo:

1, 3, 9, 27, 81, 243
es una progresién geométrica con n = 6, y que también podemos poner como,

v [ |
T, 5
o sea cada término se forma del anterior, multiplicando a este por r
(3 en esie ejemplo),

m
4

aarién r puede ser fraccionario y negativo por ejemple.

AR T SR SRS
52 25° ~ 125, 625

1,
la siguiente progresién es mas general
(16) a, ar, arz, a.r3,......., arn = ¥
se forma de (15) si se empleza a operar sobre un término inicial a, en vez
de de operar sobre 1,

La suma de (16) se reduce a la de (15) pues a es factor comin.
Si llamamos S a la suma de (16) y S!' a la de (15) tendremes

(a7) S = aS!

donde
(18) Smaear % ar2 % sensess ® ar 1
(19) BN P 2 b R BT

La suma S' puede obtenerse con el sighiente procedimiento

S':l-l-r-!-rz-!-.....o-l-rn—l

ne-1 n

(20) S'I‘ =r‘!'r2"‘ P00 0 00000 '!‘r 4'r

en que se ha multiplicado la suma por r. Y ahora restamos, obteniendo.
/St - Str



S! = Slr =1 - rn
de donde
: B b
b e
(21) o e
" :
r -~ 1
el e

r se 1lama razén de la progresidn.
Indicamos por /r/ el valor absoluto de r, es decir
si r es positive /r/ =r
si r es negativo /v/ = - r

lo que indica que r es el valor numérico de r, pesitivo en todo caso.

Progresiones infinitas
Sahemos que la suma hasta el témino enésimo de una progresién geométrica
esta dada psr (22) que podemos expresar también como:
n

a ar
(23) S=1_r+l_r

Consideremos la diferencia

n
(231) Bl P f r) = i f T

cuando el nimero de términos crece indefinidamente, lo que se expresa n

si /r/ <1, al crecer.n, r® serd cada vez mis pequefio en valor absoluto,.
Podemos encontrar siempre un valor de n, tal qﬁe la diferencia de (23') sea
tan pequefia como se desee, y 3¢ dice gue en el lImite la diferencia es cero,

es decir

- a
llm(S-l_r):O

[ — By

e

S5i ahora también expresamos con S la suma de 1 serfa infinita con

/r/ <1, obtenemos

a8
lenx

(24) S =

si A/>1, r" crece en valor absoluto, al crecer n, y la suma de la

progresién dada per (23), crece también indefinidamente.
/Interpolacién
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- Interpolacidn
Observemos que para sumar una progresién o para determinar uno de sus
términos necesitamos conocer tres tipas de datos: el término inicial, la
razén y el orden del t*érmino o minero de términos.
Si conocemos dos términcs de una progresidn geométrica, esta queda
determinada y podemos intervolar y extrapolar los términos restantes.

Sean Y ¥y los términos conocidos que ocupan los lugares k y m

tenemos
(25) a rk = =z
m-1
ar =

Por divisidén entre las dos expresiones pedemps obtener r pues resulta

(26) I‘k i m‘ I P;k"

pe

que resclierimos en general con logaritmos.

Uiss vez obtenida la razén, con esta y uno cualquiera de los términos
puede chienarse el inicial u otro cualquiera,
1) apreszr (22) de modo que figure explicitamente el dltimo término en el
numerador, Calcular ertonces la suma de una progresién geométrica cuyo dltimo
término, el ntmers 4, es 7h, ¥ la razén r =(- 1/5)
Respuecsia:z

S =~ 7 800

2) [Expresa: los 5 primeros términos de una progresién infinita cuya suma es
- 3, ¥ cuyo cuarto término es (~2/27)
Respuesta

“2y 2/3, ‘2/9, 2/27: o 2/8l

3) Cuél es la razdén de una progresién cuyos términos 8 y 5 son 1/3 y 1/2%
respectivamente,

ReSpuesta’

/Tasas de
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Tasas de Crecimiento

Observemos la siguiente serie de valores del Producto Nacional Bruto de

México, en millones de pesos, a los precics de cada afio,

Afic w Producto
1350 LO 577
1954 71 540
1959 87 349
1956 99 323
1957 114 225

De 1954 a 1945 el producto aumenté en 15 809,
De 1955 a 1536 en 11 974
De 1956 a 1$57 en 14 902

El sumento del preducto de un afio a otro podemos expresarlo como acabamos

de hacarlic Tamticén es frecuente dar la variacidn en términcs relativos al

lo que equivale a 22.1 por ciento, se dice. :
De 1954 a 1955 el producto aumenté en 22.1 por ciento.
Otra fcima de indicar el crecimiento del producto de un afis a otro
consisle en dar la propcrcidén entre ambas cifras., '
£7 349 =
WL 8E0 ~
En resumen, el crecimiento de 1954 a 1955, lec hemos indicado de 3

l.221

maneras distintas:

per diferencia en términos relatives en proporeidn -
15 809 0.221 é 22,1 por ciento 1 A28l

De las tres maneras se escogeri la mas adecuada a los fines en estudie.

/Estas tres
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Estas tres maneras de expresar el crecimiento estan relacionadas entre
si, Matemédticamente, si llamamcs Uy al término que ocupa el lugar k en una
serie, las maneras de expresar el cambio de u e w o4 son:

3 £ -y 1 v vy -
Per diferencia, encontramos U g 9~ Yo si Wy S mayor que u,

esta diferencia serd positiva, Puede ocurrir que la difcerencia sea negativa
Bsta diferencia en el caso general, tiene, por definicidén, el simbolo
abreviado L/ S ., de modo que

(27) VAN S Yy

En términos relativos, dividimos la diferencia entre la céntidad inicial,
8i llamamos r» al euociente obtendremos,

ol R R
Yk Uk

JAY w » se lee "delta u sub k", es como dijimos antes un simbolo especial,
por lb tanto no puede cancelarse el numerador de (28) con su denominador.

En proporcién, Dividimos Weg1 entre_uk. Para relacionar esta
cuociente con (28), utilizamos (27) que nos dice

N R s Ay

¥y la proporcidn es
TS L o, A
i Y Uk

y de otro modo

(29) U g -

En el ejemplo anterior de Méxlco, de 1954 a 1955, teniamos.,

FAY uk - 15 809
= 0,221

l4r= 1,221
k = 1954

1//\ es la letra griega delta. equivalente a nuestra d.
AN w, puede considerarse como abreviatura de diferencia de Y e
/Se 1lama
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Se llama tasa de crecimiento al valor de r,. Es decir a la variacidén

relativa de un afio a otro, en una serie, Usualmente, al hablar se expresa
su valor en témminos porcentuales. Peor ejemplo, en el caso anterior la
tasa es de 22,1 por ciento, :

Volviende a la serie d= México, Podemos calcular las tasas de
crecimiento de 1955 a 1956 y la de 1956 a 1957, ya sea emplcando (28) o (29)

de 1955 a 1956 re 11 974 - 137
87 349 " °

de 1556 a 1957 r= 114 225 -1 - 1578
99 323 '

Como obtenemos una tasa distinta por cada afic podriamos abreviar con el

dltimo nifmero del afio asi:

rh : .220 rs : 0137 r6 : .150

Ademas, si multiplicamos por (1 + rk) el término Uy s obtenemos el valor
de la serie para el afio siguiente (29), Si repetimos la operacidn con
(A 4 5 &-l) obtendremes el término del perfodo (k + 2). y acf sucesivamente,

De mouo que

(30) Yot +il -1+ el t) o AL 3 Ty 4 1) (1 + rk) .

O bien, si partimos del afio base al que numeramos uno, tendremos
(31) ut = (l'!' rt » l) (l'!' I‘t - 2) eeeesese (l + r2) (l + I‘l) ul

Esta expresidﬁ puede abreviarse con el simbolo 1l que representa
producto, por ejemplo g
n
TT a :a a esssee &
e i 1 172 n
el 1 =1, y n colocado debajo y encima del sfmbolo, indican el primer y
. dltimo subindices del producto
Con este sfmbolo (31) pasa a
t -1
(311) w=u I 1+ ri)
i=1
En el caso de la serie anterior de México, Si empleamos (31), contando con
el producto de 1954, y las tasas de crecimiento de cada afio, podemos deducir
el producto de cada afio, o directamente el producto de 1957,

/Consideremos una
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Consideremos una serle en que las tasas de crecimiento fueran
iguales todos los afios, en este caso tendriamos una progresidén geométrica
(31) se reduce a

u, = (14 r)t . uy . (32)

que es el término general de una progresién geométrica de razén (1 4 r).
La serie se expresaria asi:
Afio % 2 3 esessoe e t
u (14rdy, (L)% (14r)¥L
l l l L B B BN O BN BN N ) 111

Istas progresiones geométricas, son un caso especial de crecimiento
en que Ja tasa es la razén menos uno, y es igual todos los afios,

s frecuente encontrar crecimientos de este tipo, es decir,
geométricos. Ya sea como el resultado directo de cierto fendmeno, o
como una aproximacidén a plagzo no muy largo: para fendmeno de crecimiento,
cuyas férmlas mds precisas son complicadas. También puede surgir a
consecuencia de un ajuste estadistico de datos observados, con el fin
de obtener una relacidén como (32). La expresidn (32) puede representarse
en papel logaritmico como una recta.

La serie anterior con tasa de e¢recimiento constante se deduce de
manera andloga al interés compuesto. El valor correspondiente al afio
2, es el del afio 1 més el crecimiento de este dltimo., E1l crecimiento
del afio 1 se expresa como una tasa delvalor en ese mismo afio, El
afio siguiente, el nuevo crecimiento se suma al valor anterior, y asi
sucesivamente. Este proceso lleva sl nombre de compuesto si se
refiere al interés. Por las mismas rézones, se les llama tasas de
crecimiento acumulativo anual.,

Como ya indicamos, lo usual es que tas tasas varien de un afio
a otro, sin embargo, en lo gque sigue supondremos una tasa constante.
La determinacién de esta tasa en la prictica, se hari con métodos

estadisticos,

/C4lculos numéricos




Cdlculos numéricos con la tasa de crecimiento

Supongamos ya conocida la tasa constante, entonces la expresidn (32)
nos permite calcular el valor de la serie para cualquier afio t.
Por ejemplo si 1lamamos NO a la poblacidén en el afio base, afio cero,

*
la poblacidén el afio t serd U Si n es la tasa acumulativa de

t,‘
crecimiento de la poblacidn, la seleccidn seri

N, = (L4r)® N (33)
o bien
Yo o )t (33)1
. |
(o]

dada la tasa y No podemos calcular Nt por alguno de los procedimientos
siguientes:

1. Por logaritmos

2. Con una regls de cdlculo con escala log-log.

2. Con ayuda de tablas de interés compuesto

L. Por procedimientos aproximados. '

En cada caso nos bastarid calcular (1 ¢ n)t, corio puede apreciarse -
en (33)'. El resultado indica en qué proporecidn crece Nt respecto a No'

Veamos cada uno de los procedimientos con el siguiente ejemplo
numérico,

n = 2,54 = .025 t = 8 afios

Deseamos calcular en qué proporcidn crece la poblacién el afio 8
respecto al aflo cero.

1. Por logaritmos:

La respuesta es (1.025)8, llamémosla y
' y = (1.025)8
log y = 8 log 1.025
log vy = 8 x 0.010724
log y = .085792
y = 1.218

(3

Aplicable a cualquier otra serie con la misma "ley de formacién™.
/2. Con regla
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2. Con regla de cédlculo con escala log-log.

En esencia, este procedimiento es un procedimiento grifico
equivalente al anterior.

Observando las escalacs correspondientes se obtiene en este
ejemplo la misma precisidén que en el caso anterior, o sea

y = 1.218
3. Con ayuda de tablas de interés compuesto.

Basta considerar que n = 0,025 equivale a un interés compuesto
de 2.5%. Para un periodo de 8 affos se deben consultar tablas financieras*
que registran:
(14 i)t bajo los nombres "monto de 1 en t afios", u otros eguivalentes.
Asi se obtiene

y = 1.218403
4. Por procedimientos aproximados.

Cuando la tasa es relativamente pequefia, y el tiempo no muy largo
suele basiar con una aproximacién lineal del siguiente tipo:

(1 ¢ n)¥ = (aprox.) 1 ¢nt (34)

Después veremos qué error se comete con esta aproximacidn,
Aplicando esta aproximacidén a los dataos numéricos, obtenemos

y = (aprox.) 1 ¢ 8x.025

y = (aprox.) 1.20

Por lo tanto, en comparacidén con los otros resultados vemos
que el error de esta férmula es menor gue 0.02, o sea menor que el 1.6
por ciento del resultado correcto. Esta aproximacién es mds que

suficiente para muchas aplicaciones econémicas.

¥*

Hay muchas tablas financieras y de interés compuesto, por ejemplo
en

Moore, J.H. - Manuel de Matemiticas Financieras. Edit. Uteha.
México, 1946.

Violeine, F.A. - Nouvelles tables pcur les calcules d'interets composés.
Gauthier-Villers, Paris 1946,

/Céleulo de
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Cdlculo de la tasa

51 contamos con el valor numérico de dos aflos en la serie,

podemos entonces deducir la tasa constante. Supongamos conocido LRAN

u, - (14 r)t =i o

o

&
1 (log u, - log ul) = log (14 r)
(h=0)
con el logaritmo de la derecha podemos deducir la tasa r.

Por ejemplo:

ul = 100 u

p =130 t =7 afios
log (14r) =1 (log X30 - 2)

o

log (14r) = %_ (.113943)

log (14r) = 0.018991
(1%r) = 10447

y la tasa es 4.5 por ciento.

Sin embargo, esto sdlo podemos hacerlo si la tasa es efectivamente
constante. Si la tass es variable de afio en afio, tomer dos aflos para
deducir la tasa suele ser un muestreo insuficiente, y por consiguiente
el resultado no reflejard adecuadamente la tasa correcta.

Si la tasa es variable, es preciso emplear procedimientos

estadisticos para deducir la tasa constante mids adecuada.

lLas avroxinaciones lineales

Ya vimos en los ejemplos numéricos que podemos aproximar a
t
(14r)

los desarrollos en serie, identificardn en esta aproximacidén los

s la expresidn lineal, mds simple 1 + rt. Los que conocen

primeros términos de dicho desarrolle.

La aproximacién lineal se emplea en cdlculos numéricos, tanto
para tasas positivas como'negatiﬁas. También se emplea en mpdelos
tedricos para posterior cdlculo numérico, como aproximaciones a corto
plazo, principslmente, Con frecuencia se encuentra esta simplificacidén
combinada con el uso de Indices.

/Ya antes
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Ya antes dimos un ejemplo en que con esta aproximacién lineal
se obtenia un error menor del 1,6 por ciento del valor correcto.
Interesa conocer qué error puede cometerse con esta aproximacidn
lineal.

Si consideramos tasas positivas, y el error relativo es definido

e = gljrzt'- §l&rt2 (35)
1&r)T

el error es menor que cierta cantidad, facil de calcular con la misma

tasa, coro sigue

e(i¥§;2 4 T 2t-l (36)
e bien
e < 33 o 3 (bl) (37)
1% 2r 2
Ejemplo:

Sea r = ,06 t =10
de las tablas obtenemos (l+r)t = . 1,791
de la aproximacidén lineal 1 4 rt = 1,60

diferencia 0.191
error relativo e= 0,191 = ,107
791
de la férmula r~ . t(t-1) = .145
142r 2
y efectivemente e <45

Sin calcular el valor exacto, podriamos saber que el error era
menor de un 14.5 por ciento.

Para r = .03 t = 8 afos

Calcule por debajo de qué margen se encuentra el error relative.
Respuesta: e <,024.

Las aproximaciones lineales se aplican ademfs combinadas en
productos y cuocientes, como veremos en la aplicacién ilustrativa
siguiente.

/Consideremos un
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Consideremos un pais en el que diferenciamos los siguientes

conceptos:
Tasas de crecimiento
Total Per cépita Total Per cépita
Consumo de un bien Q q iQ iq
I 8 i 3
ngreso Y ¥ Y v
Pablacién N 1l iN

51 definimos ahora la elasticidad ingreso del consumo del bien
indicado como la relacidén entre el crecimiento relativo del consumo y
el crecimiento relativo del ingreso, y llamamos e a esta elasticidad

™ (38)

i
y

ya que el incremento relativo debe referirse a una persona, y asi
resulta igual a la tasa correspondiente (28).

Ademids puede decirse en forma de aproximacién lineal que

g =iyt 1y (39)
iy - iy $ iy (40)

Estas relaciones se deducen asi

Q, = q, (41"

Q = q, Wy = q N ()" ()"
de donde L %
(419" = £a41) (L)
1+ iQ)t = (aprox.) /14 ig * W)

en este paso se desprecidé el producto iqin’ pues al ser iq e iN
cantidades pequefias, €l producto es mucho mis pequefio.

De la igualdad anterior se deduce (39). En forma andloga puede
deducirse (40).

/Las aplicaciones
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Las aplicaciones de (4O) son frecuentes. Si la poblacidén de
un pais crece al 2.5 por ciento acumulativo anual y su ingreso total
crece al L por ciento, el ingreso per cédpita crece al 1.5 por ciento.

Con el mismo crecimiento de la poblacidn, si el ingreso total
crece al 2 por ciento, el ingreso per cédpita decrece 0.5 por ciento, etc.

(39) y (4L0) pueden ccmbinarse con (38) y resulta

e=1i, -1

-
Ny <3
o bien
i.=e (1Y = lN) + i ‘ (81)
Otro empleo de este tipo de simplificaciones es cuando se quiere
dividir expresiones del tipo

14u
ltvw

en que u y v son tasas pequefias,

Teniendo en cuenta el cardcter de u y v, podemos aceptar

14u =14%r
l4vw

en que r es también una cantidad pequefia.
ltu=@Q4r)(14v)

haciendo el producto y depreciando el término rv, obtenemos
ldu=l4iritv

de donde se deduce
rEu-v

y asi

lL$u = (aprox.) ltu=-v (42)
l4v

Ejercicios:

1. Si la poblacién de un pais crece a una tasa del 3 por ciento
anual, en cuintos afios aumentard el 50 por ciento.,

/2. Un pais



