
Oò&o^.ao 
.... 

"t 

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
• c o n a p l i c a c i o n e s a la d e m o g r a f i a 

ANTONIO 
O R T E G A G. 

C E N T R O L A T I N O A M E R I C A N O D E 
D E M O G R A F I A C i L A D i 

Serie 8S N° 4 

San José, C o s t a Rica 
¡073 



03209,0 04800 pedido D0CP&L(MCCESO) 1973=Fecàa pubi. 
OETEG&, Antonio {àtt| 

Calculo di ferencial e integra l , cor, aplicaciones a .Ila demografie» 
S973; Pags:163 
Editorial : C ELUDE, San Jose CE 
Serie BS 4 ' 
Idioiaa:£s Distr;General Impresión :HiEeo 

Pais/region principal :ZZ Paises tratados:ZZ 
Descriptoress<HATEHA:lMCa*> <EHS;ÈNANZ&*> 
Categ. Bevista:<P0BI:P20r> 
Fec'kas datos demogr:9999-9999 Ho. de Eef = 14 

(Inf , interna para Ü0CP&L: ISIS=07886 LS -m D£d) 







CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 
con aplicaciones a la demografía 

San José, Costa Rica 

1973 

A N T O N I O 

ORTEGA G. 

Serie BS N° 4 g 0 0 0 2 b b / o - L 

63?2 





Capítulo I s FUNCIONES Y LIMITES.. o ...» 

Constantes0 variables y parámetros. Variables 
discretas y continuas. Intervalos. Entorno. El 
concepto de función. Clasificación de las fun-
ciones. Límite de una función. Límites late-
rales. Teoremas sobre límites. Infinito. Ex-
presiones indeterminadas. Ejercicios sobre lí-
mites. El número "e" de Euler. Funciones con-
tinuas y discontinuas- Análisis de algunas fun 
ciones demográficas. Ejercicios del capítulo I 

Capítulo II : LA DERIVADA Y SU INTERPRETACION.... 

Incrementos. Definición de derivada.Interpre-
tación geométrica de la derivada. Fórmulas de 
derivación„ Ejercicios» Diferencial de una 
funciono Derivadas sucesivas. Derivación nu-
mérica. Aplicaciones a la demografía. Ejerci-
cios del capítulo II» 

Capítulo III s MAXIMOS Y MINIMOS. 

Funciones crecicntco y dccrocicntec. Máximos y 
mínimos relativos de una función. Concavidad* 
convexidad y puntos de inflexión. Ejercicios. 
Análisis de funciones demográficas.Ejercicios 
del capítulo III * 

Capítulo IV : INTEGRALES 

Integrales indefinidas, Fórmulas básicas de 
integración. Integración por partes. Defini-
ción de la integral definida. Teorema funda-
mental del cálculo integral.Propiedades de las 
integrales definidas. Ejercicios- Integración 
numérica: Métodos de los Trapecios ySimpson. 
Teorema del valor medio del cálculo integral. 
Aplicaciones a la demografía.Ejercicios del ca-
pítulo IV. 



i i 

Página 

Capítulo V s ; SERIES .......... 133 

Sucesiones. Límite dé una sucesión. El concep-
to de serie. La serie geométrica. Criterios de 
convergencia de las series de téririinos positi-
vos. ̂ Convergencia de series dé términos nega-
tivos. Serie de potencias.-Desarrollo de fun-
ciones en series de potencias.Fórmulas de Tay-
lor y Maclaurin con el término complementario 
de Lagrange. Aplicaciones a la demografía . 
Ejercicios del capítulo V. 

Bibliografía.. . . .V»......... o « . . . . . , i . . . . . . . . 163 



NOTA PRELIMINAR 

Los presentes apuntes han sido preparados para facilitar el 
desarrollo de las ciases de "Cálculo"5 correspondientes al Curso 
Básico de Demografía de CELADE, El objetivo de esta asignatura 
es repasar los conceptos de funciones, derivadas, integrales, y 
temas relacionados, los cuales constituyen herramientas básicas 
en demografía. 

En el análisis demográfico se recurre con frecuencia a fór-
mulas matemáticas, para establecer relaciones simplificadas entre 
variables demográficas, y hacer estimaciones. Así por ejemplo,a 
veces se utilizan fórmulas exponenciales o parabólicas para es-
timar el tamaño de la población total de un país o región,, en fe-
chas vecinas a la de un censo, en cuyo momento el número de ha-
bitantes es conocido. Del mismo modo se emplean fórmulas para 
pasar de las tasas centrales de mortalidad a las. probabilidades 
de morir de una tabla de vida, para proyectar tasas de mortali-
dad por edades, etc. Frente a este tipo de fórmulas, el "Cálcu-
lo" permite conocer la forma exacta de estas relaciones e inter-
pretar mejor los resultados demográficos que se derivan. 

Por otra parte, se ha desarrollado como una rama de la demo-
grafía, la denominada demografía matemática o poblaciones teóri-
cas, la cual, partiendo de ciertas hipótesis precisas, permite 
obtener las relaciones necesarias que vinculan las diversas va 
riables demográficas. Los modelos pueden no ser realistas en al-
gunos casos, pero permiten obtener respuestas a preguntas tales 
cornos cuál es la relación existente entre la tasa de crecimiento 
y la distribución por edad de la población? o entre la tasa de 
crecimiento y la tasa neta de reproducción? o cuál es el efecto 
de una disminución de la fecundidad de determinados grupos de eda-
des. En este cairipo de la demografía se utilizan extensamente las 
nociones matemáticas de derivadas, integrales y otras. 



Esta asignatura, ubicada al principio del Curso¿ resulta in-
troductoria al estudió de estos ternas. Se incluyen cinco capí-
tulos s 1) Funciones y límites, 2) La derivada y su interpretación 
3) Máximos y mínimorjj, 4) Integrales definidas e indefinidas^ y 5) 
El concepto de serie, formuláis de Taylor y desarrollo én serie 
de funciones„ En cada capítulo se incluyen algunas relaciones 
entre variables demográficas° Han ..quedado fuera de este progra-
ma algunos temas de interés en demografía,, como por ejemplo el 
estudio de. funciones de dos o más variables». 

Finalmente* algunas palabras sobre la evolución histórica 
del cálculo infinitesimal» Señalan Cóürant y Róbbins "qué con 
una simplificación excesiva dé los hechos se atribuye a veces a 
dos personas, kewton "y Leibniz, la invención dél cálculo"infini-
tesimaí (a fines del siglo XVII)? en realidad és el producto de 
una larga evolución que ni iniciaron ni dieron fin (esos autores), 
pero en la cual desempeñaron un papel decisivo" (Qué és la mate-
mática, Ed. Aguilar, 'págs«408-410)„ Las primeras iñvedtigació-
nes sobre esta materia se remontan a épocas tan lejanas como el 
siglo III A.C.j, cuando Arquírnedes trató de resolver el problema 
de encontrar la, superficie.de áreas encerradas por curvas. Du-
rante el siglo XV.III, p ?ea en una época relativamente reciente» 
todavía el .análisis matemático se hacíc. en forma completamente 
intuitiva y sin njayor rigor. Pero denpués de la revolución fran-
cesa^ cuando aumentó notablemente el numero de personas que par-
ticipaban en la actividad científica« se hizo una completa revi-
sión crítica que permitió la formulc.cion matemática precisa de 
estos conceptoso . 



Capítulo I 

FUNCIONES Y LIMITES 

CONSTANTES , VARIABLES Y PARAMETROS 

Es conveniente aclarar cu primer lugar las diferencias que 
existen entre estos tras conceptos que aparecen en casi todos los 
problemas. 

Se denomina constante a toda magnitud que mantiene siempre el 
mismo tf&lo'r. Son constantes por ejemplo, los números 2, \/l, TT 
etc. 

Por el contrario se denomina variable a una magnitud suscep-
tible de asumir distintos valores dentro de un intervalo o campo 
de variación-

Por ejemplo la edad x de"una persona es üna variable que pue-
de tomar cualquier valor desde 0 haáta to (omegá) , que es la náxi 
ma edad que en teoría la persona puede alcanzar. 

Análogamente el mes m de un año es una variable. En este caso 
el campó d'e variación estaría constituido po^; los meses enero, fe-
brero, etc., que pueden representarse numéricamente por 1, 2, 3, 
. • j í» „p ^ 1 2 • , 

En general las variables suelen indicarse con las últimas le 
tras del alfabetos x, y, z„ t0 u, ... . Cuando a una variable se 
le coloca un subíndice, por ejemplo xQ, se está individualizando 
un valor particular'de la misma. . • 
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Parámetrosg son magnitudes cuyo valor permanece constante en 
el curso de un proceso de análisis, pero que en otro problema pue 
de cambiar de valor. Un ejemplo clásico es la ecuación de la recta 

Gráfico 1-1 

donde la ordenada en.el origen a y la pendiente b son parámetros. 
Más adelante se verán varios ejemplos de parámetros demográficos. 

VARIABLES DISCRETAS.Y CONTINUAS 

Una variable se denomina continua cuando puede tomar cual "-" 
quier valor entre dos valores dados. Si no es así? se llama va -
riable discreta (o discontinua). 

Ejemplos s 
1. La variable tiempo t „ puede tomar el valor 3», o bien 3.2„ 

o también 3.114 ? es por lo tanto una variable continua. 

2. Él número de hijos n de uña familia puede ser 0? 1„ 2». 
pero no puede ser 2.3 o 3.84? esta es una variable discre 
ta. 

INTERVALOS 

Dados dos húmeros a y b, tales que a se denomina inter-
valo al conjunto de todos los números x comprendidos entre a y b. 
Los valores a y b se denominan extremos del intervalo y pueden es-
tar incluidos o no en él. 
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Intervalo abierto es aquel que no contiene a sus valores ex-
tremos. Corrientemente se lo representa 

a < x < b ? o también (aff b) 

Al hacer la representación gráfica resulta cómodo en algunos 
casos«, hacer un círculo pequeño sin rellenar para indicar que los 
extremos no están incluidos0 o lleno si el punto extremo se inclu 
ye en el intervalo. 

El intervalo abierto junto con sus extremos a y bff recibe el 
nombre de intervalo cerrado„ que se simboliza 

o bien a» b b 

Intervalo infinito es aquel en que uno o sus dos valores ex-
tremos no están limitados. Por ejemplo el conjunto de todos los 
valores de x mayores que a? se simboliza 

x^> a y o a C x O o O • o (a, +c*3>) 

La expresión anterior + O O (más infinito) no es un número, 
sino un símbolo que representa un número tan grande como se desee. 

Cuando se presenta información demográfica clasificada por 
grupos de edad, por ejemplo la información recogida en un censo? 
los intervalos de edades suelen presentarse de dos formas distin-
tas. La más generalizada es 

Grupos de 
edades Población 

0 - 4 

5 - 9 
10 -14 
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En este caso los intervalos se refieren a los años.de edad 
cumplidos por la persona. La variable x (edad cumplida) sólo pue 
de tomar valores discretoss 0, 1, 2, 3, ... Los intervalos de e-
dad son cerrados? 0 ^ 4 , 5 <^.9,..., donde x es la edad 
cumplida. 

Otra forma menos empleada es la siguiente 

Grupos de P o b l a c i 6 r i 
edades 
0 - 5 
5 - 1 0 

10 -15 ... 

Aquí los intervalos se refieren a edades exactas. La varia-
ble x (edad exacta) es continua. Los intervalos de edades serían: 
0 ^ x < 5 , , 5 <10,..., los cuales se denominan semicerrados 
por la izquierda (o semiabiertos por la derecha). 

ENTORNO 

ün intervalo muy útil en teoría es aquel formado por tpdos 
los valores de x cuya distancia a un valor arbitrario x^ es menor 

~ ° r 
que un numero positivo, que se acostumbra simbolizar por o ¡> ge-
neralmente pequeño. Esté intervalo se denomina entorno del punto 
x , él cual se escribe o 

IX-X I < í , k > 0 y o lo que es igual x -O < x < x + ó 

-o 
x — ¿ .X X^ + í • • ' ' 

o o o 

Algunas veces, especialmente cuando se trabaja con el concep-
to de límite, conviene excluir,del intervalo al punto Xq, en cuyo 
caso se le denomina entorno reducido de x y se escribe • • o 
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0 < x-x <" Á o O < 0 ? o sea x - o < x < x v x < x < x + 0 o ^ ^ o o o ^ ^ o 

-o— 
X ií. X +8 o o o 

La condición 0<Cjx-x Q que se agrega en este caso, implica 
que x no puede tomar el valor « 

EL CONCEPTO DE FUITCION 

En la mayoría de los casos los valores que puede tomar una va-
riable no son arbitrarios, sino que están asociados con los de otra. 
Así por ejemplo en la fórmulas 

N(t-) = 100 (1 + 0»03)t 

donde N(t) es la población total y t el tiempo en años,, a cada va-
lor de t le corresponde uno diferente de N. Del mismo modo, el nú-
mero de sobrevivientes !(>:), de una generación de 1 (o) =100 000 per-
sonas, está asociada coii la edad x de las personas. Para expre -
sar este tipo de asociación entre variables se usa el nombre téc-
nico de función. 

Definición. Una variable .y es función de otra variable x cuan 
do a cada valor dex perteneciente a su campo de variación le corres, 
ponde un valor de y« 

La variable x que puede tomar valores arbitrarios se denomi-
na variable independiente, mientres que v cuyo valor queda fijado 
al asignar un valor a x se denomina variable dependiente o función. 

La relación entre variable independiente y función se expresa 
generalmente mediante la notación 

y - f(x)o donde 
x = variable independiente 
y = variable dependiente 
f = característica que representa la ley de correspondencia. 



El símbolo f(x) se lee "f de x"«, Con el proposito de distin-
guir diferentes funciones se utilizan otras letras, tales como 
g(x), h(x), etc., o también subíndices como f^(x), f^(x),f (x),... 

Se acostumbra designar la variable independiente entre parén-
tesis cuando se está operando en el campo continuo? por ejemplos 
N(t); y como subíndice en el campo discretos N^. 

Para tener una idea de la forma como varía una función para 
diferentes, valores de la variable independiente, es útil dibujar 
el comportamiento gráfico de la misma. 

La gráfica de una función cualquiera y=f(x) se compone de to-
dos los puntos del plano cuyas coordenadas x, cumplen la condi -
ción y=f(x). 

En algunos textos se define y. como función de x, cuando a ca-
da valor de x le corresponde uno o más valores de x- Cuando le: 
corresponde un valor de x la función se denomina uniforme y si le 
corresponde más de uno la función es multiforme. • Sin embargo en 
la actualidad se prefiere descomponer las funciones multiformes en 
dos o más funciones uniformes. Por ejemplo en la ecuación 

2 * ' / — " • y - x = 0 , despejando y. resulta y = Vx? a cada valor de x le correa 
ponden dos de se pueden definir dos funciones s y =+\/*x"" e 
y = - - " 

Ej¡emplo de funciones 

La función 

p(x) = 1 - 0.01 x 

p(x) 

Gráfico 1-2 

£D X 
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representa la probabilidad que tiene una persona al momento de su 
nacimiento de llegar con vida hasta la edad exacta x , en el caso 
particular de que la mortalidad varía en forma lineal con la edad. 

El menor valor que puede tomar la edad x es cero, en cuyo ca 
so la función vale 

p(0) = 1 - 0.01 (0) = 1 

Busquemos el valor de x = o , en el cual la probabilidad de 
sobrevivir es cero 

p(x) = 1 - 0.01 x = 0 

Despejando x resulta 

x = 100 

Por lo tanto, el campo de variación de x está constituido 
por el intervalo 0 « C x < ^ ; (O Í =100), para cuyos valores la 
función p(x) varía desde 1 hasta 0. 

CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES 

Se atribuye al matemático alemán G.W. Leibniz (1646-1716) el 
primer uso de la palabra "función" para expresar la corresponden-
cia entre variables. Durante el siglo XVIII el concepto de rela-
ción funcional estaba más o menos identificado con la existencia 
de una fórmula matemática que expresara la naturaleza exacta de esa 
relación. Posteriormente este concepto se ha venido generalizan-
do, y en la actualidad comprende tanto las funciones expresables 
analíticamente, como las empíricas y las arbitrarias. 



8 

Funciones < 

Expresables J Algebraicas 
analítica - S 
mente | Trascendentes V 

Empíricas 
Arbitrarias 

Las funciones expresables analíticamente son aquellas en que 
la variable independiente y la función están relacionadas median 
te una ley matemática, como por ejemplo 

y = ln x ; N(t) = 100 + 5t + 9t2 

Se clasifican en algebraicas y trascendentes. 

Las funciones algebraicas son las que resultan de efectuar 
sobre la variable independiente las operaciones de suma, resta, 
multiplicación, división y radicación en un número finito de ve-
ces. Por ejemplo 

2 2 y = 2x+3 i y = 3/x x -y = 2 

y = x 2 - 2x ; y = 2 ~ ' r x~2y = 0 

x +x - 7 

Las funciones trascendentes son todas las funciones no alge-? 
braicas que pueden expresarse por una relación analítica o materna 
tica. Entre las funciones trascendentes se encuentran las expo-
nenciales, logarítmicas, hiperbólicas, etc. Ejemplos? 

, , x V 2 ~ y = 3x + sen x ? y = a . y = x 

ut y = ln (x+1) ; y = tgh x ; t = e eos vt 
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Las funciones empíricas son aquellas en que se conoce el va-
lor de la función solo para determinados valores de la variable in 
dependiente. No existe una ley matemática que ligue las varia -
bles, sino que la correspondencia viene expresada en forma de una 
tabla de valores. Por ejemplo la población estimada para Solivia 
en los años 1955, 60, 65 y 70 es la siguiente; 

Año Población 
(en miles) 

1955 3 322 
1960 3 696 
1965 4 136 
1970 4 658 

N(t) 

5000 

4000 

3000 

Gráfico I~3 

1955 60 65 70 

Las funciones arbitrarias no presentan tampoco una ley mate-
mática de correspondencia, sino que las variables están vincula -
das por una ley arbitraria que las define, por convención. Por 
ejemplo, la función , 

3 

f(x) < 

= 0, para 0 
= 1D . para x < 2 
- 2, • para 2 ̂  x <T 3 

etc. 

2 

1 

-0 -

Grafico 1-4 

!0 x 

Esta función representa la edad cumplida de una persona; has. 
ta que se llega al primer aniversario la edad cumplida es cero, 
hasta el segundo aniversario la edad cumplida es úno, etc.. 

De los tres tipos principales de funciones (analíticas, em-
píricas y arbitrarias), las más utilizadas son las dos primeras. 
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LIMITE DE UNA FUNCION 

En lo que resta del capítulo se analiza el concepto de lími-
te, el cual constituye una de las ideas básicas del cálculo dife-
rencial e: integral. 

Sea la función 

f (x) = x 2 + 1 

Si en ella se da a x los valores de la sucesión 

1.9 ; 1.99 ? 1.999 ? 1.9999 ? ... 

o también de la sucesión 

2 . 1 7 2.01 7 2.001 ? 2 , 0 0 0 1 ; . . . 

a medida que x se va acercando a 2, la función se aproxima a 5, 
como puede verse en el cuadro siguiente 

x f(x) x f(x) 

1.9 4.61 2.1 5.41 
1.99 4.96 2.01 5.04 
1.999 4.996 2.001 5.004 
1.9999 4.9996 2.0001 5.0004 

De acuerdo con ésta tendencia inicial puede inferirse que, 
con tal de dar a la variable independiente un valor suficiente -
mente próximo a 2, la función se acercará a 5 tanto como se desee. 

2 
En estas condiciones se establece que "el límite de (x + 1) cuan 
do x tiende a 2, es igual a;5", lo cual se simbolizas 
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2 lim (x +.1) = 5 
x — > ¿ 

Si a la función f(x) = x + 1 se le diera directamente el va-
lor x - 2, se obtendría también 

f ( 2 ) = 2 2 + 1. = 5 

Sin embargo, cuando se dice que x tiende a 2 (x—>-2) impli-
ca, que x es diferente de. 2. Esta observación es importante porque 
hay muchas funciones que> no están definidas en el punto para, el 
cual se calcula !su límite. Por. ejemplo 1.a función 

(x) = < 1 + x ) 2 

es válida para todo x 0. No obstante, a medida que x tiende 
a cero por valores positivos o negativos, la función se puede apro 
x.imar a 2 tanto como se desee? por lo tanto aunque f (0) no existe, 

lim <1+*>2 - 1 o 
x 

x — > 0 

• En forma más general se dice que "una función y=f(x) tiene 
por límite L , cuando x tiende.a a, cuando la diferencia en valor 
absoluto entre la función y su límite puede hacerse tan pequeña co 
mo se desee, con tal de tomar x lo suficientemente próximo a a",lo 
cual se escribe 

lim f{x) = L 



12 

La definición anterior es incompleta en cierto sentido, ya 
.que no es totalmente claro el significado de las frases? "puede 
hacerse tan pequeña como se desee" y "lo suficientemente próximo 

Reemplazando estas frases por expresiones matemáticas más 
precisas, se llega a la definición más generalizada de límite de 
una función, cuyo primer enunciado se atribuye a Cauchy alrededor 
de 1 8 2 0 o Es la siguiente? 

"Una función y=f(x) tiene por límite L al tender x hacia ai 
si para todo número" positivo £ por pequeño que sea, puede encon-
trarse otro número positivo <í , tal que se verifica 

a a" 

f (x) - L < í 

para todo x del intervalo 

Ejemplo ? Utilizando la definición de límite demostrar que 

lim ( 2x+1 ) = 3 

De acuerdo con la definición, el límite de 2x+l cuando x 
tiende a 1, será igual a 3, si para todo £ > 0 puede encontrarse 
otro > 0, tal que 

(1-1) ( 2x+l) - 3 < £ 

Para todo x que satisfaga la desigualdad 

(1-2) 0 c¡ x- 1 < ¿ 
Partiendo de la relación (1-1), se tiene 
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• | (2x+l) ~ .3 | < £ 

]2x-2 | < £ 

- L C2x--2 < 

-€/2< x-1 < £/2 

ix-1 |<£/2 

O sea que el límite es efectivamente. 3, ya que cualquiera 
que sea c * siempre podrá verificarse la relación {1-1) con 
solo tomar en la relación (1-2) ó~ <L /2. 

El gráfico 1-5 muestra el 
significado geométrico de ¿" y <J"r 
y en él se ve que f(x)=2x+l es-
tá comprendido entre 3+£ y 3-£ 
cuando x está entre 1-3 y l+ó . 

Gráfico 1-5 

LIMITES LATERALES 

En la definición de límite dada, x tiende hacia a tanto por 
valores inferiores como superiores. Cuando x tiende a a por valo 
res inferiores (lo que se simboliza x — > a )„ el límite que se ob 
tiene se denomina Límite lateral izquierdo,, el cual se escribe 

lim f(x) ~ L. x 
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- En forma totalmente análoga/ cuando se hace tender x hacia a 
por valores superiores (x—> a ) se obtiene el límite lateral de-
recho s 

lim f(x) = L^ + 
x — > a 

La existencia del límite dé una función implica la del lími 
te por la izquierda y la del límite por la derecha, y que ambos 
son iguales. 

TEOREMAS SOBRE LIMITES 

Para el cálculo de los límites de diversos tipos de funcio 
nes, son de gran utilidad los siguientes teoremas sobre límites. 

En el énunciado de los teoremas se utilizarán las expresio 
nes que se indican a continuación 

k = constante 

g(x) = c = función constante 

lim f(x) = L 
x—> a 

Teorema 1; El límite de una constante es igual a la constante 
misma 

lim g(x) = c ' J 

Teorema 2% El límite de una constante por una función es igual a 
la constante por el límite de la función 

lim k f(x) = k.L 

lim f^tx) = L 
x — ^ a 

lim f^ (x) = L 
x — > a 
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Teorema 3 s El límite de la suma algebraica de-dos o más funcio 
nes es igual a la suma algebraica de los límites respectivos. 

lim f , (x) + f 2 (x) j L ¿ I>2 
x a 

Teorema 4s El límite de un producto de dos o más funciones es 
igual al producto de los límites 

f I lim j^f^íx) . ±2 (x) J = L 1 . L 2 

x 

Teorema 5; El límite de un cociente de funciones es igual al co-
ciente de los límites, siempre que el límite del divisor no sea cero. 

f , ( x ) 
lim — ± = » sí L 2 f2(x) I<2 

x — > a 

Teorema 6 s El límite de un logaritmo es igual al logaritmo del 
límite 

lim log f (x) = log L si L > 0 
X — ; 

Teorema 7; El límite de una potencia es igual a la potencia de 
los límites.. Comprende tres casos 

/ V~ • "", f (x) . L (a) , I z m K- = k . 

x — ^ a 

(b) lim íf(x) i k = L k 
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( e ) l i r a . ? s i e m p r e q u p L ^ Q o h ^ O 

: : ' r x > a ; 

Ejemplos ; Aplicación dé lqs teoremas sobre límites 

1. lim 3x = 3 lim x = 3(4) = 12 
x — > 4 ' " ' x->4 

2. lim (7x-2) = 7 lim x - lim 2 = 7 (6) - 2 = 40 
x - — x - > 6 x-->6 

3. lim (x5-2x+3) = 25-2(2)+3 = 3 1 
x — > 2 

2 

4. lim (3X + xX) = 3 4 + 22 = 85 

2 • ' 2 5« lim log x = log lim x = log 100 = 2 
x—>10 x—>10 

6. •• lim 
f o , . x XJ . f x+1 

3 
X— 1 / J, 

x — > 0 

•=;' 3 ° - ( - l ) a = o 

7. lim (x~3) : - l i m = l i m - L - = -1-
x - 2x - 3 (x-3)(x+1) x+1 4 

_ x >3 x —> 3 . . x x — > 3 

La división por (x-3) antes de tomar lím'ite0 és vá-
lida, ya que cuando x — ^ 3 es x "3.; 

INFINITO 

Se dice que una variable x tiende a más infinito (x—>+00), 
si su valor puede hacerse y mantenerse mayor que cualquier número 



17 

positivo por grande que éste sea.. Ejemplo, la sucesión de los nú-
meros naturales? i, 2¿~3, .... 

-Una variable x tiende a manos infinito (x—> - cO ) 0 si su va-
lor puede hacerse y mantenerse menor que cualquier número negati-
vo dado„ por pequeño que éste sea. Ejemplo* la sucesión de los 
números negativos % -1, ~20 ~3„ . . . 

Una variable x tiende a infinito (x—> cO ) cuando tiende a 
menos infinito ( x — < X > ) o a más infinito (x—> + oO ) 0 

OTRAS FORMAS DE LIMITE 

La definición de limite dada en la página 12, se refiere a 
la forma 

(I) lim f (x) = L 
x — > a 

es decir corresponde al caso en que tanto la variable independien 
té x; como la función tienden hacia un número finito a y L re.sp.ecr 
tivamente. Otros casos muy frecuentes en la práctica son. aquellos 
en que la variable independiente o/y la función tienden a más o 
menos infinito, presentándose entonces los siguientes casos, los 
cuales se definen de manera ligeramente distinta: 

(II) lim f(x) = Lff si para todo número positivo £ , por peque-
: x - ^ o o ñ o que sea Ó puede encontrarse otro número po 

-sitivo K tal' que se verifica |f'(x) )••< £ 
para tódo jx-j' > K . ' • 

Ejemplos " lim ( + 1): = • 0'+''l'= 1 

x — ^ oO 
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a 

(ÍII) lim f(x) = oO , si para todo número positivo P<> ,por gran-
de que sea, puede encontrarseotro número 
positivo á tal que se verifica 

.. . :jf (x), j > P c para todo x del intervalo 
•r ! x-a | <-<£;,.- •• :••• . ; 

Ejemplo s lim 
x - 3 

X — > 3 

= O O 

(IV) lim f(x) 
X — > <PO 

= oó , si para todo número positivo P, por gran-
de que sea, puede encontrarse otro número 
positivo K tal que, se verifica : " 
| f(x) i > P, para todo | x I K. 

Ejemplos lim x = OQ • 

x — > oO 

En los casos (III) y (IV) en realidad el límite no existe, 
pero por convención se dice que el ¿límite es igual a infinito. 
Incluso en muchos ejercicios de esta forma los límites laterales 
son distintos/ como por ejemplo . •, . 

lini' = o O lim = + <>0- " lim 
x - 3 

x — > 3 
x - 3 

x — > 3* 
x 

x — > 3 ' 

. Los teoremas sdb^-e límites; vi^-ty^ raás^arriba son válidos cuan 
do; las funqiones tienden a un valor finito L. Pero cuándo las fun-
ciones tienden a infinito o a cero,, -|>p;. siempre resultan válidos si 
no que hay que analizar cada caso particular. Por ejemplo el lí -
mite del cociente de dos funciones que tienden a infinita puede 
ser cualquier valor, dependiendo de la forma matemática de cada u-
na de ellas. 
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EXPRESIONES INDETERMINADAS 

Hay' siete formas" de - limite en las cuales 'el- resultado no pue 
de anticiparse, las que se conocen como expresiones indetermina -
das. Son las siguientess 

0 
0 

r x o o o 
O . O O ; DO - o o y 0 y O O 

&Q 

O O 

donde los símbolos representan funciones que tienden a cero«, a 
infinito o a uno. 

En estos casos al tomar límite no es posible obtener un re-
sultado general, sino que ese resultado es distinto según-la for-
ma en que cada función tiende a cero," a infinito,;' ó a únoi~ 

Para resolverlos se puede hacer algunas transformaciones que 
permitan salvar la indeterminación y después tomar límite, o bien 
aplicarse otros recursos del cálculo infinitesimal, como por ejem 
pío la llamada regla de L'Hospital,, o el desarrollo en serie de 
las funciones. 

EJERCICIOS.'-SOBRE; LIMITES ; . - . - ' • 

1. Dada la relación entre la tasa central de mortalidad m y n x •* 
la probabilidad de morir q n . x 

2 n m 
(1-3) q = — n x 2 + n m 

2/ . 

n x 

n T C 

Gráfico 1-6 

m n x 
1/ Reed y Herrell, Un método rápido para la construcción de una tabla de vida abreviada, CELADE, 

Serie D, No. 49» Chile. 
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donde ; 

oíti - es lá tasa de mortalidad del intervalo de edades n x 

^q^ = probabilidad de morir entre las edades x^x + n, de 
una tabla de vida, 

n =amplitud del intervalo de edades. 

Calcular; 

a) El límite de la relación (1-3) para m — > +OQ. 
* r ' < " n 2C 

b) Límite para m — - > 0 + . • n x • ^ 
c) El campo de variación, en el, pxial esta relación es válida. 

"• 2 n •' m • 
a) lim : , v, n x 

. 2 + n m 
n x 

m - — > +0& n x ^ 

Al tomar límite resulta una indeterminación de la forma 
OO / o O . Para salvar la indeterminación aresülta óónveriiénté 
dividir cada término por m . 

.c J ., n x. 

2 n m 2 n lim - n x _ lim LJi = 2 
2 + n m- — + n n x m n x 

W ^ + rr> \ lL C*fì n x ^ — > + v ^ 

2 n m 
b) lim n x = o 

2 + n m 
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c) El mayor valor que puede tomar q - como ocurre con cual 
N ÍC 

quier probabilidad - es uno„ es decir; 

2 n m 
a = 1 

n H x 
2 ¡- n m 

Despejando m• o resulta n x 

2 n ra = 2 + n m n x n x 
2 

m = — n x n 

2 Por lo tanto el campo de variación de m es 0 < m <T -=-n x n x n 

para el cual la probabilidad de morir _q„ varia entre 0 y 1. 
ti ¿rt> 

2. Demostrar que 

2 
"i" X • — 1 • lim — —- = 0 

x " 1 x 4- 2 

x — > o O 

. Al tomar limite, resulta una indeterminación de 3.a forma 
O0 / O O . Para salvar la indeterminación, previo a tomar límite 
conviene dividir cada término por la mayor potencia del numera -

2 dor; por ejemplo, dividiendo per :: : 

lim + * ~ 1 • •1 + 4 ¿ 2 X l i n — r = n m — 2 i x _ 0 

x ' -y x + 2 
x — + — 2 x x 

x—> oo X — f - OD 
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El resultado es cero, ya. que el numerador tiende, a uno y el 
denominador a infinito. . ... 

3. Resolver los siguientes límites 

(a) lim x - x+1 
3 - x 

X — ^ Oo 

1 1 _ + 1 2 

lim — = -1 
^ - 1 . 
x 

X — > oO 

(b) lim x - 2x + 1 

x - 3 

x — ^ oO 

x 3 - 2+ - i -
X lim = o0(no existe 

3 límite) ,1 -

x — o O 

X 

4. Demostrar que 

3 2 
l i m * - 2x = - 2 

3 , - 2 -x + x 
x—->0 

Al tomar límite resulta una indeterminación de la forma 0/0 . 
En este caso, para resolver la indeterminación conviene dividir 
todos los términos por la menor potencia del numerador o denomi-
nador? en este caso sería x 2 

3 2 " 
lim — ^ — ~ 2 x = lim — x ~ - 2 — = -2 

3 2 • • x + x x + 1 

x —->0 x ^ 0 
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EL NUMERO "e" DE EULER 

El número e ocupa un lugar destacado en la matemática desde 
la publicación,, en 1748, de la obra del matemático suizo L. Euler 
(1707-1783) "Introduction in Analysis Jnfinitorum" . Entre otros 
usos se los utiliza como base de los logaritmos naturales o nepe-
riano s. La forma más corriente de su definición es mediante el lí 
mite 

(1-4 ): e - = lim (14-

m — > £><s 

. c O Este limite conduce a una forma indeterminada del tipo 1 . 
Se puede resolver desarrollando el binomio, antes de tomar límite s 

(1 + -L)m = 1 + m i + M m - 1 ) JL + m(m-l) (m-2) 1_ + m m 2 3 .•...• -, 2. . • • m - 3i m . 

= i + i + _ l ( i - - J L . ) + ( l i - ) ( i - - ¿ 4 + 

~ ~ * m 3 ; m m 

Expresión cuyo limite, para m tendiendo a infinito, da 
(1-5) e = lim (1 + — ) m = 1 + 1 + * + ~ -f 

m .. <¿» i » . 'r O 
m — ^ c>o 

Esta serie permite calcular el número _e con la aproximación 
que se deseev ; Sus. 15 primeras cifras decimales son 

e = 2«7 1828 1828 45 90 45 ... 

Ei ercició s Demos trar que 

(1-6) lim (1 + — ) n = eX 
ti 

n —> oo 
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Haciendo x 
n m 

? resulta n = mx 

Cuando n — > PO ? también m — > CO 

Reemplazando en (1-6) se tiene 

lim (1+ -|)n = lim (1 + 

n — ^ oo m — > q¿3 

lo que puede escribirse (por ser x independiente de m) 

1 \m 
lim (1 + — ) m 

m PO 

x 
= e x 

FUNCIONES CONTINUAS Y DISCONTINUAS 

"Una función y=f(x) es continua en un punto x=a„ si el lími-
te de la función para x que tiende a a es igual a f(a)". 
En símbolos ; 

lim f(x) = f(a) 

x — > a 

Por ejemplo la función 

f(x) — 3x+l 
es continua para ya qué f(2)=7, y el límite para x que tien-
de a 2 es también 7o 

Una función es discontinua en x=a si no satisface la condi 
ción anterior. Por ejemplo la función 
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f (x) 
x 

es discontinua.en x=Q ya que en ese 
punto no existe ni el límite ni f(0) 
Ver gráfico 1-7«, 

A su vez la función 

Gráfico 1-7 » 
\ \ 

V 
f (x) _ ü + x ) 

X 

es discontinua en x=0¡, yaque aunque 

lim f(x) ~ 2 g 

x — > 0 

la función en ese punto no está de-
finida. Ver gráfico 1-8. 

x 

Gráfico 1-8 
¡ 4 

X 

. Una función es continua en.un intervalo, cuando es continua 
para todos los valores de x dentro de ese intervalo. 

En demografía muchas funciones presentan un comportamiento 
esencialmente discontinuo, como por ejemplo la población N{t) que 
solo" puede tomá£ en él tiempo valores enteros y positivos. Ko.obs 
tante ello, para trabajar con las' herramientas del cálculo infi-
nitesimal se hace la abstracción teórica de que la variación de 
estas funciones es continua» 

ANALISIS DE ALGUNAS FUNCIONES DEMOGRAFICAS 

1) Sea la función 

(1-7) N(t) = N(0) e r t 
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donde? N(t) = población en el momento t. 

N(o) = población en el momento 0 

r = tasa anual de crecimiento 

t = tiempo, en años 

Esta relación se usa con frecuencia para hacer proyecciones 
globales de población por períodos cortosp para estimar la tasa 
de crecimiento entre dos censos, en la deducción de algunos niode 
los teóricos, etc., por lo cual és conveniente conocer en detaíl< 
su comportamiento gráfico y algunas de sus propiedades. Se con-
sidera por separado los casos en que la tasa dé crecimiento r es 
mayor, menor o igual a cero. 

En este caso la población N sigue el siguiente compor-
tamiento en relación con la variación de t. 

a) jr 0 

i. La. relación (1-7) es:positiva. para todo valor de t, es 
decir 

í: N(0) ef* >- 0 , para todo t. t 
ii. ÍT(O) e és una función creciente 

iii.. El límite de la función para t quetiende a más infini 
toff es igual a más infinitos 

lim N(0) e r t = + oo 
t + o o 

iv. lim N(0) é rt N(0) 
t — > 0 
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v . lira. N(0) e r t = C+ 

t - P C 

vi. La función tiene curvatura hacia arriba (es cóncava ha 
cia arriba) en todo su recorrido. Esto se verá en el 
capítulo III. 

La representación gráfica, para r "> 0 , se presenta en 
el gráfico I-S a. 

b) r <. 0 

Si la tasa de crecimiento r es menor que cero, entonces 
la relación (1-7) tiene el siguiente comportamiento 

i» Es mayor que cero para todo t (igual al caso r 0} 

. ii. Es una función decreciente 

r t iii. lim N(0) e = 0 

t — > + Cx3 

rt x iv. lim N(0) e = N(0), (igual al caso r 0) 

t — > 0 

v. lim 1 7 ( 0 ) e r t = + c*0 

00 
vi. La función tiene curvatura hacia arriba en todo su re-

corrido (igual al caso r ^ 0 ). 

Su representación gráfica se presenta en el gráfico I-9b. 
c) Finalmente si r = 0 , se tiene la función N(t) = N(0) 

= constante 
Su gráfica se presenta en 1-9 c. 
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rt Gráfica de la función N(t) = N(0) e 

--'i- • N rw ' •-.•-• i; •• , ..N-. 

r > o y r e o r = 0 

N(o) N(o) N(o) 

t 1-9 a 
t 

1-9 b 
t 

1-9 c 

En lugar de la relación (1-7), suele emplearse también la re-
lación similar 

(1-8) N(t) » N(0) (1 + rx)fc 

En este caso la "capitalización" o sea el incremento de po-
blación se obtiene para intervalos finitos anuales. Para un in-
tervalo de 1/n de año cualquiera, se tendrá 

nt 
(Í..9) N(t) = N(0) (l + -í-) 

y en el límite, para el numero de subintervalos n del año téndien 
do a infinito, resulta la relación (1-7). 

N(t) = lim N(0) (l + 

n — > OO 
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= N.(0) l i m + n 

— > O Ó 

£í(t) ( 0 ) 

2) Análisis de la relación aproximada 

( 1 - 1 0 } 
•2_ N(t)-N(Q) 
t N(t)-:-Kf(0) 

empleada corrientemente para calcular la tasa anual media de cre-
cimiento- intercensal, o entre dos momentos, cualquiera 0 y t. ; 

El cálculo de la tasa de crecimiento a partir de las relacio 
nes (1-7) o (1-8) resulta muy laborioso, especialmente si el pro-
cedimiento hay que repetirlo para un conjunto de países o regio -
nes de un país. Por ejemplo el valor de r que resulta de (1-8)es 

( 1 - 1 1 ) 
N(t) 
NÍO) 

- 1 

donde t generalmente es fraccionario, como en el caso de un inter 
valo intercensal. -

En. la práctica se prefiere utilizar fórmulas aproximadas más 
sencillas. Una de las más empleadas es la siguiente 

N(t) - " N (Q) 

N(t) + N(0) 
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o sea, en el numerador se incluye el crecimiento medio anual de la 
población y n el denominador sería una aproximación a la pobla -
ción media. De aguí resulta 

r = _ L N(t) - N(o) 
t" H(t> + N(o) 

A continuación se analiza cual es el porcentaje de error que 
se comete cuando se calcula la tasa de crecimiento r utilizando 
la relación aproximada (1-10) en lugar de la relación (1-11). 

El procedimiento seguido se ilustra en el cuadro 1. En la 
columna (1) se escogieron valores seleccionados- de t desde 1 has-
ta 30 años. En la columna (2) se estimaron valores, teóricos de 
la población N(t)? se utilizó la relación 

N(t) = N(o)(1 + r)t 

suponiendo N(o) - 1, y en este caso r ='+0.03. En la columna (3) 
sé ha calculado para cada valor de t la tasa de crecimiento que 
resulta de aplicar la relación aproximada (1-10). Si se hubiese 
empleado la fórmula (1-11) obviamente se habría obtenido para to 
do t, r = 0.03. Finalmente en la columna (4) sé ha calculado el 
porcentaje de errors 

porcentaje de error = r (estimada) x 1 0 0 0,03 

En los gráficos 1-10 y 1-11 se presenta el porcentaje de 
error en la estimación de la tasa dé crecimiento, al aumentar t, 
para valores seleccionados de r positivos y negativos.. Las tasas 
de crecimiento negativas son frecuentes cuando se hacen cálculos 
por regiones geográficas dentro de un país. 
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Cuadro i 

PORCENTAJE DE ERROR EN LA ESTIMACION DE LA TASA DE CRECIMIENTO r, 
CON RESPECTO A t„ QUE RESULTA DE APLICAR LA RELACION APROXIMADA 

(I-1C). TASA DE CRECIMIENTO r=0.03 

**• r~0.03 
t N(t)" r 0.03 

(por cien) (por cien) 

x 1.03000 2.9560 ~ 1,47 
2 1.06090 2.9550 - 1.50 
3 1.09273 2.9540 - 1.53 
4 1.12551 2.9525 — 1*58 
5 Xo i>5927 2.9504 - 1.65 
6 1.19405 2.9481 - 1.73 
7 1.22987 2.9453 — 1« 82 
8 1.26677 2.9422 ~ 1.93 
S 1.30477 2.9385 - 2.05 
10 1.34392 2« 9346 - 2.18 
15 1.55797 2*9084 - 3.05 
20 1.80611 2.8727 - 4.24 
25 2.09378 2.8283 - 5.72 
30 2.42726 2.7763 - 7.46 

* N(t) = N(o) (I+r) ; M(o) - 1¡ r = 0.03 

* * 2T 2 N(t) - N(o) 
t N(t) + N(o) 



Gráfico 1-10 
PORCENTAJE BE ERROR EN LA ESTIMACION DE LA TASA DE CRECIMIENTO rf: 
CON RESPECTO A t, QUE RESULTA DS APLICA" LA RELACION APROXIMADA • 
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PORCENTAJE DE ERROR EN LA ESTIMACION DE LA. TASA DE CRECIMIENTO r, 
CON RESPECTO A t„ QUE RESULTA DE APLICAR LA RELACION APROXIMADA 

(1-10). VALORES DE r NEGATIVOS 
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EJERCICIOS DEL CAPITULO I 

2 2 1. Dada f(x) = x - 3x+l, calcular f(-l); f(0)? f(a)? f(x ) 

Solución 
f (-1) = (-1)2 - 3 (-1) + 1 = 5 

f(0) = 1 

f(a) = a 2 - 3a+l . : 
i 0 9 o 4 o 

f(x¿) = (x) - 3 (x ) + l = x - 3x +1 

2. Dada N(t) = 205 941 + 5 781.5 t + 74.5 t 2 + 3 t3 , donde 
t=0 representa la población al 30 de junio de 1960, esti-
mar la población correspondiente a mediados de 1963. 
Solución 

Si t=0 corresponde al año 1960, la población de 1963 se ob-
tiene dando a t el valor 3. : 

N(3) = 205 941 + 5 781.5 (3) + 74.5 (3)2 + 3 (3)3 
= 224 037 

3. En la siguiente función de fecundidad según la edad de las 
mujeres 

2 f(x) = C (x-s)(s+33-x) , para s ̂  x <Ts+33 
= 0 , para x c s y s+33' 

donde x es la edad, _s la edad de inicio de la vida reproduce 
tiva, 33. la amplitud del período reproductivo de la mujer, y 
C una magnitud que tiene que ver con el nivel de la fecundÍ7 
dad, se pide; 
(a) clasificarla 
(b) indicar cuales son las constantes, parámetros y variables 
(c) calcular f(s+33) 

* 
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Solución 

(a) En el intervalo s s+33 es una función algebraica. 
Fuera de ese intervalo es una función arbitraria. 

(b) Constantes? 33? 0? 2 
Parámetros s C ? s 
Variables s x? f(x) 

(c) f(s+33) = C (s+33-s)(s+33-s~33)? 

4» Indicar qué valores comprende los siguientes intervalos y 
graficarlos 

(a) x > 3 

(b) |x|<5 
(c) ) x | > 2 
(d) |x-l| < ¿f y & > 0 

(e) 0 <|x-2j y 6 > 0 

Solución 

(a) Comprenda1 todos los numeres igual o mayores que 3 

(b) La expresión x < 5 define el intervalo cerrado -5 x ^ 5 

—o 
„ 5 

o 

5 
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Solución 

(a) Es una función trascendente 

(b) f(a ) = loga -A? log= a"" = -2 (log a) - -2 
& a 

6. Dada la siguiente tabla de valores donde se presenta los so-
brevivientes a diferentes edades exactas, de una generación 
de 100 000 nacidos vivos, se pides 
(a) clasificarla 
(b) representarla gráficamente 

x X X X 

0 100 000 50 80 933 
1 93 854 60 69 435 
5 92 476 70 - 49 392 

10 92 052 80 22 425 
20 91 023 90 3 714 
40 86 421 100 0 

Solución 
(a) Es una función empírica, ya que no se conoce su forma 

matemática, sino el va-
Gráfico I-.12 lor de la función para 

determinados valores de 
la variable, 

(b) En el gráfico 1-12 se han 
representado los sucesi 
vos pares de valores.Los 
mismos han sido unidos 
mediante una curva sua-
ve» aunque en realidad la ~ ¿ 10 ao 30 4o 50 60 70 so 90 100 x 

forma de la función en los puntos intermedios es desconocida. 
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Resolver 

(a) lim (x-2)(x+3) 
(x-2) 

^ 2 / 

= ' lim x+3 
= 5 

1 

x >2 

(b) lim % " 
x - 2x 

x — > O O 

lim 
1 - J ^ x x 

x-2 
x OO 

= o 

(c) lim x + x-1 
x-2 

(d) > lim x - x 
2 x - x 

x — 0 

2 

lim K 2 - 1 

X - 1 

x — > 0 

= 1 

8. Calcular los siguientes límites (donde k =constante) 

(a) lim —r. 

; X — > O O 

(d) l l m I T 

x — > 0 

o o 

(b) lim kx = cO 

X—^ CO 

(e) lim ,kx = 0 

x — > 0 

(c) lim 

x - ^ o O 

= o O (f) lim Y = 0 

x-^0 
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9« Calcular los siguientes límites laterales 

(a) lim --y --- • ' — ~ ' + oO 
I — X Q 

X > 1 ~ 

(b) l i m — K r - = ' - - 1 — --i" + ' : < x > : 1 7 x-2 0+ 

+ X > 2 

(c) lim x-2 

x — > 2 ' 

Q : 
= - ÓO 

10. En la función logística de Verhulst-Pearl: 

N(t) 
I - + e ~rt. 

donde N( oo ) y r son parámetros positivos, e = 2„ 718. 
tante, calcular los límites para 

.=cons 

(a) t—>~ oO 

(b), . - t ;. -> ! CrO .KF(CXI) 

Gráfico 1-13 



Solución 

(a) Cuando t tiende a menos infinito 

-rt tiende a más infinito 

—rt e tiende a más infinto 

Por lo tanto, 

N ( o O \ lim — — 0 
1 + e"rt 

t — > - oO 

(b) Cuando t tiende a más infinitó-' 

-rt tiende a menos infinito 

— r t -e tiende a cero : 

luego. 



Capítulo II 

LA DERIVADA Y 3U INTERPRETACION 

INCREMENTOS 

En'este capítulo sé "analiza--"forma cómo varía la función 
al variar la variable independiente. Sea la función y = f ( x ) a . 

la cual supuestamente le corresponde el siguiente c om port am i en 
to gráficos 

Gráfico II-l 

Se denomina incretnen'-g de 
la variable^ y se simboliza 
A x ("delta x") £. al aumento 
o disminución que experimen-
ta la variable x, desde un 
valor zí- a.otro - x v de su 
campo "'o. variación * Por ..lo . 
tantc.. 

A x « ^ x o 

À y 

£ ( X Q + A X ) 

o bien 

x. X + A X o 

En s i Tráfico^ al incremento de la variable le correspon-
de un v.-- : . c = B D . 

En el p ù n t ô x '¿>'la función'vale f (xQ) en el.,punto 
x + A x la función toma el valor f(x -:- A x). La diferen 

o ° 
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cia entre f(x, + A x) y f(x ) se denomina incremento de la fun-
ción/, y se simboliza 

y = f (x + A x) - f (x ) o o 

en el gráfico le corresponde el valor DE. Tanto el incremento 
de la función como el de la variable pueden ser positivos o ne-
gativos." .. 

El cociente 

A v f ( x + " f > y o o 
A x A X 

recibe el nombre de incremento medio de la función en el interva 
lo x o X. , o cociente medio de incrementos. Cuando la varia -

o i 

ble es el tiempo (medido en años), suele denominarse incremento 
medio anual. 

Ejemplo 

Dada la función f(x) = 3x + 2, calcular el incremento déla 
- variable, de la función y el cociente medio de incrementos, 
en el intervalo x = 0 a x_ = 2. 

o 1 

A x = x, - x = 2 - 0 = 2 1 o 

A y = fíxj^) ~ f(xQ) = f(2) - f(o) = 8 - 2 = 6 

A y = £(x1)-f(xo) ^ 8 - 2 = 3 

A X x, - x 2 - 0 1 o 

El cociente medio de incrementos, igual a 3, representa el 
crecimiento de la función por Unidad de crecimiento de la varia-
ble independiente. •"> ' / 
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Si la función es la población total N(t), la diferencia 

A ü ( t ) = » ( t ^ ) - N ( t ') ; 

representa el incremento.de la población entre t Q y t1 y el 
cociente 

AN(t) N ( ti } - N ( V 
A t t . • t l o 

da el incremento medio anual de la población en dicho intervalo. 

DEFINICION DE DERIVADA 

La derivada de una función es igual al límite de la relación 
entre el incremento de lá fünción y el incrementó de la variable 
independiente, cuando eí• ineremerito- de la/variable. 'independiente 
tiende a cero, siempré qué él limité1 exista. En símboloss 

lim A y = lim f (x + A x)-f(x) = 

•-...:• . : ~ • . . , . - A x - d x • . . . . 

A x - — > 0 A x > 0 ' v ' : : : 

... Otras formas de simbolizar'la'derivada son Tas ' siguientes 

y1- = :f».(x> = ^ f ( x ) .= D y = D f(x) = f(x) dx dx •• dx 

La letra D suelé" denominarse opéradb'r dé derivada? precédien 
do a una función 'f(x) representa la derivada de esa función. -. 

Ejemplo - •• - ••...,-. 
2 Aplicando la definición« calcular la derivada de. f.(x)=x + x 



44 

f (x) = x + X: 

f (x + A x ) = (x + A x) + (x + A x) 

O O 
' • = X +;.2x :Ax + ( A x ) +,X + A x 

2 2 /\ 2 y = x + 2x A x + ( A x) + x + A x - x - x 

= 2x A x + ( A x) 2 + A x 

= 2x + A x + 1 A x 

lim ^ y = 2x + 1 A x 
A x — 

^ En la definición ele derivada^ cuando se dice que A x tiende 
a cero, implica que es diferente de cero. Por lo tanto la deriva-
da en un punto x, es también un cociente de incrementos déla for 
ma 

A y 
A x . •• . 

solo que feferido a un intervalo infinitesimal (ver ejercicio 3 
al final del capítulo). 

De lo anterior se desprende que la derivada de la función en 
un punto, mide la velocidad de cambio de la función por cada uni-
dad de variación de la variable independiente, en el entorno de 
ese puntó. Por^ejemplo en la función f(;x) = x + x, cüya deriva-
da calculada más arriba es f'(x) = 2x+l, el valor particular' 
f'(1) =3 ;significa que en el entorno de 1, - la función crece con 
una velocidad igual a T3 veces el aumento de x. 

Otro punto relacionado con la definición, es que el límite 
del cócieríté de indreméntos define lá,derivadaff siempre que 



45 

ese límite exista. La condición necesaria pero no suficiente pa 
ra que la función sea derivable, es que sea continua. La condi-
ción suficiente es que los límites laterales del cociente de in-
crementos existan y sean iguales. La mayoría de las funciones 
son derivables para todos los valores de la variable independien 
te, con excepción, a lo mas de algunos valores aislados. 

Finalmente cabe señalar que el cálculo de la derivada de 
cualquier función puede hacerse aplicando paso a paso su defini-
ción, . como en el ejemplo dado más arriba, o sea, calculando el va 
lor de f(x + A x), restándole a este valor f(x) para obténer el 
incremento de la función, dividiendo el resultado por el incre -
mentó de la variable, y calculando su límite para A x tendiendo 
a cero. Sin embargo este procedimiento resulta demasiado lento. 
En la práctica el proceso de derivación se facilita enormemente 
mediante el uso de ciertas formas básicas de derivada, a las que 
se reducen expresiones más complicadas. Estas formas básicas se 
verán más adelante. 

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 

En el gráfico II-2 el cociente entre el incremento de' la 
función y el incremento de la variable define geométricamente la 
tangente de /¡ 

" A T
 = t g 73 
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Gráfico II-2 

A y 

A 
t g y á 

x 

Si el incremento de la 
variable se va haciendo cada 
vez más pequeño, cuando A x — > 0 „ el punto P 5 tiende al punto 
P 

i 
En el límite s 

A Y 

la recta -t tiende a la recta t ^ y el ángulo /3 tiende al 
1 ' 

ángulo OL 

lim 
A x -

A x 
- \ 0 

= lim tg /3 = tg oC 
A x — > 0 

El primer miembro define la derivada de f(x), por lo tanto 
d f (x) __ 

d x 
tg OC 

Es decir, geométricamente la derivada de una función en un 
punto de abscisa x, es igual a la tangente trigonométrica del án 
guio que forma la tangente geométrica a la curva en ese punto 
con el sentido positivo del eje de las abscisas. 

Por otra parte la ecuación de la recta t^ es y = a x + b, 
donde a = tg G<_ 
por lo que v 

d f(x) _ a -" • 11 • 1 — a 

dx 
En otras palabras se puede decir también que la derivada de 

una función en un punto es igual a la pendiente "a" de la recta 
tangente a la curva en ese punto. 
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FORMULAS DE DERIVACION 

El cálculo Se la derivada de una función puede hacerse api i. 
cando simplemente su definición, esto es, resolviendo el límite 
del cociente de incrementos» Sin embargo, como ya ha sido seña-
lado mas arriba, el proceso .de derivación se facilita en la pra.c 
tica mediante el empleo de ciertas formas básicas de derivación 
a lasque se reducen expresiones más complicadas. 

Las formas básicas más empleadas para el cálculo de deriva-
das, son las siguientes. En estas fórmulas, u, v y w son funcio 
nes derivables de x. 

Cuadro 1. 
FORMULAS BÁSICAS DE DERIVACION" 

d 1. ..—.. c = 0 i C = constante 

2 * ~ d x ~ x ~ 1 

d n n-1 du 3. — - — u = n u 
d x " " " d x 

. d du dv 
4 . — (U + v) = 5 + dx v dx dx 

d \ du 5. — (C.u) = C dx dx 
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Continuación cuadro 1. 

d , » du dv 
dx ( u- v- w ) = v- w dx + u' w di + u.v dw dx 

8 . ( ü ) dx v 

du dv v —=• - u —• dx dx 
v 

9. dx 
dy dü 
du dx 

1 0 . dx dx 
dy 

I ( l o g e ) P-u x ^ a dx 

12. (ln u) = ¿ gH. dx * 7 u dx 

i, d u u ,, . du 13. gj a = a (ln a) ^ 

14, dx 
u du 

dx 

1 5 . f _ u v = 
,»v-l du . v . dv vtí ^ + u (ln u) ^ 

16. (sen u) = (eos ü) 

17. ~ (eos u) = - (senu) ^ 

18. f- (tg u) = ¿ — ja dx ^ 7 2 dx 
e o s ' u 

d , ... 1 du 19. {are sen u) = 
/ Í V d X 
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Conclusion cuadro 1* 

ci / « 1 du 20. ^ (arc cos u) = - 1 
\/ 1 ~ u : 

21. (arc tg u) = 
1 + u' 

t3 cl11 22. ^ ( s e n h u) = (cosh u) ^ 

23. (cosh u) = (senh u) ~ 

24. 4 - ( t g h u) = — ax 3 ,2 dx 
c o s h u 

A continuación de deduce la primera de las fórmulas básicas 
de derivación. La deducción de las siguientes puede hacerse en 
forma similar. , 

FORMULA lj "La derivada de una constante es igual a cero". 
En símbolos, 

f W = C ygj C = 0 

Demostración Gráfico II-3 

La gráfica de una constante 
es una paralela al eje de las x, 
es decir« para cada valor de x ' 
le corresponde uno de la .función 
que es siempre C. 

f(x) = C 

x 
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Para demostrar que su derivada es igual a cero, basta apli-
car paso a paso la definición de derivada 

Sea la función 

(II-l) f(x) = C 

Incrementado x en A x, se tiene 

(II-2) f (x + A x) = C 

Restando miembro a miembro (II-2) y (II-l) se obtiene el in 
cremento de la función 

Af(x) = C - C = 0 

Dividiendo por A x y tomando límite para A x 0 se llega a 
la derivada. 

A f (x) Q 

A x 

i • A f (x) 
l i m " A i r - = 0 

A x —> o 

Es decirj 
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EJERCICIOS: Derivar con respecto a x 

1. f{x) = 4 

f'(x) = - 4 - 4 = 0 dx 

3 2 

2. y - x + x + 1 

Dy = Dx3 + Dx2 + D 1 

y' - 3x2 + 2x 

3. y = (x3 + l)3 

g = 3(x3
 + l)2 §j (x3 + 1) 

= 3 (x + 1) 3x¿ 

4. f(x) = (x2 - 1) (x + l)3 

f'(x) « (x2 - 1) 3 (x + l) 2 + (x + l)3 2: 

5. y = 
x 2 + 1 

. = (x2 -h 1) - x (2x) = 1 - x 2 

Y (x2 + l)2 (x2 + l)2 

y = In (x2 + 2)2 = 2 In (x2 + 2) 

2 ._ v 4x Y {2 x) - — r — — 
x 2 + 2 x + 2 
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7. Derivar con respecto a x la función 

o 2 y = u + 1 „ siendo u = 3 x + x 

= 3u2 » 3(3x2 + x)2 
du 

s -
£ - g - f h s ^ . K , 2 ( C X + 1 > 

8. Calcular ía derivada de j¿ c o n respecto a x, aplicando 
la fórmula de la derivada de las funciones inversas 

x = 3 y - 2 

dx 
dy " 3 

Aplicando la fórmula 10, se tiene 

d_y _ 1 _ 1 
dx ~~ dx 3 

dy 

Este resultado, puede verificarse; si 

x = 3 y - 2 

su inversa es 

y = - j ( x + 2 ) : r . ; -v ; 

y su derivada con respecto a x % 

dx ~ 
1 
3 
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DIFERENCIAL DE' UNA FUNCION 

Se denomina diferencial de una función y = f(x), 
simboliza dy o df(x), al producto de la derivada de 
ción por el incremento arbitrario de la variable; es 

(II-3) dy = f ' W . A x 

Si f(x) = x, entonces f(x) = 1, y la diferencial 

dx = A x 

Así, la diferencial de la variable independiente 
incremento arbitrario A x . Teniendo en cuenta este resultado , 
la expresión (II-3) puede escribirse en la forma más generaliza-
da siguiente 

(II-4) dy = f'(x) dx 

Es decir» la diferencial de una función es igual a la deri-
vada de dicha función por la diferencial de la variable indepen-
diente. 

Representación geométrica 

Veamos geométricamente el significado de la diferencial. En 
la gráfica II-4 de la función y = f(x) se tiene, 

f (x) = tgoC=~r 
AB 

A x = AB 
dy - f ' ( x ) . A x 

= . AB = BC 
AB 

lo cual se 
dicha fun-
decir 

resulta 

es igual al 
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O sea que la diferencial dy„ geométricamente, está represen 
tada por el segmento BC. En la gráfica puede verse que el valor 
de ía'diferencial dy -fie es diferente del incremento de la fun-
ción BD, !áunqüé para intervalos pequeños ambos valores son 
aproximadamente iguales. 

DERIVADAS SUCESIVAS 

Là derivada de una función y = f(x) recibe el nombre de de-
rivada primera de la función, la cual, como se sabe, se simboliza 

dx dx 

La derivada primera,en general, es una nueva función de x. 
Si eàta función ës dêrivable> su. derivada se denomina, derivada 
segunda de f(x), la cual se simboliza, 

f . ( x ) my.m'iÍ£W. .¿JT = D 2 f ( x ) . . . . 
d x ¿ dxz 

: Del mismo modo, la derivada de la derivada segunda, si exis. 
te, se denomina derivada tercera de f(x), qué se représenta, 

» i £> 

f... ( x ) „ y«. = ¿ J i s L - âix- . D 3 f(X) = ... ; ;JÍ:?:. 
-.f..; -,:;•••,..• • dx"5 ... . dxJ "' 

y así sucesivamente. v • . .. • 

En el capítulo siguiente se verán aplicaciones de las deri -
vadas sucesivas. '•-•' 

EJERCICIOS: Calcular las derivadas sucesivas de la siguien-
te función: •• V.*-'-, "t 

y = 3x3 - 2x2 + x - 1 

y' = 9x2 - 4x + 1 
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y"' W 18x - 4 ' • 

y ' . " . . = 1 8 ' 

Todas las derivadas siguientes son nulas. 

DERIVACION NUMERICA 

.Los precedimientos de derivación numérica permiten calcular 
en forma aproximada el valor numérico de la derivada,'conociendo 
sólo valores aislados de la variable y sus correspondientes de la 
función, esto es, cuando no se conoce la forma analítica de • la 
función. 

Sean los valores igualmente espaciados Xo, Xo + h, Xo + 2h, 
para los cuales se conoce los valores correspondientes de 

la función; f(xQ), f(xQ + h) , f(xQ + 2h) 
• 'l • 

Con estos valores se puede calcular las diferencias de suce 
sivos órdenes; 

x f (x) ¿SfU) A 2f{x) 

xQ f(xQ) Af(x Q) A 2 £(x0) 
xQ + h f(xc + h) A f ( x Q + h) A 2 f(xQ ¡ hi 

xQ + 2h . ,:f(x0,+ 2h) Af.{x0+ 2h): - ;• 

xp + 3h f(xQ + 3h) 
. . . . . . . " • ' ' • • 

• • » • " 

Siendo A f ( x 0 ) = f(x<* + h) - f(xQ) 
A 2f (x) = A f ( x 0 + h) ~ A f ( x 0 ) 

etc. 
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La siguiente fórmula permite calcular a partir de la infor 
mación anterior, el valor numérico de la derivada, conociendo só-
lo valores igualmente espaciados de la variable independiente y 
de la función. r 

Df(x 0) = 1 
h A f ( x c ) 

A f ( x c ) A f ( x 0 ) 

- T — 

. Para que esta fórmula sea válida es necesario que las dife -
rencias de primer orden, segundo orden, etc. sean cada véz meno 
res. En otros términos se requiere que la serie sea convergente, 
y para ello - según se verá en el capítulo V - las diferencias de 
berán tender a cero. 

Ejercicio; Calcular la tasa instantánea de mortalidad por 
. e d a d .. 

p (ac) .<* -
_1 di (x) 
1(x) dx 

para la edad x = 5, a partir de la siguiente información ob-
tenida de una tabla de vida: 

1(5)>9.2476; 1(6) = 92 366; 1(7) =92 272; 1(8) =92 190 
1(9) = 92 118? 1(10) = 92 052 

Solución: Calculando las diferencias sucesivas de primer 
orden, segundo orden, etc. se tiene: 

" x l(x) Al(x) A21(X) A\(x) A 4 ! (X) 

5 92 476 - 110 16 ~ 4 + 2 
6 92 366 - 94 12 - 2 - 2 
7 92 272 - 82 10 .•:.„• V- :: - 4 
8 92 190 - 72 6 
9 92 118 - 66 

10 92 052 
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La fòrmula de derivación numèrica es : 

D 1 (X0) = 
s 

X 

, , , & 1 (xo) A J 1 ( X Q ) 
2 3 

v 

Reemplazando los valores numéricos, resulta : 

1' (5) Ci ( -110) 
16 ( - 4) 2 
2 3 4 

110 8 - 1 . 3 - 0 . 5 = - 119.8 

Ji(S) 1(5) 
- 119.8 
92 476 0.00130 

APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA 

En el capítulo siguiente se empleará el concepto de deriva-
da para analizar diferentes funciones demográficas. Aquí sola -
mente se presentarán en forma resumida algunas funciones que se 
utilizan en Demografía, las cuales conceptualmenté corresponden 
a la noción de derivada. Para un análisis más amplio puede verse 

i/ el documento de J.Somoza "Poblaciones Teóricas".-

1/ Jorge Somoza, 'Poblaciones TeSricas , CELADE, Serie B, Ho. 20, Santiago, Chile. 
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1. Incremento anual de la población en t 

Según se ha visto al principio del.capítulo, el incremento 
medio anual de la población para un intervalo finito de la varia 
ble es igual a • 

** * : v . • C. 

A N ( t ) _ N ( t j ) - N(t0) 
A t t i - t 0 

Si se tómá límite a esta expresión para A t •»O se llega a 
la definición de derivada 

, T T dN(t) A N ( t ) N(ta) -N(t0) U-L-a; = Xim "-v-""̂  = lim —•• — 

dt A t tx - t Q 

A t o A t —> o 

la cual demográficamente representa el incremento anual de la po-
blación en t. Esta derivada también recibe el nombre de densi-
dad anual de incremento en t. 

Por ejemplo, dada la función •<;' •„•.•••-. 

. • ( H - , 6 ) ̂  N(t) = ' ^'Ó^Ó ^ 23?4t. "t 9t2 % 2t3 . v 

obtener el crecimiento anual de la, población en el rriómento 
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Solución; Calculando la derivada de (II-6) y dando a t el 
valor tiene; 

N' (t) = 234 + 13 t + 6t 2 

N'(1) = 234 + 18(1) + 6 ( 1 2 ) 

= 258 

2. Tasa anual de crecimiento de la población 

La tasa anual media de crecimiento de la población corres -
pendiente a un intervalo tQ ̂  t ̂  t^ es igual a 

N(tx) - N(t0) 

- t o 
r (tQ, ti) = ~ 

N (t0, ta) 

A N (t) 
A t 

Ñ (toff tx) 

donde el numerador es él crecimiento medio de la población en el 
intervalo t Q ^ t ^ ti y el denominador es la población media 
de dicho intervalo. 

Si se toma límite para A t — ^ 0, se obtiene la tasa anual 
de crecimiento en t 

A N (t) 
A t D N ( t ) (II-7) r(t) « lim — = 

N(tQ, ti) N (t) 
At —> o 
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Ejemplo; •-.••";."•'/ •••-"•. ..:;>.<> o 

Calcular la tasa anual de crecimiento en el momento t Q = 1, 
de la función (II-6) considerada arriba. 

Solución? 

N'(t) 
(II-7) r(t) = 

( I I -8 ) r(1) = 

N(t) 

H' (1) 
N(l) 

(II-9) N(t) = 6 000 + 234t+ 9t2 + 2t3 

(11-10) N'(t) = 234 + 18 t +6 t 2 

Haciendo en (II-9) y £1-10) t = 1 » resulta 

N (1) = 6 000+ 234 + 9 + 2 = 6 245 

N'd) = 234 + 18 + 6 - 258 

Reemplazando estos valores en (II-8) se llega al valor de 
la tasa : ; - — '•' •• 

N'(l) 258 
r (1) = = = 0.04131 

N(1) 6 245 
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3. Densidad anual de nacimientos, B(t) 

Esta turición, como las otras consideradas en este punto» apa 
recen en los estudios teóricos de población. 

Denominando B(t0iti) los nacimientos ocurridos en el interva 
lo t Q - t ^ t^, el límite 

(11-11) B (t) =» lira B ( t o j t l ) 

Am .L. C1 ~ uo 

• •. , A t o ,.•. 

se denomina densidad anual de nacimientos en t. En algunos 
textos, por ejeiríjblo en el clásico libro de Lotka sobre Poblacio-
nes Teóricas ^ se le denomina simplemente: nacimientos anuales 
de la época t. Más adelante en los capítulos IV y V se emplea 
este concepto en algunas relaciones entre variables. 

4. Densidad anual de muertes, D(t) 

En la misma forma, el límites 

(11-12) D (t) = iim D ( t o * fo? 
' t i - t 0 

A t —$> o . , - . 

Recibe el nombre de densidad anual de muertes en t„ o abre-
viadamente, defunciones anuales en la época t. 

álfreú J., Lotka, Teoría analítica de las asociaciones biológicas , CELASE, Santiago, Chile, 1969. 
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5. Densidad de distribución por edades 

Simbolizando con Cíx^* xj) la proporción de personas con eda 
des comprendidas entre. xQ y xx, el límite 

C(x0xx) 
(11-13) S(x) = lim 

XI - x Q 

A x — 0 

se denomina densidad de distribución por edades. Lotka¿/lo 
denomina coeficiente de distribución por edades. 

Este concepto que.se refiere a una variación continua de la 
edad, se corresponde cpn la distribución por grupos de edades en 
el campo discreto. 

6. Tasa anual instantánea de fecundidad 

Dada la tasa de fecundidad por grupos de edades 

B(x, x + n ) 
n x N(xe x+ n) 

' •. 1 

donde B(xcx+n) son los nacimientos de mujeres con edades compren 
didas entre x, x+n; y N(x,x+n) la población femenina de ese gru 
po de edades, su límite 

• B(x, x + n) 
(11-14) f (x) = lim f = lim 

n x N (x, x + n) 

n — ^ 0 n — > 0 

3/ Alfred «í.,Lotka, Op.cit;, p. 68 
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= lira 
B(x„ x+ n) 
• n = B(x) 

N(x„ x + n) N(x) 
n 

n 

se denomina tasa anual instantánea de fecundidad. B(x)es la 
densidad de nacimientos de mujeres de edad x, y N(x) es la den-
sidad de personas de edad x. La función f(x) del campo continuo« 
se corresponde con la f en el campo dis¡cretov . n x 

EJERCICIOS DEL CAPITULO II 

1. Dada la función 

2 

f(x) = x - x + 3 

calcular para el intervalo x Q — 1 a Xq 4* A x = 3 
(a) El incremento de la función: Af(x) 
(b) El incremento de la variable: A X 
(c) El cociente de incrementos: Af(x) 

A x 

Solución 

(a) f (x) = f(3) - f (1) =9-3 = 6 

(b) A x = X l _ xQ = 3-1 = 2 

• • ( e ) £ m u i = 3 ' 
A x 2 

Gráfico II-5 

+ 

''3 ± 

/ 

t 

/ " T 

/ 
/ A ^ 6 

j f < l ) = 3 • j ' f ( 3 ) - 9 

Ax-2 í 

y ¡= x - x + 3 
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2. Aplicando la definición» calcular la derivada de la siguien 
te función 

f(x) = x3 

Solución 

f (x + h) = (x + h)3 ; h = A x 

f (x + h) — f (x) = (x + h)3 - x 3 

• s o 5 o 
= xJ + 3x¿ h+3xii + h - xJ 

Af(x) = 3x2 h + 3 xh2 + h 3 

A f ( x ) - = 3x2 + 3 xh + h 2 
A : 

A f (x) 2 Xim 1— _ + 0 + 0 
A x 

A x — ^ 0 

f'(x) = 3x2 

2 3. Dada la función f(x) = x + x 

(a) Calcular él incremento medio de la función en los si -
guientes intervalos: 

desde x Q = 1 hasta: X] = 2; Xj^l.S; xg^l.l? X4=1.05; 
x5= 1.01 

(b) Calcular la derivada en el punto x Q = 1 y comparar los 
resultados. 
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Solución 

f(xx) - f (x0) f(2) - f(l) - 6.. • 2 

• xo 2 - 1 1 

f(x2) - f(xo) f (1.5)- f(1) 3.75 - 2 
x2 ~ xo 1.5 - 1 Ó.5 

f(x3) - f(xc) f(1.1) - f(1) 2.31 - 2 

x3 - xo 1.1-1 0.1 

f(x4) - f(xc) f (1.05)-f (1) 2«X5 
x4 ~ xo 1.05-1 Ó. 05 

f ( x 5 ) - f ( X Q ) f(1.01) - f (1) 2.0301-2 

Xg ~ xo 1.01-1 0.01 

f(x) 2 = x + x 

f' (x) = 2x + 1 

3.50 

3.10 

3.05 

3.01 

f 1 ( 1 ) = 2(1) + 1 = 3 

O sea que a medida que el incremento de la variable se 
va acercando a cero»; el incremento medio de la función va 
tendiendo hacia el valor de la derivada, que es el cociente 
de incrementos para un intervalo infinitesimal. 
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4. Derivar con respecto a x 

(a) y = 3x3 + 2x2 - x + 1 

y' = 3(3x2) + 2(2x) - 1 

= 9x2 + 4x - 1 

(b) y = 2x2 + x - 2 

y' = 4x + 1 

(c) y = J = 3 x " 1 

y' = 3(-x"2) - -
x 

5. Derivar con respecto a x 

(a) y = (x3 + 2)4 

y' = 4(x3 + 2)3 ¿ (x3+ 2) 

V 4('x3 + 2)3 3x2 = 12x2 (x3 + 2)3 

(b) y = (x2 + x - l)2 

y' « 2 (x2+ x - 1) (2x + 1) 
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/ a „ . 4 lV1/2 (c) y =: \f X - X = (X ~ J-; 

3 
1 A -1/2 1 . 2 35 
1 ( x 4 - 1 ) ( 4 x ) = 2\-» — f \ —- * i 

/ 4 r x - 1 

3 - 2 x ( a ) y „ 

( 3 + 2 x ) ¿ ( 3 - 2 x ) - ( 3 - 2 x ) ¿ ( 3 + 2 x ) 

. y . „ « 
(3 + 2 x r 

( 3 + 2 x ) ( ~ 2 ) - ( 3 - 2 x ) 2 •12 

( 3 + 2 x ) 2 ( 3 + 2 x ) 2 

6. Calcular la derivada en el punto x Q ~ 2, de la siguiente 
función 

f(x) = (x2 - l) 2 
2 

f ' ( x ) = 2 ( x - 1 ) 2 x = 4 x ( x • - 1 ) 

f ' ( 2 ) = 4 ( 2 ) ( 2 2 - 1 ) = 2 4 

7. calcular la tasa de crecimiento de la función logística 

•ts. • . 
N(t) k? r¿ = paramentros positivos 

1 + e ri t 
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Solución 

Aplicando la fórmula 8 correspondiente a la derivada de un 
cociente, se tiene 

0 - k e~ r i t (- ri) r± k e"ri t 
N'(t) = 2 = , r. t 2 

(1 + e (1 + e 

Por lo tanto la tasa de crecimiento será: 

. N' (t) _ (1 + e ri t) 2 _ e"ri * = *x 
~ k l + e" r i t l+e ri 

1+ e"ri 

Este resultado muestra que la tasa de crecimiento de la lo-
gística es también una función logística, pero de forma contra-
ria a la anterior. A medida que t crece la tasa de crecimiento 
de la logística va disminuyendo permanentemente desde un valor 
inicial r¿ hasta hacerse asintótica al eje de las abscisas. 



Capítulo I I I 

MAXIMOS Y MINIMOS 

FUNCIONES .CRECIENTES. Y DECRECIENTES 

Una función y = f(x) es creciente -en un .punto x cuando da-
do un h positivo e infinitamente pequeño, se verifica 

f <x - h) < f(x ) < f (x + h ) 

Gráfico TIT-.T 

x -h x x +h o o o 

Análogamente, una función y=f(x) es decreciente en un pun-
to cuando se verifica o 

f (x 0-h) j> f (xQ) > f(-xrt + h) o 

Gráfico -I II-2 ••' 

x -h x x + h o o o 

Si una función es creciente en un punto, el incremento de la 
función es del mismo signo que el incremento de la variable. El 
cociente de incrementos será positivo y el límite, que define la 
derivada (si existe), será también positivo. 
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A i ( x L > 0 ? l i r n z k i K i = f . ( x ) > o 
A x Ü X i. : -

Ax—-> 0 

Del mismo modo» si una función es decreciente en un punto,, el in 
cremento de la función es de signo contrario que el incremento de 
la variable. El cociente de incrementos será negativo y el límite, 
o sea la derivada, será también--negativa. 

MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION 

Una función y = f(x) presenta un máximo relativo en un pun-
to Xq, cuando se verifica 

Gráfico III-3 

f(x Q)> f (x) 

para valores de x en el entorno redu- x 
o 

cido de x Q. 

Una función y = f(x) presenta un mínimo relativo en un pun-
to xQ, cuando se verifica 

Gráfico III-4 

f (XD) < f (X) 

para valores de x en el entorno redu-
cido de x . o 

f(x) 

/ f(x) 

X 
o 
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Condiciones para la existencia de un máximo 

Si una función derivable y = f(x) presenta un máximo en un 
punto xo„ a la izquierda de ese punto la función es creciente y 
su' derivada positiva. 

En el punto xQÍ, la derivada es nula, pues la tangente geomé 
trica a la curva es una paralela al eje de las abscisas y su coe-
ficiente angular, o sea la derivada, es cero. 

A la derecha de x la función es decreciente y su derivada o 
negativa. Es decir, 

SX X < X. f ' (x) > 0 

s i X = X 7 F'(XO)= 0 

si x > x 0 ? f • (x) < 0 

Gráfico III-5> 

f ' ( x ) 

La derivada primera es positiva a la izquierda de x0„ nula 
en x Q y negativa a la derecha. Por lo tanto f'(x) es decreciente 
en x0. 

Si la derivada primera es decreciente, su derivada, o sea la 
derivada segunda de f(x), será negativa en el punto xQ. Que son 
las condiciones para la existencia de un máximo relativo; 

f" <x0) < 0 
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Condiciones para la existencia de un mínimo 

De igual manera, si una función y = f(xj presenta un mínimo 
en xQ, a la izquierda de ese punto,, la función es decreciente y 
su derivada negativa, en xQ la derivada es nula, y a la derecha 
la función es creciente y su derivada positivá. Es decir. 

si x < x Q ? f1 (x) < 0 

si x = x 0 ? f ' (xQ) s 0 

si x > x n ; f ' (x)> 0 

Gráfico III-6 

La derivada primera f'(x) es creciente en xQ, y su derivada 
o sea la derivada segunda de f(x) será positiva en el punto xQ. 
Por lo tanto las condiciones para la existencia de un mínimo re-
lativo son: 

f " <x0) > 0 

Los valoresde.^Lpara los cuales la derivada primera es i-
gual a cero se denominan valores críticos. 

Es de interés tener en cuenta las siguientes observaciones: 
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Si f"(x) = O, el máximo o mínimo puede determinarse según el. 
comportamiento de la derivada primera: 

f (x) tendrá un máximo en xQ¡, si f! (x) pasa de positiva a ne 
gativa en esè punto, • ' -

f (x) tendrá un mínimo en xQ, si f'(x) pasa de negativa a po. 
sitiva. 

Para verificar lo anterior basta con determinar el signo de 
la derivada a la izquierda y derecha del valor crítico. 

Por otra parte una función puede tener un máximo o mínimo en 
un punto x Q aunque no exista f' (x0)„ es decir aunque la función nó 
sea derivable. Un ejemplo típico es la función representada en 
el gráfico II1-7 que presenta un 
punto anguloso en x Gráfico III-7 

Los valores de x = x Q en los cuales f(x) está definida pero 
no existe f'(x) también reciben el nombre de valores críticos. En 
estos casos el máximo o mínimo puede determinarse, como en el caso 
anterior, según el comportamiento de la derivada primera s 

f(x) tendrá máximo en x , si f'(x) pasa de + a 

f (x) tendrá mínimo en x , si f ' (x) pasa de ~ . a + 

(Ver ejercicio 4 al final). 
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CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION 

Concavidad 

Una función y = f(x) es cóncava hacia arriba en un punto xQ, 
cuando para valores de x en el entorno reducido de xQÍ, se veri — 
"f ica 

Gráfico II1-8 

f (x) 

siendo y la recta tangente a la 
curva en el punto de abscisa X Q ? 
es decir f(x_) = Y v . o xQ 

En otras palabras una función es cóncava en un punto si la 
función está situada por encima de la tangente. 

Si la función es cóncava en x0„ la derivada primera es cre-
ciente ya que la pendiente va aumentando y 

Convexidad : .-

Uña función y = f(x) es convexa hacia arriba en un punto x Q „ 
cuando para valores de x en el entorno redycido de XqC se veri-
fica, • V ; ,• ,r. 
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Gráfico I I I - 9 

/ 
y. X 

siendo v la recta tangente a la 
X 

curva en el punto de abscisa 
En este caso la función está si-
tuada por debajo de la tangente. 

f (*) < y. X 

\ 
f ( x ) 

x o 

Si la función as convexa en xQ* la derivada primera es decre^ 
ciente ya que la pendiente va disminuyendo y 

Una función es cóncava o convexa en un intervalo, cuando lo 
es en cada uno de los puntos de dicho intervalo» 

Punto de inflexión 

Es aquél que se presenta donde la función pasa de cóncava a 
convexa, o viceversa. 

f " ( x ; < o 

Gráfico 111-10 

X o X o 
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Si Xa función presenta un punto de inflexión en un punto xQt 

su derivada primera f'(x) crece (decrece) hasta el punto x Q y de 
ahí comienza a decrecer (crecer)„ por lo tanto la derivada según 
da cambia de signo en ese punto. 

Gráfico III-ll 

Por lo tanto una función presenta un punto de inflexión en 
x0» 

si f" (xQ) = 0 , y 

si f"(xQ) cambia de signo en el entorno de x Q 

La última condición equivale a f"(x Q) ^ 0 . 
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En. -resumen.? 

Función creciente en xQ. 

Función decreciente en x. 

Máximo en x_ 

Mínimo en x o 

Intervalo de concavidad 

f' (xQ) 

f ' ( x 0 ) 

0 

n 

f (Xc) = 0 y f» (X0)-C .0 

f' (xo) = 0 ; f" (x o)> 0 

f,! (x) > 0 

Intervalo de convexidad f" (x) < 0 

Punto de inflexión s f" (x ) — 0 ; f,n (x ) 0 O o 

EJERCICIOS 

1. Dada la función 

(III-l) f(x) = 3x2 - x + 1 

Calcular 

(a) Valores críticos 
(b) Intervalos en los cuales 

la función es creciente 
y decreciente 

Gráfico III--12 
f (x) 

Solución 

(a) Valores críticos son aquellos valores de x que anulan la 
derivada primera. Derivando la función (III-l) e igua-
lando a cero resulta, 

f' (x) = 6x - 1 = 0 
x = 1/6 



Hay un solo valor crítico. 

Para x = 1/6 el valor correspondiente de la función es 

f(|) = 3(-1 

(b) Las condiciones para que una función sea creciente o de-

. si x > 1/6 ; f' (x) > 0 

si x -<. 1/6 ; f ' (x) c 0 

En consecuencia la función (III-1) es 

decreciente en el intervalo - a> < x < 1/6 

creciente en el intervalo 1/6< x< + co 

Hallar los máximosy mínimos relativos de la siguiente fun — 

creciente son 

creciente : f'(x)> 0 

decreciente: f'(x) "C 0 

En la derivada primera, ya calculada 

f'(x) a 6x - 1 = 0 

cion 

Gráfico 111-13 
16 

(III-2) f (x) = ̂1-

16 
3 
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Solución 

Una función presenta un máximo o mínimo donde se veri-
fica,, 

máximos f'(xQ) = 0 ? f" (x ) < 0 

mínimo ; f '(xo) = 0 f" (x } > 0 

Los valores de x que anulan la derivada primera, o sea 
los valores críticos, son 

f« (x) = x 2 - 2 x - 3 = 0 

x^ = - 1 

2 t y/4 + 1 2 

x 2 = 3 

Reemplazando estos valores x^ = ~1 y x 2 = 3, en la deri 
vada segunda, se tiene 

f " (x) — 2x .-* 2 : 

f " ( - 1 ) = 2( -1) ~ 2 = -4 < 0 (máximo) 

f " (3) = 2(3) - 2 = 4 > 0 (mínimo) 

En x 1 = -1 la función(in-2) vale 

3 
f(~l) = - ( - D 2 ~ 3 (-1) + ~ - ^ 
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Y en x2= 3 

f (3 ) = - 3 2 - 3(3) + ~ , = -

Por lo tanto la función (III-2) presenta 

máximo en el punto (-1, 16/3) 

mínimo en el punto ( 3 ,-16/3) 

3. En la misma función del ejercicio anterior o 

(III-2) f(x) = - x 2 

Calcular 

(a) Puntos de inflexión 

(b) Intervalos de concavidad y convexidad 

Solución 

(a) Las condiciones para la existencia de un punto de in 
flexión son 

f"(xQ) = 0 , y 
f"'(x0) jí 0 

Derivando sucesivamente, se tiene 

x3 ? 
f ( X ) = -

f ' ( X ) = X 2 2x - 3 
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f " (x) = 2 X - 2 = 0 ; x = 1 O 

f"' (x) "= i] ' . . 

fM! ( 1) = 2 ¿ O 

Por lo tanto la función f(x) presenta un punto de in -
flexión en xq - 1. 

"•(Ü) Una función 'es "cóncava o convexa hacia arriba donde se 

concavidad ; f"(x) ">• 0 

ií*'1 convexidad . f" (x) < 0 -

V. . Partiendo., de >. lâ  derivada, segunda : • • 

£" (x) = 2x - 2 = 0 7 x «s,..1. 

Si x > 1 ; f" (x) 0 (cóncava) 

Si x -C 1 ; f" (x) -< 0 (convexa) ' -

Por lo tanto.la función presenta 

concavidad en el intervalo 1< x < +co 

convexidad en el intervalo - oo < x < 1 
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ANALISIS DE FUNCIONES DEMOGRAFICAS 

A continuación se considera en detalle la forma matemática y 
su correspondiente gráfico, de algunas relaciones entre varia -
bles demográficas. 

1. Forma matemática de la función 

2 f (x) = C (x - s) (s + n - x) ; para s ^ x ^ s + n 

donde f(x) es la fecundidad por edad de las mujeres, x es la e — 
dad, s el comienzo de la vida reproductiva, n la amplitud del in-
tervalo de reproducción y C un parámetro positivo que depende del 
nivel de la fecundidad. 

Esta función ha sido utilizada con frecuencia en modelos 
teóricos, por William Brass, para describir en forma aproximada 
la variación de la fecundidad según la edad de las mujeres. 2J 

Se analizará, la forma matemática de esta curva, en el caso 
particular? s = 15? n = 33. Para ello se considerará sucesivamen-
te: 

(a) Máximos y mínimos 

(b) Puntos de inflexión 

(c) Intervalos de concavidad y convexidad 

(d) f (s) y. f (s + n) 

(e) Representación gráfica 

1/ W., Brass, The Demography of Tropical Africa, Princeton University Press, 1968, Capítulo 3, 
Apéndice A. 
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Solución 

(a) Dando a la función de fecundidad los valores particu 
lares s= 15 y n--33, se tiene 

(111-3) f (x) = C(x - 15) (48 ~ x)2 ; para 1 5 ^ x ^ 4 8 

= C (x3 -- lllx2 + 3 744x - 34 560) 

Derivando con respecto a x resulta. 

f ' (x) = C(3x2 - 222x -i- 3 744) 

Los valores de x que anulan la derivada primera, o sea 
los valores críticos son: 

f ' (x) = C(3x2 - 222x + 3 744) = 0 

Como C es distinto de cero, debe ser 

3x2 - 222x + 3 744 = 0 

222 ± V (222) 2 - 4(3)3 744 
x = 

222 i V 4 356 1 
x, = '26 



Calculando la derivada segunda y dando a x los valores 
críticos x^ = 26 y x^ - 48, se tiene 

f (x) = C (3x2 - 222x + 3 744) 

f" (x) = C (6x - 222) 

f"(26) = C 6(26) - 222 

= C (156 - 222) < 0 (máximo) 

f"(48) = C 6(48) - 222 

= C (288 - 222)> 0 (mínimo) 

En el máximo la función (III-3) vale 

f (26) = C (¿6 - 15) (48 - 26) 2 = 5 324C 

Y en el mínimo 

f (48) = C (48 - 15) (48 -48) 2 = 0 

Por lo tanto la.función f(x) presenta, 

máximo en el punto (26, 5 324C) 

mínimo en el punto (48, 0) 

(b) Partiendo de la derivada segunda, se tiene 
f" (x)= C(6x - 222) = 0 

6x - 222 = 0 



f "'(x) = C 6 / O 

Por lo tanto £(x) presenta un punto de inflexión en 
x a 37 

En cuyo calor la función (111-3) vale 

f (37) = C (37 - 15) (48 - 37) 2 = 2 6S2C 

(c) Partiendo de la derivada segunda, 

f" (x) = C(6x ~ 222) = 0 s x » 37 

Si x < 37 ? f" (x) < 0. (convexa) 

Si x > 37 ; f" (x) > 0 (cóncava) 

Por lo tanto la función presenta, 

intervalo de convexidad 15 ^ x ^ 37 

intervalo de concavidad 37 ̂  x — 48 

En realidad los intervalos son ~oo <x < 37 y 37<x<+flO 
respectivamente, pero la función ha sido definida en el in-
tervalo más restringido 15 < x <148. 

(d) f (x) = C (x - 15) (48 - x)2 

f (15) = C (15 - .15) (48 - x) 2 - 0 

f (48) = C (48 - 15) (48- 48) 2 . = 0 



Resumiendo*la función de fecundidad (III-3) presenta 

Máximo en el punto : (26, 5 324C) 

Mínimo en el punto : (48, 0) 

Punto de inflexión en : (37, 2 662C) 

Intervalo de convexidad: 15 ^ x < 37 

Intervalo de concavidad: 37 < x 48 

Valores particulares s f(15) = 0 ; f(48) = 0 . 

En base a la información anterior, la representación 
gráfica es la siguiente: 
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2. .. Forma matemática de la función. 

(IIX-4) m 10a + b t 

donde m es la tasa de mortalidad de un grupo de edad cualquiera, 
t. tiempo, a y b parámetros. 

Esta función ha sido utilizada, para proyectar las tasas de 
2/ 

mortalidad por edad a través del tiempo. Asimismo, debido a la 
gran flexibilidad que presenta este tipo de funciones,se la sue-
le utilizar para ajustar puntos que muestran la tendencia de,di-
versos fenómenos demográficos. 

Se analizará el comportamiento de esta función para dife -
rentes valores de a y b , en relación con : 

(a) Intervalos en que la función es creciente y decreciente 

(b) Máximos y mínimos 

(c) Puntos de inflexión 

(d) Intervalos de concavidad y convexidad 

....., (e),, Límite, paras. i) t -f +co . ü ) . . t — • r: 

: (ff Válór'de la función en ¿1 mómento t = 0 • 

(g) Comportamiento gráfico para diferentes valores de los 
parámetros a y b. 

Solución 

(a) Derivando la función (111-40 con respecto: a t, se tiene 

m' = ,10a + b t ,(ln 10) b .... 

J.C. Elizaga, métodos demográficos para el estudio de la aortalidad, CELADE, 1969. 



La función 10a +t>t , por ser exponencial, es positiva 
para todo t; ln 10= 2.3026 es también positivo. Por lo 
tanto el signo de la derivada primera depende de b: 

si b > 0 ; m';> 0 (la función (IÍI-4) es crecien 
te) 

si b < 0 m' <; 0 (la función (III-4) es decre -
ciente) 

(b) Igualando a cero la derivada primera, se tiene 

(III-5) m' = 10a + bt(ln 10) b = 0 

Si b = 0 la derivada primera es nula; en este caso la 
función (III-4) se transforma en una constante. 

m = 10 = 1 0 

Si b ^ 0 no hay ningún valor de t para el cual la deri 
vada (III-5) se haga igual a cero, cualesquiera sean los 
valores de a y b. Por lo tanto la función III-4 nd pre-
senta máximo ni mínimo. 

(c) Calculando la derivada segunda e igualando a cero, re-
sulta 

(III-6) m" ^ b 2(lnl0) 2 1 0 a + b t = 0 

No hay valor de t que haga (III-6) igual a cero. La 
función (III-6) no presenta punto de inflexión cualesquiera 
sean a y b . • 
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(d) Para todo a y b la derivada segunda (III-6) es mayor 
que cero,. En consecuencia la función (III-4) es cón-
cava en todo su recorrido. 

(e) . , . t _a + bt v ' x, lxm 10 

t — > + CC 

+ oo ; si b -- 0 

si b = 0 

0 , si b < 0 

10a , 

a + bt. i i , lim 3.0 

10a » 
= 4- oO 

si b / 0 

si b = 0 

si b < 0 

(f ) m(o) 10 

(g) En base a la información anterior, la representación 
gráfica de la función (III-4) se indica a.continuación. 

Gráfico 111-15: Función m = 1 0 a' + bt 

/ a > 0 
y/ b > 0 

a> 0 
b = 0 ^ 

a > 0 
s. b <0 

- 1 0. 1-

t t t 

a < 0 

•i . 

; a < 0 a <0 
1 b > o i -, b = 0 -1 

t t t 
: La fo.rma-exacta. de las .curvas depende de los valores 

numéricos de a y b . 



90 

3. La función "logito de x", se define 

y = logito x ,r 

(III-7) . \ ln 

para valores de x en el intervalo abierto 0 < x < l . Esta fun-
ción ha sido introducida en la Demografía por W. Brass, quien la 
ha empleado extensamente para hacer estimaciones de la mortali -

3/ 
dad en países con información incompleta."" 

En relación con esta función (III-7) se analizará ; 

(a) Intervalos en los cuales la función es creciente y de-
creciente 

(b) Máximos y mínimos . 

(c) Puntos de inflexión ... 

(d) Intervalos de concavidad y convexidad 

(e) Límites laterales para i) x - ^ 0 + ? ii) x 1~ 
(f) y(1/4),- y(3/4) 
(g) Comportamiento gráfico 

Solución 

(a) Derivando en (III-7), con respecto a x, se tiene 

v, _ 1 1 (1-x) + x _ _ . 
Y ~ 2 ' _x_ ' (1—x) 2 : 2x(l-x) 

1-x 

3/ W., Brassj Sobre la escala de la mortalidad^ CÉ1ADB, Serie'DS No. ?, San Jóáé, Costa Rica, 1971. 
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Para todo valor de x del intervalo 0 <" x< 1 la. derivada 
primera es positiva. Por lo tanto la función logito (III-7) 
es creciente para todo x.de su campo de variación 

(b) Igualando a cero la derivada primera, resulta 

(III-8) y' = = 0 
x (1 - x) 

No hay ningún valor de x del intervalo 0 < x <1 1, en. el 
cual la ecuación (111-8) es igual a cero. De aguí resulta 
que la función logito no presenta máximo ni mínimo relativo. 

(c) Calculando la derivada segunda e igualando a cero, se 
tiene 

2x (1 - x) 2x - 2x¿ 

-(2~4x) 

( 2 x - 2 x 2 r 

El denominador es diferente de cero? en consecuencia de-
berá ser 

4x - 2 = 0 

resultado x = 1/2. Para este valor la función (III-7) vale 

1 1 1 /2 y(¿) = ^ In = 0 
2 2 1 - 1 / 2 

En consecuencia la función logito presenta punto de 
inflexión en el punto (1/2, 0)„ 



(d) Partiendo de la derivada segunda 

4x - 2 (= 0ff para x = 1/2) 
(2x - 2x2) Z 

Si x < 1/2 y y" < 0 (convexa) 

Si x > 1/2 ; y"> 0 (cóncava) 

La función logito presenta : 

intervalo de convexidad 0 x <r 1/2 

Intervalo de concavidad 1/2 x < 1 

(e) i. lira ^ ln JZTZ = ~ 

cuando x tiende a cero por valores positivos 
1 - x tiende a uno 

£ * tiende a cero por valores positivos 
x ln ^ _ tiende a menos infinito 



93 

y(1/4) - 1 1 — In v* y 1 
1/4 
- 1 / 4 ln 3 = - 0.54S3 

y (3/4) 
i 3/4 
1 ln 2 X n 1 - 3/4 ln 3 = 0.-5493 

(g) De acuerdo con los resul-
tados anteriores el com-
portamiento gráfico cíe la 
función logito es la si-
guiente s 

0.5493 

0 
-0.5493 

Gráfico III-16 

1/4 

'1 /2 3/4 1 

4. Forma analítica de la función 

2 n n™* 
• = 2 -f n ' m n. x 

donde: es la tasa de mortalidad del intervalo de edades x,x+n, n x 
q es la probabilidad de morir entre las edades x^x+n, y n es la n x ™ 
amplitud del intervalo de edades» -

Esta es una de las relaciones que suelen emplearse en la cons 
trucción de una tabla de vida para pasar de las tasas de mortali-
dad por edad conocidas, alas probabilidades de morir de la tabla. 

kj Reed y LSerrell, Un método rápido para la sonstracción de una tabla de vida abreviada, CELADE, Serie D, 
No. 49. 
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Para abreviar se omitirán los subíndices escribiéndose sola 
mente 

2 n m (III-9) q = 
2 + n m 

Se calcularán? 

(a) Intervalos en que la función es creciente o decrecien 
te 

(b) Máximos y mínimos 

(c) Puntos de inflexión 

(d) Intervalos de concavidad y convexidad 

(e) Límite de la función para m —> + oO 

(f) Valor de la función en el origen 

(g) Comportamiento gráfico 

Solución 

(a) La derivada primera de (III-9), con respecto a m, es 

q' = 
2n (2 + n m) - 2 n 2 m 4 n 

(2 + n m) 2 (2 + n m) 2 

la cual es positiva para todo jn. Por lo tanto la función 
(III-9) es siempre creciente. 

(b) Igualando a cero la derivada primera, resulta 

4 n 
q' = — 5 = 0 (2 + nm) 2 
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ningún valor de m satisface esta ecuación. De aquí resulta 
que la relación (III--9) na presenta máximo ni mínimo. 

(c) Calculando q" e igualando a cero, resulta 

- 8 n ¿ . • 
— j - 0 

(2 + n ra) 

Ningún valor de m es solución de esta ecuación?.en con 
secuencia no existe punto de inflexión. 

(d) La derivada segunda con respecto a m % 

~8 n 2 
q- e _ — _ . 

(2 + n m) 3 

—4n 2 (2 + n m) n 
(2 + n m) " 

es negativa para todo m. Por lo tanto la función (111-9) 
es convexa eá•todö sü recorrido* • 

2 nm 
(e) lim 

2 + n m 

m —> +00 

(f) q (o) = 0 

(g) El comportamiento gráfico resulta : 

? n 
lim 2 

— + n - m . : ; 

m ---> + oo 
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EJERCICIOS DEL CAPITULO III 

Dada la función 

(111-10) f(x) = X 2 - X + 2 

calcular los intervalos en 
los cuales la función es 
creciente y decreciente 

Solución 

Gráfico 111-18 

Derivando e igualando a cero, resulta 

F(x) = 2 x - 1 = 0 
x = 1/2 

Si x < 1/2 ; f'(x)< 0. (decreciente) 

Si x> 1/2 ? f'(x)>0 (creciente) 

En consecuencia la función (111-10) es 

- decreciente en el intervalo -ÍX?<X < 1/2 

- creciente en el intervalo l/2<x<+oo 

2. Calcular los máximos y mínimos de la siguiente función 

(III-ll) f (x) = x 3 - | x 2 - 6 x - l 



97 

Solución 

Los valores de x que anulan la derivada primera,son 

f'(x) = 3x2 ~ 3x - 6 = 0 

Reemplazando estos valores en la derivada segunda.* re-
sulta 

£'" (x) - 6x - 3 

f'(-l) = 6 (~1) - 3 = -9 < 0 (máximo) 

f" (2) = 6(2) - 3 = 9> 0 (mínimo) 

En x^ = -1 la función vale 

f(~l) - (-1) 3 - | (~1)2 - 6 (-1) - 1 = | 

En x 2 = 2„ la función toma el valor f (2) =- -11 

Por lo tanto la función (III-ll) presenta 

máximo en el punto (-1, 5/2) 

mínimo en el punto (<0 11) 
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3. Determinar los intervalos de concavidad y convexidad de la 
siguiente función de t 

(111-12) N(t) = N(o) e rt 

Solución 

Calculando las derivadas sucesivas con respecto a t, 
se tiene 

rt N'(t) = N(o) r e 

Ñ" (t) = K(o) r 2 e r t > 0 

Cualquiera sea el valor de r> la derivada segunda es 
positiva. En consecuencia la función (111-12) es cóncava en 
todo su recorrido. 

4. Calcular los máximos y mínimos de la función 

(111-13) f(x) = 1 + y (x - 2) 

Solución 

Gráfico 111-19 

f(x) 

f' (x) 

1 + V{x - 2) 2 = 1 + (x - 2) 2 / 3 

| ( x - 2 ) - 1 / 3 

3 (x -2) 1/3 
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No hay ningún valor de x en el cual la derivada primera sea 
igual a cero. Sin embargo cuando x = 2 la función f1(x) no está 
definida. Por lo tanto hay un valor crítico en X q - 2. 

Para x < 2, f' (;:) < 0, y la función (111-13) es decreciente 

Para x )> 2„ ¿' (x) > 0* y la función (111-13) es creciente 

A la izquierda de XQ = 2 la función es decreciente y a la 
derecha creciente, por lo tanto f (;:) = 1 + <̂ /(x - 2) ̂  presenta 
un mínimo en x = 2 . o 

Sn ene punto el valor de la función es 

f (2) 1.+- \/(2-2) 2 = 1 



Capítulo IV 

INTEGRALES 

El concepto de integral tiene dos acepciones en el cálculo. 
La principal de ellas consiste en considerarla como un proceso de 
suma. En este sentido la integral representa el límite de una 
determinada expresión aditiva, que gráficamente corresponde al 
área comprendida entre una curva, el eje de las abscisas y dos 
ordenadas ji y i>. 

El segundo significado del concepto de integral, es el de 
encontrar una función primitiva conociendo su derivada. Estos dos 
tipos de integrales se llaman respectivamente definida e indefi-
nida y la conexión entre ambas está dada por el denominado teore 
ma fundamental del cálculo integral. 

INTEGRALES INDEFINIDAS 

En capítulos anteriores se ha visto cómo dada una función se 
puede hallar su derivada. Ahora se plantea el problema inverso, 
es decir, dada la función derivada hallar la función de la cual 
proviene. O sea, si se tiene 

y = F(x) 

cuya derivada es 

ây _ 
dx ~ F' (x) = f (x) 
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la integral indefinida de esta función es su primitiva F(x). En 
general se agrega una constante C, llamada constante de integra-
ción, por cuanto también la derivada de F(X) + C es igual a f(x). 
Esto se indica escribiendo 

Jf(x) dx = F (x) + C 

que se lee "la integral de f(x) dx es igual a F(x) más C"• La di-
ferencial dx indica que x̂  es la variable de integración* 

Ejemplo 

y » x 2 + 3 

^ 3 2 x dx ¿ x 

J*2x dx x 2 + C 

FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION 

En el cálculo diferencial existe una regla general para ca¿ 
cular la derivada de una función, que consiste en calcular el in-
cremento de la función, dividirlo por el incremento de la varia-
ble y después tomar su límite para el incremento de la variable 
tendiendo a cero. Por el contrario, en el cálculo integral no 
existe una regla general correspondiente. La integración puede 
decirse que es un procedimiento esencialmeinte de ensayo; la inte-
gral de una función f(x) es aquella expresión que derivada repro 
duce dicha función. 

Para facilitar la resolución de integrales es conveniente 
tener a mano una tabla de integrales lo más amplia posible, a las. 
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cuáles sé trata de reducir, por diversos métodos expresiones más 
complicadas'; En la página siguiente se incluye una "Tabla de In-
tégrales" éñ la que aparecen solamente los casos más sencillos . 
En estas fórmulas u y v indican funciones derivables de una cier 
ta variable independiente, por ejemplo x. Los símbolos a, n, C, 
e, son constantes. 

Ejemplos ; 

Resolver las siguientes integrales indefinidas 

1. J x 4 dx 

Esta forma de integral aparece directamente en la tabla; a-
plicando la fórmula JL se obtiene 

p 4 x 4 + 1 x 5 " x 4 dx « + C = — + C 

J 4 + 1 5 

Si se deriva el resultado, se producé la función integrada: 
• â_ + ci - x 4 
dx { 5 + C' - X 

2. J(x J + 2x - x) dx 

Aplicando las fórmulas 1, 13 y 14, se tiene 

J(x 3 + 2x2 - x) dx = J x 3 dx + 2 j x 2 dx - Jx dx 

4 3 2 
4 3 2 + C 
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TABLA DE INTEGRALES 

p n + 1 
1. Ju du = + C y n ̂  -1 

2. Jdu - u + C 

3. 

10. 

du 
J "";.'.'.. :.,:.:, = are sen ~ + C 

•/2 -i/a - u 

fdu , du 1 u 
J 7 a l n u + C 11. J —2 2~ = - arc tg - + C 

a + u a a 

4 - F d u = + c 

5. Je11 du = eu + C 

6. Jsen u du = -eos u + C 

7. Jcosu du = sen u + C 

8. ftg u du = ~ln eos u + C 

p du 
,r — = tg u + c eos2 u 

du 1 u - a 12 o f —5 5-= — In + C 
J u ' - a 2a u + a 

13. J (u + v)dx = Ju dx +J v dx 

14. J a u dx = a J u dx 

15. J f(x) dx = f(x) + C 
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3. J / x (1+x) dx = J ( x 1 / 2 + x 3 / 2 ) dx 

= I x 3 / 2 + | x 5 / 2 + c 

4. J yioT+l dx 

Esta integral no aparece en la tabla. Sin embargo puede re 
solverse mediante un cambio de variable. Haciendo u = 3x+ 1, se 
tiene 

du = 3 dx ; dx = j du 

luego, 

J sj 3x + 1 dx = J / ù j d ü " "3 J u V 2 d u 

- ì + c - 1 u 3 / 2 + C - 3 3/2. + C 9 U + C 

= | (3x + 1) 3 / 2 + C 

i . J e~X dx 

Haciendo u = -x, resulta du = -dx? luego, 

j e~x dx - J e u (-du) = —Je u du 

= -eU + C = -e~x + C 
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J a 3 x dx 

1 Haciendo u = 3x ; du = 3dx ? dx = du 

J a 3 x dx = Jau (fdu) « ì j'au du 

A , a t n — i j. r> 
~ 3 In a + C ~ 3 In a 

Jx 2 

x a dx 
2 Haciendo u =* x ; du - 2x dx 

Jx a x 2 dx = J a u (|du) = | J a udu 

1 a x 2 
1 _2 i r» 2 In a + ^ 

8. ftg x dx = f S e n X dx J J J C O S X 

Haciendo u = eos x ; du = --sen x dx 

f senx d x T du = 
J C O S X J U 

= - In cos x + C 

Derivando el resultado debe obtenerse tg x. 
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INTEGRACION POR PARTES 

Este método permite transformar algunas integrales en formas 
más sencillas,, facilitando de este modo su resolución. 

Sean u y y funciones derivables de x. La diferencial de su 
producto es 

d(u . v) = u dv + v du 

que es la fórmula de integración por partes. Para aplicarla se 
hace una parte de la función a integrar igual a u, y la otra parte 
igual a dv. Se calcula entonces du y v y se reemplazan estas 
cuatro expresiones en la fórmula básica. 

No puede anticiparse una ley general para descomponer la fun 
ción subintegral, aunque pueden indicarse los dos criterios si -
guientes: 

(a) La parte que se iguala a dv debe contener siempre a dx 

(b) La integral que resulta al aplicar la fórmula deber ser 

o bien 
u dv = d(u . v) - v du 

Integrando esta igualdad resulta 

(IV-1) 

más sencilla que la originaria 
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Ejemplos s 

Resolver por partes las siguientes integrales indefini-
das 

1 flnx dx 

Haciendo, u = In x ,.. . , 
dv = dx 

resulta , 1 . du = — dx 

x 

Reemplazando en (IV-1) : 

Jln x dx, _ (lnx| J K ~ 1/x dsc. 
u dv u v v du 

x In x - x +C 

2. Jx 2 e x dx 

2 x Haciendo u = x , dv = e dx , se tiene 

2 
u = x du = 2x dx 

dv = ex dx y v = eX 

Sustituyendo en la formula básica : 

(IV-2) Jx 2 ex dx = x 2 ex - 2 J x sx dx 
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La integral que resulta es más sencilla que la anterior. Re 
solviendo Jx eX dx nuevamente por partes : 

u = x ; du = dx 
X X dv = e dx ; v = e 

Reemplazando en (IV-1) 

ÍX - X p X 
x e dx = x e - J e d x 

x x , „ = x e - e + C 

Sustituyendo este resultado en (IV-2) 

p 2 x , ,2 x _ x , _ x , _ \x e dx = x e - 2x e + 2 e + C 

= ex (x2 - 2x + 2) + C 

DEFINICION DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

Sea la función y = f(x) continua en el intervalo cerrado 
a ŝ  x ¿ib. Mediante los puntos x^, x^, ...» x se pueden 
formar n subintervalos: 

(a t x^) q (xxg x^) e • • • • Í 2 o k) 
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Gráf ico IV-1 

y = f(x) 

• I 

a a x_ C X>, Ĉ , Xg Cg Xj "o o i 1 x . c „ x = b n-1 n-1 n 

Se eligen puntos arbitrarios cQ, correspondien 
tes a dichos subintervalos. Se puede formar la suma 

S n = f(cD) (x^^-a) + fíc.^ (*2-xl> + -"+f<cir-i)<b-*tt-l) 

Escribiendo x^ = a» xn = bf y xk+l~ xk = s e tiene n 

n - l 

'k £ f(ck) A x. •k 
k=0 

Geométricamente esta suma representa el área total de los n 
rectángulos del gráfico IV-1 

El límite de esta suma cuando el numero de subintervalos n 
tiende a infinito y la mayor de las subdivisiones A x ^ tiende a 
cero, se denotí 

'b f(x) dx f 
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y se denomina "integral definida de f(x) entre a y b". Es decir» 

n-1 
lim £ f (c^) Ax k' = J f(x) dx 

k=0 3 

n — ( X ) 

A x ^ o 

El signo integral es una S alargada que pone de manifiesto 
la íntima relación existente entre la integración y la suma. 

Geométricamente» el valor de esta integral definida represen 
ta el área encerrada entre la curva y = f(x)» el eje de las absci 
sas y las ordenadas a y b, si f ( x ) > 0 . Si f (x) es positiva y 
negativa dentro del intervalo» la integral representa la suma al. 
gebraica de las áreas. 

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL 

Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado 
a < x < b , y F(x) es la primitiva o integral indefinida de f(x)» se 
verifica 

(IV-3) J b f (x) dx = F (x) 
b 

= F(b) - F(a) 

Es decir» la integral definida entre a y b de f(x) dx puede 
calcularse resolviendo la integral indefinida» dando después a x 
el valor dé b y de a» yrr restando ésos valores. o. 

Este teorema es de gran importancia porque permite resolver 
una integral definida» sin necesidad de, aplicar su definición. 
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS 

Dada la función y - f (x) continua en el intervalo a ^ x ^ b , 
se verifican las siguientes propiedades 

rb 
(I) J f (x ) dx J f(x) à dx 

a 
pb 

(II) f f (x) dx = f ° f (x) dx + f f (x) dx «a A Or. 

(III) p f(x) dx 
r-.-" •.. 0 a. 

(IV) J b k f (x) *dx 
a S 

(v) J b k ( x > + f 2 (x> 

0 

dx J b f (x) d 

dx = J b fx(x) dx + J b f 2 (x) dx 

Estas propiedades son de demostración inmediata. Por ejem-
plo la primera de ellas : 

pb 
\ f(x) dx F (x) ! = F (b) - F (a) 

1 a 
F(a)-F(b) ! = -jf(x) dx 

EJERCICIOS 

1. Resolver la siguiente integral 
definida í 

J 3 * 2 d x 

Gráfico IV-2y 

'À 
/ 2 y = x 

\\ 

\ 

x v \ * \ \ \ \ \ \ \ W \ ! 

M' 

X 
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Aplicando la relación básica: 

fh b 
(IV-3) j f (x) dx = F(x) = F(b) - F(a) 

o sea resolviendo la integral indefinida y dándole a x el valor 
de los límites de integración» se tiene 

S; x dx = x 
3 

.3 26 
3 

Si a la integral indefinida F(x) se le agrega la constante 
de integración» el resultado no se altera. En efecto: 

r 3 2 J, x dx + C 2 Ì + É - Ì Ì - 0 = 16 
3 3 56 3 

2. Resolver 

s. ln x dx 
Según se vio en págr 107 

la integral indefinida de ln x 
vale 

1 -

Gráfico IV-3 

/ 
7 l 

s ln x dx = x ln x - x + C 

por lo tanto 

( l n x dx 
J1 

x ln x - x 

= (e In e -e) - (ln 1-1) = 1 
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Resolver 

f í x ~ 2 ) d x 

JJ' (x-2) dx 

Gráfico IV-4 
L/" 

/I 
/ i 

' / i 
/ + ! 

s i 
/ ' y ' ' — / 2 4 

y? 
/ 

/ 

( 

x 
2 

16 

2x 

8} 2) 

1 
2 

que es el resultado de la integral. 

En los casos como éste en que la función toma valores posi-
tivos y negativos entre los valores x = a. y x = he la integral 
da la suma algebraica de las áreas limitadas por la curva y el 
eje de las x¿ considerando positiva la que esta por arrxba de di 
cho eje y negativa la situada debajo. 

Si se desea calcular el valor absoluto de estas áreas, es ne-
cesario hallar los puntos de intersección de la curva con el eje 
de las x» Y resolver la integral de cada subintervalo por separa 
do. En este caso se tendría 

f (x) X 2 = 

x -

C 

2 
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La superficie total será 

J 2 (x - 2) dxj (x-2) dx 

j2(x-2) dx 
l 

J V - 2 ) dx = 

- 2x 

- 2x 

= ( f - 4 ) - é - 2 ) = -
J1 
4 = ( ^ - 8 ) - ( 4 - 4 ) = 
2 ¿ . 

= ì + 2 = ¿ 2 2 

2 

J2(2x ¿ - x + 
o 

1) dx = x X + X 
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INTEGRACION NUMERICA: METODO DE- LOS TRAPECIOS Y 
METODO DE SIMPSON 

Los métodos de integración numérica permiten calcular en for 
ma aproximada la integral definida de aquellas funciones para las 
cuales no se conoce su forma analítica, sino solamente el valor 
de la función para determinados valores de la variable indepen — 
diente. 

También se suele resolver por estos métodos las integrales 
definidas de funciones para las cuales se conoce su forma analí-
tica, cuando se presentan dificultades para encontrar la integral 
indefinida (Ver ejercicio 9 al final del capítulo). 

METODOS DE LOS TRAPECIOS 

Supongamos que se desea calcular la integral definida entre 
a y b de la función y = f(x), de la cual sólo se conocen los si — 
guientes valores arbitrariamente espaciados. 

x y=f(x) 
y = f (x) 

Gráfico IV-5 
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El método de los trapecios supone que la función asume una 
trayectoria lineal entre cada par de valores conocidos. Uniendo 
esos puntos conocidos por lineas rectas» quedan formados n tra-
pecios, cuyas superficies son 

o Yn + Y] Pxi S x _o x (x. -x ') ~ f (x) dx 
2 x o ü " X O 

y l + y 2 pXo 
S 2 = 2 (X2 - X l ) d x 

X1 • ' 

s n « ^ ^ « P f W ^ 
x , n-1 

La integral definida entre a y b será la suma de las super 
fieles de los trapecios, es decir 

S h ^ yn + y 1 y l + y 2 b f (x) dx & — £ =k (x _ x ) + í {x _x ) + + 2 i o 2 4 í 

yn-l + yn 
<xn-rxn> 

Esta es la fórmula final del método de los trapecios» para 
valores desigualmente espaciados de x. El resultado es aproxima 
do» ya que se ha supuesto arbitrariamente que la función sigue 
un comportamiento lineal dentro de cada subintervalo. 
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Si los valeres de x están igualmente espaciados a una dis-
tancia cualquiera h, entonces la fórmula anterior puede expresar 
se en forma más simple como sigues 

y y 

j bf(x) dx — h (, n + y i + y 2 + ... + y n - 1 ) 

Ejemplo; 

Calcular la integral definida entre 0 y 3» conociendo sólo 
los valores 

K r (x / 

o 
• i 
3 

METODO DE SIMPSON 

'Este método es más aproximado que el anterior. Supone que 
por cada 3 puntos pasa una parábola de segundo grado. 

La fórmula para valores de x igualmente espaciados a una 
amplitud h cualquiera, es la siguiente 

J f(x) dx ' - |(yo+Uy1+y2)+ ~(y2+Uy3+y^)+...+ ~(y n „ 2 + 1 + Vl + yn> 

20 
25 
32 

j3 f (x) dx 20 + 25 ^ 25 + 32 0 + ¿ 
2 2 

= 79 .5 
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La cual puede expresarse en la siguiente forma: 

Para aplicar la fórmula de Simpson el número de valores co-
nocidos debe ser impar, esto es» n igual a 3» 5» 7» etc. Si el 
número de valores fuera par» podría por ejemplo integrarse los 
dos últimos por trapecios. Un inconveniente de la fórmula de 
Simpson es que no da el valor de la integral de cada subinterva-
lo» sino de cada dos. 

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL 

Si f (x) es continua en el intervalo cerrado a s=b , 
existe un punto ¿ comprendido entre a y b tal que 

Gráficamente este teorema dicé que el área encerrada por la 
curva» el eje de las abscisas y las ordenadas a y b es igual al 
área del rectángulo de base ab 
y altura f(SK es decir 

J13 f(x) dx = f(S) J b dx = f {b) (b-a) 
a a 

Gráfico IV-7 

b x a 
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Una forma más generalizada del teorema, la cual se emplea 
también en Demografía, es la siguiente 

Teorema generalizado del valor medio. Si f(x) y g(x) son 
continuas en el intervalo cerrado a ^ x ^ b, y g(x)no cambia de 
signo en el intervalo, existe un punto s comprendido entre a y b 
tal que 

j b f (x) g (x) dx = f (5) J b g(x )dx 

APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA 

A continuación se presentan algunas aplicaciones del concep 
to de integral al campo de la Demografía. 

Dada la función 

1 (x) = 100 - x 

(ley de mortalidad de 
De Moivre) 

¡ K x ) 

Gráfico IV-8 

100 x 

que representa el número de sobrevivientes a sucesivas edades de 
una generación inicial 1(o) =100, calcular 

a) El tiempo vivido por esta generación entre los 10 y 15 
años. 

b) El tiempo vivido desde los 10 años hasta que la genera — 
ción se extingue. 

c) El número de años que en promedio viven las personas que 
llegan con vida a la edad exacta 10. 
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a) Integrando la función l(x) entre 10 y 15 años» se obtiene la 
superficie encerrada por la curva el eje de las x y las 01:7 

denadas 10 y 15. Demográficamente este concepto correspon-
de al tiempo vivido» o sea» es el número de años-persona vi. 
vidos por la generación l(o) erxtre las edades 10 y 15. Se 
simboliza g ^ Ó 

5L10 
15 1K 

J 1(x)dx =r (100-x)dx 
10 10 

= lOOx -
15 

10 

» 100(15-10)-
2 2 15¿ - 10 

= 437.5 años-persona 

Gráfico IV-9 

b) El tiempo vivido por la generación desde la edad 10 hasta w4 
que se representa por T^Q» será 

T 1 q = j^KxJdx =J,00( 100-x) dx 
10 

= lOOx -
100 

10 

= 100(100 -10) -
2 2 1 0 0 - 1 0 * 

= 4 050 años-persona 

Gráfico IV-10 

U! * 
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c) El número medio de años que en promedio les resta de vida 'a 
las personas -que llegan con vida a la edad exacta 10, se deno 

° : 10J 
Q ^ 

mina esperanza de vida a la edad 10(é,n). Será igual a 

Dada la densidad anual de nacimientos 

(IV-3) B (t) = 1 000+ 30t 

donde t = 0 corresponde al Io de enero de 1960, calculan 
los nacimientos de los años 1960 a 1962 (3 años). 

Solución 

La densidad de nacimientos ya se ha visto al final del 
• capítulo II (pág. 61 ). Es una función tal que integrada per 
mite obtener los nacimientos correspondientes al.intervalo 
de integración; es decir 

B (t0,.tn) = /"Bit) dt 

A su vez, la expresión subintegral B(t)'dt representa 
los nacimientos del intervalo t, t + dt. 

Para obtener los nacimientos de los 3 años consideradost 
habrá que integrar la función (IV-3) entre 0 y 3, o sea 

B (1960-1963) = J3(l 000 + 30 t) dt 
° 

t2' à 1 000 t + 30 ¡ ¿ !o 
3 135 nacimientos 
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3. Sea la siguiente relación 1 

(ÍV-4) N (t j = B(t — x) p (x) dx 

donde N(t) representa la población total en la época t , 
B(t-x) la densidad anual de nacimientos o nacimientos anua-
les en la época t-x, y p(x) = l(x)/l(o) la probabilidad al 
momento del nacimiento de que una persona esté con vida a la 
edad exacta x. 

Se pide calcular el valor de N(t) en el caso de que los 
nacimientos de cada afío sean constantes e iguales a 1(o). 

Solución 

La relación (IV-4) corresponde a uno de los modelos bá_ 
i/ 

sicos presentados en el libro de Lotka. -í Esta formula vin 
cula la población total en un momento t con los nacimientos 
y la ley de mortalidad, bajo el supuesto de que la población 
es cerrada y la mortalidad por edad es constante en el tiem 
po. 

La expresión subintegral B(t-x) p(x) dx representa las 
personas que en el momento t tienen edades comprendidas en-
tre x y x + dx. Integrando con respecto a x se obtiene la 
suma de las personas de todas las edades, que están con vi. 
da en el momento t. 

Haciendo en (IV-4) B(t-x) = l(o) se tiene 

N(t) = J^BÍt-x) p(x) dx = J* l(o) dx 
o o 

- J 1(X) dx = T o 
o 

1/ Alfred J. Lotka, Teoría analítica de las asociaciones biológicas, CELAOS, Serie E, Ho. 5t Santiago , 
Chile, 1969» p.66. ; 



EJERCICIOS DEL CAPIT'ILO IV 

Resolver las siguientes integrales indefinidas 

(a) J (x2-x + 3)dx = - + 3x + c 

ñx f • -1/2 r, x i / 2
 A „ 

0» f — = J X dx = + ^ 
/ x 

= 2 \f~x + C 

(c) J eX^ndx 

Haciendo u = x/n, resulta du = 1/n dx 

Je x / n dx 

Resolver aplicando el método de integración por partes 

(a) J x e3* dx 

Haciendo u = xt se tiene 

u = x du 
_ ax « dx = e dx ? v 

Aplicando la fórmula básica, 

{IV-1} Ju dv = u.v •• Jv.du 

S e n du u „ n e + C 

x/n , _ n e ' + C 

dx 
ax .. e dx 1 ax — e a 
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resulta 

r ax _ . \ x e dx = 

(b) jx sen x dx 

Haciendo u = x» 

u = x du = dx 

dv = sen x dx ? v = -eos x 

x eos x + J c o s x clx 

x eos x + sen x + C 

3. Obtener la ley de variación de la población total con res — 
pecto al tiempo» sabiendo que su tasa de crecimiento es cons. 
tante. 

Solución 

La tasa de crecimiento de la población (r)según se a 
visto en el capítulo II (pág. 59 ) es igual a la derivada de 
N(t) dividido por N(t)„ En esite caso ; 

r r= constante dt • «... 

1 ax - S 1 „ax , — e dx a 

X I e ^ - . i - e** + C a a2 

J* x sen x dx = 

1 
N(t) * 
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En esta expresión hay que despejar N(t)„ para lo cual 
conviene pasar dt al segundo miembro y después integrar 

d N (t) 
N(t) j- UU 

p d j í t ) p-. 
J m t ) j 

In N(t) ¡= r t + C7 

•><<• /. \ rt 4* C-¡ rt Ci • rt N (t) - e i e e = C e 

El valor de la constante de integración C puede obte-
nerse si se conoce la población en un momento, por ejemplo 
N(o)• Este dato N(o) es lo que se denomina una condición 
inicial. Se tiene entonces 

T- ! -

(IV-5) KT (t) = C e 

N (o) = C e° = C 

Reemplazando en (IV-5) se obtiene finalmente 
N lt: = N(o) e r t 

O sea que si la tasa de crecimiento se mantiene constan 
te en el tiempo, la población total crece según la ley expo-
nencialí la cual suele denominarse "ley de Malthus". 



Resolver la siguiente integral definida 

p (3x + 2) dx 
J1 

Gráfico IV-11 
Aplicando la relación básica 

fb b 
J f,(x)dx F(x) O = F(b) - F(a) 

se obtiene 

f 3(3x+ 2)dx 
J 1 

3 y + .ac 

3 2 - l 2 
3 — + 2 (3-1) 

= 16 

Calcular el tiempo vivido entre los años 1967 y 1970 por la 
población que crece según la siguiente ley 

2 N(t) = 100 + 3t + 2t y donde t = 0 corresponde al año 1965 

ftnN(t) dt = P (100 + 3t + 2t2) dt 

t 2 t-3 
lOOt + 3 + 2 3 

52-22 53-23 
100(5 - 2) + 33 2 + 20 

409.5 años-persona 
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6. Calcular la integral definida entra los límites 1 y 6ff apli. 
cando el método de los trapecios 

|N(t) 
15 C-t N(t) 

1 100 
2 1.15 
3 117 
4 131 
5 149 
6 140 . 

100 

50-

0 2 3 4 

Gráfico IV-12 

5 ' 

En este caso puede aplicarse la fórmula de los trapecios pa 
ra valores igualmente espaciados, esto es 

Jb . ^o^^n 
f (x) dx ^ h ( — - — + y} + y2+...+ y n J 

• - fS(t> dt ~ 1 0 0 + 1 4 0 + 115 + 117 + 131 + 149 

= 632 años-persona 

7. En una tabla de vida los sobrevivientes hasta los 5 años de 
una cohorte de 1 = 100 000 personas son los siguientes : 
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x 1. X 

4 

O 

5 

3 

1 
2 

100 000 
92 107 
90 110 
88 944 
88 249 
87 823 

Calcular por el método de los trapecios» el tiempo vivido por 
esa cohorte entre los 1 y 5 años de edad. 

Solución 

El tiempo vivido entre las edades 1 y 5 es igual a la 
integral entre esos límites» de la función de sobrevivientes 
1 » es decir 

ción» sino solamente sus valores a edades exactas»se aplica 

trapecios. Su forma para valores igualmente espaciados es 
la siguiente 

x 

Debido a que no se conoce la forma analítica de la fun 

un procedimiento aproximado» en este caso la fórmula de los 

ph yn+ Yn 

J b f ( x ) C > h + y y , 
a ¿ 

i 
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En este caso particular resulta; 
>5 .!-( + le 

L.¡ • = 1 dx 4- 1„ -i- 1 , + 1. 4 1 >; 2 2 3 4 

9 2107 -t- 87823j+ 9Q110-Í-88944-4-88249 

- 357 268 

En la práctica es útil tener calculado el tiempo de ex 
posición para .cada subintervalo por separado. En este caso 
sería ; 

L, f2l dx - = 92 107 + 90 110_ = 9 X 1 0 8 
1 1 ^ x 2 2 — 

= 90 110 + 88 944: = 8 9 5 2 7 
1 2 2 • 

L 88 944- -f 88 249 = 8 a 5 S ? 
1 3 •> 

88 249 + 87 823 2 4 ^ — = 88 U36 

El, tiempo total entre 1 y 5 años se obtiene por suma 

4L1. = ,1L1 1L2 + 1L3 + 1 L4 

= 91 108 + 89 527 + 88 597 + 88 036 = 357 268 años-persona 
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8. Con los datos del mismo ejercicio anterior» calcular el tiem 
po vivido entre los l'y 5 años de edad aplicando el método 
de Simpson» es decir suponiendo que por cada tres valores pa 
sa una parábola de segundo grado. 

Solución 

La fórmula de Simpson es la siguiente: 

j b f (x) dx ^ H y ^ y ^ + 3<y2
 + 1 * y 3 + V 3 ( y n-2 + Uyn-1 + y n ) 

d 

En este ejercicio resulta» 

= ̂ (9.2 107 + Ux 90 110 + 88 9U^(889^+Ux882U9+87823) O i' ^ 

= 357 085 años-persona 

Este método da 183 años-persona menos que el anterior 
debido a que la parábola hace una concavidad hacia arriba » 
mientras que el método de los trapecios considera una línea 
recta. 

Por otra parte» el método de Simpson no permite calcu-
lar el tiempo vivido dentro de cada subintervalo. 
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9. Calcular en forma aproximada la integral 

(IV-6) f 2 -X n e ux 
0 

por el método de .los trapecios,, dividiendo el intervalo 
[0, 2 j en 10 partes iguales 

Solución 

Los métodos de integración numérica permiten calcular 
la integral definida ds funciones para las cuales no se co-
noce su forma analítica,, como en el caso de los ejercicios 
6,7 y 8o Pero también se los utiliza para calcular en forma 
aproximada la integral definida de funciones para las cua -
les resulta difícil, y a veces imposible,, encontrar la inte 
gral indefinida. Un ejemplo es la integral (IV-6)considera 
da arriba. 

Dividiendo el intervalo de integración de la integral 
(IV-6) en 10 partes, se obtienen los valores de x - O, 0.2, 
0.4,.„.,2.0 para los cuales la función tema los valores que 
se indican en la siguiente tabla i 

x y - X 

A V J~ O nnnn V / U V Ü 

0.2 0. 9608 
0.4 0 o 8521 
0.6 O . 6977 
0.8 0 , 5272 
1.0 0. 3679 
1.2 0 . 2369 
1.4 0 . 1409 
1.6 0 . 077.:-
I. 8 0 o 0392 
2.0 0 . 0183 

i y~e 

0.5 

Gráfico IV-13 

\ 

\ 

x 
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Una vez conocidos estos valoresf se puede aplicar la fórmula 
de los trapecios para valores igualmente espaciados, o sea 

pb y + y 
J f (x) dx £0 h ( ° 2

 n + y 1 + y 2 + . . . + y n - 1) 

resulta 

2 . 
r2e~X dx C^ 0.2(1 + 0 ° 0 1 B ^ +"0.9608+...+ 0.0392) 0 : 2 



Capítulo V 

SSRIfcS. 

SUCESIONES 
Una sucesión es un conjunto de números formados de acuerdo 

a una ley definida, en correspondencia con los números naturales. 
Se la simboliza 

(V-l) a_, s , a g a_„ ... •i' • ¿ • j • n 

Cada uno de los elementos a^, a . . . se llama término de la 
sucesión. El término n-ésimo se denomina término general. Cono-
ciendo el.término general se puede reproducir la sucesión dando 
a n los valores 1, 2, 3, ... 

Ejemplos s , 

, 1 1 . . . . ! . . . . 
~2 0 ~3~ 0 * *" 0 "j5í" 0 *'' 

1 2 Q n 
-f , -j ' it ' ' ~7HT~ ' 

1 1 i ( - i ) n 

~ ~2 0 T ' ~ ~8 5 •" • . ' 2n 

También puede definirse una sucesión como, una función cuyo 
dominio o campo de variación es el conjunto de los números natu-
rales. Si se simboliza la función por £g su valor para n es f(n). 
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LIMITE DE UNA SUCESION 

Una sucesión 

a^ü n 
converge hacia un límite finito fe»-' si para todo número positivo 
C por pequeño que sea» puede encontrarse otro número N tal que 
se verifica 
se escribe 

a < c Lv para todo entero n> N. En tal caso 

n 
; n 

^ o o ' 

Con más precisión debería escribirse: n — ^ + 00 „ pero en 
casi todos los textos se omite el signó positivo» teniendo en cuen 
ta que en todas las sucesiones n tiende a infinito por valores en-
teros y PQSÍ;tÍYO=SV . - • 

./•,- ;Si el límite existe ,1a sucesión es convergente? caso contra 
rio la sucesión se denomina divergente.-

Ejemplos La sucesión 
1 
2 

_2 
3 

_3_ 
4 

tiene por límite 3.» es decir 
n ... , lim 

n 
n + .1 

00 

n 
n+1. . 0 

Gráfico V—1 

3. 

¿zZ/ /  /  

0.2-

« • • 

El gráfico V-l ilustra 
el significado del' límite de 
una sucesión; en $1 se ve 
que, para un £ arbitrariamen 
te elegido» todos los térmjL 
nos posteriores al N-ésimo 
quedan a una distancia de 1 menor que 

4 
N 6 n 
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EL CONCEPTO DE SERIE 

Dada una sucesión a a * ••• haciendo sumas parciales, 
se obtiene 

...Sl = al 
S 2 " a l + a 2 
S3 = ax + a2 + a3 

S = a_ + a •+ a„ + ...+ a n 1 2 3 n 
Cuando n crece indefinidaménte se utiliza el símbolo 

(V-2) a. + a_ + a + ... + a + ... = j>J a JL 4¿t ó í i " p _ -j A* 

lo cual se denomina serie. 
La sucesión S^, S ^ ... se llama sucesión de sumas par-

ciales de la serie (V-2). Si 

lim S — S 0 n 
n—> eso 

siendo S un número finito, la serie (V-2) se denomina convergente 
y es S su suma. Si no existe este límite, la serie es divergen-
te. 

• La condición necesaria pero no suficiente para que una se -
rie sea convergente es que su término general a^ tienda.a cero*— 

Ejemplos de series? 
x + JL + JL + . . . + - i - + . . . 

• 2n 

JL + JL _ JL + . . . + ( - i T + . . . • 2. 3 4 n 
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LA SERIE GEOMETRICA T 

Es de la forma 

/„ -i 2 n-1 (V-3) a + a r + a r + ... + ar + . . . 
donde cada término es igual al anterior multiplicado por una conss 
tante (r). La suma de los n primeros términos es 

(V-4) S = a + ar + ar2 + ... + ar11"1 n ".•••• 
Multiplicando ambos miembros por r» se obtiene 

2 3 n (V-5) rS = ar + ar + ar + ... +,ar n ••-> • • • 

Restando (V-5) de (V-4)» resulta después de reducir 

(1-r) S = a + a r11 = a (1-r11) n 
es decir» . - -. 

"(V-6)::' S_ = » para r 1 

Se trata de ver si la serie geométrica es convergente» es 
. - I . . 

decir si el límite de S existe. n 

lim S„ = lim — ' . • = —=-=— - lim n 1-r .••... 1-r • . 1-r ;; 
n —^ oo n — ^ »o n —> 

Si j r | < 1» cuándo tí—<x> V r11—> 0 y todo el último térmi 
no tiénde a 0. Luégo» 

lim S = a 
n 1-r 

n—> co 

la serie es convergente y su suma es 

Si jr| > 1» r n — ^ oo o y la serie geométrica (V-3) es diver-
gente. . .... ... ..¿.... .. .i;:,. 
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Finalmente si r=l„ la relación (V-6) no es aplicable, pero 
reemplazando directamente en la serie (V~3) se tiene 

a + a + - a + . . . 
es decir, la serie diverge. 

En resumen la serie geométrica sólo es convergente si 
'i r | <_ 1, en cuyo caso su suma es j-r" * 

CRITERIOS DE CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE TERMINOS POSITIVOS 

En la mayoría de los casos resulta difícil determinar si una 
serie es convergente aplicando su definición,, porque rio es posible 
hallar una expresión sencilla, en función de n, de la suma de los 
n primeros términos de la serie» Existen sin embargo varios crite 
rios para determinar si una serie es convergente o divergente, ta-
les como el criterio del cociente, por.comparación, de la integral^ 
de la raíz n-ésima, etc. De entre ellos se considerarán brevemen-
te los dos primeros. 

Criterios de convergencia y divergencia por comparación 

1. Una serie de términos positivos 

Z > n = a l + a2.+ a3 + 

es convergente, si a partir de un n en adelante cada término es 
ñor.o.igual que el correspondiente de una serie m 

\ 
V = C1 + C2 + C3 + • © 

convergente, de términos positivos. 

2, Una serie de términos positivos . a^ es divergente, si a 
partir de un n en adelante cada término es mayor o igual que el 
correspondiente de una serie /.,c divergente de términos positivos. 

Ejemplo: Probar que la serie llamada armónica 

(V-7) 1 + J - + Í + - Í + . . . 

es divergente. 
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-ì. + i 
T + T + 4 

X .+ X +. 1 
2 + 2 + 2 

Comparándola con la serie 

(V-8) 3 + + + 

+ :. . . 

que es divergente» se tiene que cada término de la serie (V-7)es 
mayor o igual que su correspondiente de la serie,(V-8). Por lo tan 
to la serie armònica (V-7) es divergente. 

Critèrio de cónverqehcia del cociente 

r.'o Dada la sèrie de términos positivos - • 

(V-9) , a, + a_ + ... + a + a , + ... ; f 1 2 n n+1 

si se calcula el límite del cociente 

lim . r 

n — > oo 

entonces s 

a) si r < 1» la serie (V-9) es convergente 
b) si r > " lo la serie es divergentè, 
c) si r = 1 » la serie puede ser convergente o divergente. 

Ejemplog Determinar el carácter de la siguiente serie 

(V-10) + + . . . 

_ JL_ _ 1 . a
n+l _ 1 . : 

an nj ? an+l ~ (n+1)! ? a ~ n+T n . • :• 
LUegO» , , :;v 

lim % + 1 a lim . = 0 a n+1 n 
n—> co n—^po - • • 

y la serie (V-10) es convergente. 
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CONVERGENCIA DE SERIES DE TERMINOS NEGATIVOS 

Si una serie tiene todos sus términos negativos, para estu-
diar su convergencia basta con sacar factor -1 aplicándosele en-
tonces los criterios para series de términos positivos. 

Un caso importante de serie con términos negativos es la de-
nominada serie alternada. Tiene la forma 

(V-ll) ax - a 2
 + a

3 ~ a 4 . + • + M ) " " 1 an + ... 

en la cual cada valor a es positivo. La condición necesaria y 
suficiente para que una serie alternada sea convergente es que 
su término general tienda a cero, es decir 

lim a = 0 n ...... 
n—> oo 

Por ejemplo la.serie' 

(V-12) 1 - A + j- - j- + ... 

es convergente. 

Si una serie tiene sus términos arbitrariamente positivos y 
negativos, para analizarla hace falta introducir el concepto de 
convergencia absoluta. La serie 

(V-13) . a = ax + a 2 + a + r.. 

es absolutamente convergente, si la serie de valores absolutos 

" . . ^ K l = ' l a i í + ' |a2Í + la 3Í + ^ ' ' 

es convergente. 
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La importancia de la convergencia absoluta la da el teorema 
gue dices ¡ ••.•;••;. 

"Toda serie absólutamente convergente es convergente"« 

De este modo», la convergencia de las series de signos arbi-
trariamente positivos y negativos puede estudiarse por medio de 
la convergencia absoluta» es decir» aplicando a sus valores abso 
lutos los criterios de. convergencia de las series de términos po 
sitivos. Pero si la serie de valores absolutos es divergente»la 
serie original puede ser convergente o no. 

Por ejemplo la serie (V-12) vista más arriba» es convergen-
te? pero la serie formada con sus valores absolutos 

1 + 4 - + + 4 - + . . . 2 3 • 4' • •": • • - i; •/; 

es divergente. Si una serie converge» pero no absolutamente» se 
dice gue es condicionalmente convergente. 

El criterio del cociente para series de térniinds positivos 
se aplica» eri -el caso de series de términos arbitrariamente posi-
tivos y negativos» en la siguiente forma; 

(V-14) lim 
an+l 
a n 

= r 

.. , - n —> co 

a) Si r < 1» la serie es convergente 
b) Si r > 1» la serie es divergente 
c) Si r = 1» la serie puede ser convergente o divergente. 

El único caso que exige discusión es el b) r > 1» ya que la 
serie de valores absolutos puede ser divergente y la. original con 
vergente. Sin embargo si r > 1» eso implica que cada término en 
valor absoluto va creciendo? por lo tanto el término n-ésinio no tien 
de a cero y la serie es divergente. 
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SERIE DE POTENCIAS 

Una serie de la. forma 

(V-15) 3l x n = ar + a x -!- a, x 2 + a, x3 + .. „ q TI O J- 4¿ «5 

en la cual los coeficientes c , cn, c_, son constantes,se de o J- ¿ 

nomina serie de potencias de x» 

Del mismo modo la serie 
DO n 

(V-16) Y" a (x-a) = a + a, (x-a) + a. (x-a) + ... -L—' n o 1 ¿ t\-=o 

es una serie de potencias de x-a. 

El campo de convergencia de una serie de potencias está 
constituido por todos los valores de x para los cuales la serie 
es convergente. Algunas funciones son convergentes para cual -
quier valor de x, mientras que otras sólo lo son para determina-
dos valores de x dentro de un intervalo. El campo de convergen-
cia se determina corrientemente mediante el criterio del cocien-
te visto en el punto anterior-. 

"• Ejemplo 

Determinar el campo de convergencia de la serie de poten -
cias 

(V-17 ) 1 + x + x 2 + x 3 + 

Aplicando el criterio del cociente (V-14) para series de tér 
minos arbitrariamente positivos y negativos, se tiene 

lim 

n oo 

n+1 j ¡ x 1 ! 
n x. I x i 
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La serie de potencias es convergente para ¡xj <. 1 y diver-
gente para |x| > 1. En los extremos x = l y x = -l la serie pue-
de ser convergente o divergente. Reemplazando estos valores di-
rectamente en (V-17) tenemos 

i 

Para x = 1» la serie es 
1 + 1 + 1 + ¿ - q u e es divergente 

Para x = -1» la serie es 
1 - 1 + 1 - 1 + ... que es también divergente. 

Por lo tanto la serie de potencias (V-17) es convergente en 
—V 

el intervalo -1 < x +1 v 
t 

DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS 

En este punto ¡ée analiza la forma de representar una función 
mediante un desarrolló en serie. Este tema eS de-gran utilidad 
dentro de lá Matemática. De esta manera se calculan por ejemplo 
las tablas de funciones talés como e ln x, sen x; asimismo to-
mando algunos términos de la serie se pueden obtener aproximacio 
nes a funciones más complejas; etc. 

Para obtener el desarrollo de una función en serié de poten 
cias de x y de. x-a, la condición necesaria es que tanto la .fun -
ción como todas sus derivadas estén definidas para x=0 o x=a. La 
condición necesaria y suficiente se verá más adelante. 

Si se desea representar una función f(x) mediante un desarro 
lio en serie de potencias de x-a„.puede escribirse? 

(V-18) f(x) = c + c.(x-a) + c0(x-a)2 + c,(x-a)3 + ... O I ¿ 3 

Las incógnitas son los valores de los coeficientes c » c1 „ c t c 0. •• 



Derivando sucesivamente» se tiene 

(V--19) f ' (x) = c, + 2 c~ (x-a) + 3 c„ (x-a) + . . . X -Í „I 

1 4 3 

(V-20) f" (x) = 2 c 2 + 6 c^ (x-a) + 12 c 4 (x-a) ¿ + 

(V-21) f *" (x) = 6 c3 + 24 c^ (x-a) + 

Haciendo x=a en (V-19)„ (V-20), (V-21) 
queda 

f (a) = c • o 
: f ( a ) = ci . 

f " (a) — 2 e, 

f ( a ) = 6 c, 

De donde los coeficientes c^ resultan 

co = f { a ) C1 = f ' <a> c2 = ^ ^ f 1 ? C3 " 3 ! 
f'"(a) 

Reemplazando en (V-18) se obtiene 

(V-22) 

la cual se"denomina SERIE DE TAYLOR 

Otra expresión muy empleada de la serie de Taylor es 

2 3 
f(a+h) = f (a) + h f ' (a) + iì- f "(a) + f "'(a) + 

'21 31 

que se obtiene haciendo x == a+h i 
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Si en (V-22) se hace a = 00 entonces resulta 

(V-23) 

que es la SERIE DE MACLAURIN. 

A continuación se desarrollan algunas funciones utilizando 
esta última serie. 

a) f(x) = ex 

Para desarrollar una función en serie de Maclaurin» es ne 
cesario calcular el valor de la función y sus derivadas sucesi -
vas en x = 0 

f (x) = ex
 ; f (o) = e° = 1 

f (x) = eX ? f' (o) = e° = 1 

f "(x) = ex
 ; f (o) = e° = 1 

f(n)(x)= e x
 ; f< n ,(o)=e° = 1 

Reemplazando estos valores en (V-23)„ se tiene 

(V-24) f(x) = e X = l + x + 2¿- + JíL + ... + J¿L + ... 
2} 31 ni 

que es el desarrollo en serie de eX. 

Campo de convergencia 

Cuando se desarrolla una función en serie de potencias es ne 
cesario determinar su campo de convergencia» porque los desarro -
líos son válidos dentro de esos intervalos. Por ejemplo la fun -
ción f(x) = 1 / (1-x) se puede desarrollar en serie cori solo pro -



1 4 5 

longar indefinidamente su división 

(V-25) 1-x l-t-x + x + X + . 

Según se ha visto más arriba {ver pág.142) esta serie es con 
vergente en el intervalo j x ¡ < 1 . Por lo tanto la igualdad (V-25) 
sólo es válida para valores de x dentro de ese intervalo. Si se 
da a x otro valor, por ejemplo x = 4 se obtiene 

1 
T=2T 

2 3 1 + 4 + 4 + 4 + 

lo cual, evidentemente, es incorrecto. 

Volviendo al campo de convergencia de la serie (V-24), apli-
cando el criterio del cociente se tiene 

lim-
n+1 
(n+l)l 

n x 
n! 

lim 

n—> ex? 

= 0 

n*—> oO 

En consecuencia la serie (V-24) es convergente para todo 
valor de x, 

Si en (V-24) se hace x= 10 se llega al desarrollo en serie 
del número e, ya visto en el capitulo I: 

(V-25) e = 1 + 1 + -i. + -i? + ••• + -h + ••• 
a • <j • n • 

b) f(x) « ln(1+x) 

o 
La función In x no se puede desarrollar en serie de po-

tencias de x, porque.,1a función y sus derivadas no están defini-
das en x = 0 # Debido a esto se ha considerado la función ln (1+x) » 
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Calculando las derivadas sucesivas 

f(x) = ln(1+x) f(o) = 0 

f ' (x) , = - i - ( 1+x) " 1 ?; f 1 (o) = 1 
• • 1+x • • 

f" (x) = -(1+x)"2 f" (o) - -1 

f,n(x) = 2(1+x) -3 f ( o ) = 2 

f'v(x) = -6(1+x) -4 f'V(o) = -6 = -(3!) 

f v (x) = 24(1+x)"5 fv (o) = 24 = 4 • 

Reemplazando en (V-23)„ se tiene 

2 3 4 -
f(x) = ln (1+x) = x - ^r- +-•-• 2 _x - 3 . * + 

(V-26) = x 

2! 

2¿ + -X 

3! 4 J 

' 5 3 4 _ + 
4 5 

Campo de convergencia 

Aplicando el criterio del cociente» ... 

lim 

n+1 
n+1 
x n 
n 

n —> oo 

lim 

n —^ »o 

x (1- -i) n x 

La serle es convergente para ' x < 1 . En los extremos x = l 
y x =-1 la serie puede ser convergente o divergente. Reemplazan 
<So estos valores directamente en la serie» tenemos * 
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Para x = 1„ la serie es' 

i , „ que es convergente 

-rara x 

1_ 1 1_ 
"2 " ~3 '4 

o bien 
i i -{1 + -"j + -y + ~jr + co« ) que es divergente. 

. Por lo tanto el campo de convergencia de la serie logaritmi 
ca (V-26)0 está constituido por los valores de x del intervalo 

— 1 < X -r 1 

c) f(x) ~ sen x 

Calculamos primero el valor de la función y sus deriva-
das sucesivas c.n x = 0 

£{x) — sen 

f5 (x) eos ^ 

i. íSv-X:. ¿i 

f "'Í:Í) = -coa x 

f!v(x) - .'sen x 

? f(oí = 0 

f • (o) = 1 

f " (o) = 0 

? f"!(o) =-1 

f lv(o) = 0 

El vaio;: de las derivadas en x = 0 forma ciclos 1, 0, -1 ; 
reemplazando en la formula de Maclaurin, se obtiene el desarrollo 
en soric do la función sen x s ' 
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f(x) = sen x = x - x + _x 
3! 

5 
5~ 7! + . . . + (-1)1 ,n-l x 2n-l 

(2n-l)> 

Campo de convergencia 

Aplicando el criterio del cociente 

lim 
x 2n+l 
(2n + 1) ! 
x 2n-l 
(2n - 1) ! 

= lim x 
2n (2n+ 1) 

= 0 

n — p ó 
n — > oo 

La serie resulta convergente para todos los Valores de x. 

A continuación se resume el desarrollo en serie de algunas 
funciones principales 

a) e" = 1 + x + -4— + + x 
2 ! 3 ! 

válido para todo x. 

2 3 4 
b) ln(l+x) = x - -—- + ~ ~ - + ... » válido para -1 < x < 1 <6 J 4 

3 5 7 
c) senx= x - + - + ... „ válido para todo x. 

d) eos x = 1- + 2£_ - 2L_ + . . . 0 válido para todo x. 

e) ln 
3 5 

= 2 (x + + + ...)» válido para -1 < x < 1 1-x 3 5 

f) 

h) 

ln (z+1) = ln z + 2 ( ., + ~ r + — - — - i -
2z+l 3(2z+l) 5(2z+l) ) 

válido para z > 0 
je 2 . 2 
a = l + x l n a + - x 3 n a + ... 0 válido para todo x. 2 ! 

arc tg x = x v3 5 —— + -2— válido para - l < x < 1 
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FORMULAS DE TAYLOR Y MACLAURJN CON EL TERMINO COMPLEMENTARIO 
DE LAGRANGE 

Los desarrollos en serie de Taylor y Maclaurin 

(V-22) f ;x) - f(a) + {x--a) f'(a\+ f (a) ..+ f(n)(a) + . . 2 i n í 

2 n , . 
(V-23) f (x) = £ (o)+ x f '(o) + ~~~ f "(o) v... + — fln;(o) + ... 2, í n! 

también pueden escribirse 

f(x) = £ (a) + (x-a) f1 (a) + f ( a ) +... + ig-Ç---fín 1 ) (a)+Rn(x) 

n / i (x-a) 4n), \ _ ^ aonae R (x) - ~ — x * (x_/ ; a ^ ¿ x n •••.•.' n ! • o o • 

i J^-l. , f (x) - £{o} + x f'(o) + f "(o) + ..„+ -r—ttt f (o) + R„ (x) ¿l . (n-rl)l. . n 

x n c (n). donde Rjx) « f x"'(x J ? 0 <x Q<;x ¿í • i*» * Cj 

los cuales se denominan¡, respectivamente,, fórmulas de Taylor y 
Maclaurin con restos o términos, complementarios. Existen varias 
formas de R^íx) de last cuales sólo se incluye aguí el denominado 
Resto de Laqranqe, 

Si se denomina con S^íx) la suma de los n primeros términos 
de (V-22) o (V-23) 0 se tiene 

O' bien 

f - S <x) 4- R (x) n n 

Rn(x) - Sn(x) 

o sea que el término complementario representa la diferencia en-
tre el valor de la función y la suma de los primerosn términos del 
desarrollo en serie» 
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Si para un valor dado de x» el resto R n( x) tiende a cero 
cuando n tiende a infinito»- entonces Sn(x) tendrá f(x) por lími-
te. En este caso las series (V-22) y (V-23) convergen hacia f (x). 

Por lo tanto la condición necesaria y suficiente para que 
las series de Taylor y Maclaurin sean convergentes y representen 
a la función f(x)» es que el término complementario tienda a ce-
ro» es decir 

lim R (x) = 0 n 
n —> co 

Los desarrollos en serie de funciones son de gran utilidad» 
porque permiten expresar una función generalmente difícil de cal. 
cular por medio de un polinomio ordinario» con coeficientes cons. 
tantes. Este polinomio da sólo una aproximación de la función 
del primer miembro. El error de esta aproximación viene dado por 
el término complementario R R ( X ) . 

De aquí que el término complementario permite medir el error 
que se comete al tomar los n primeros términos de un desarrollo 
en serie. En la práctica más bien se fija el error o el grado de 
exactitud con el cual se desea trabajar y entonces la incógnita 
es el número de términos que deben tomarse. 

Si la serie es de signos alternados» el error que se comete 
al tomar la suma de los n primeros términos de la serie» es me -
ñor que el valor numérico del primer término no considerado. 

Ejercicio s 

Calcular el número e con un error menor a 0.00001. 
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El desarrollo en serie de e con el Resto de Lagrange es 

V 2 3 n-1 • n x 
e = 1 + x + 4- — + „.. + + x . e o „ 0 < x 2! 3 i (n-1)!. ni ' o 

Haciendo x = 1; 

1 1 1 1 ^n e = 1 + 1 + + + ... + —? TV- + —r e " . o --r-C x 1 2í ¿1 (n-1); ni ' - o 

Para que el error' sea menor a 0.00001 deberá verificarse que 
x 

R (x) = ~fi— < 0.00001 n ni • 

Antes de encontrar el valor de n que satisfaga esta desigual, 
dad es necesario obtener una-aproximación (por .exceso) del nume-

ro rador e . 

Para ello comparemos las dos series; 

(V-27) e = l + l + 4 " + — + ™ + ... 21 3! 4! 
Y ; ' ' 

•'l + 1 + JL. + + :..0 = 1 + i-y- = 3 . 

Aplicando el criterio de convergencia por comparación la se-
rie (V-27) resulta convergente* con suma menor que 3y luego 
1 -< e C 3. 

x 
Como e ° e 3 

se puede escribir 
x o e _3_ 
n! n i n i 
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Para que el error sea menor que 0.00001 es suficiente que se 
verifique 

< 0.00001 n! 

Tomando recíprocas 

> 100 000 3 

o sea n! > 300 000 7! = 5 040 
8! = 40 320 
9 1 = 362 880 

En consecuencia el término complementario resulta 

x 
R (x) = e ° < 0.00001 n 91 

Para obtener e con un error menor a 0.00001 deberá tomarse 

e = 1 + 1 + + . + ... + ~ 

En el cuadro siguiente se indica el valor de cada término de 
la serie y su suma acumulada. Se ve que ai sumar 1/8! recién en 
tonces se obtiene un resultado que difiere del valor de e en me-
nos de 0.00001. 
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Términos de la Valor de Suma 
série (V-27) o/término acumulada 

1 1.000000 1.000000 

1 1.000000 2,000000 
1 / 21 0.500000 2.500000 
I / 3 i 0.166667 2,666667 
J. / 4! 0.041667 2c708334 
1 / 51 0.003333 2.716667 
J_ / 6 ! 0.001389 2.718056 

1 / 7.1. 0.000198 2.718254 
1 / 8 2 0.000025 2.718279 

Valor correcto d> 6 s ««•«•»»»«••OOA 2 • 7XB2B1«O O 

APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA 

El concepto de serie se utiliza con frecuencia en análisis de 
mográficos teóricos. Para comprobarlo basta con h o j e a r rápida -
mente libros clásicos de demografía matemática, tales como "Teo -

i / 
ría analítica de las asociaciones biológicas"-^ de Lotka, -'El con 

2/ cepto de poblaciones estables"-^ de Bourgeois-Pichat, "Introduc-
3 / tion to the mathematics of populatioh"—7 de Keyfitz, etc. 

Alfred J. J<otka: Teoría .analítica de las asociaciones biológicas, CELADE, Serie E, N25» Santiago,Chile,1969« 

2/ Naciones Unidas: El concepto de población estable: Aplicación al estudio de la población de paisas que no t i e -
nen buenas estadísticas demográficas. Sl/SOA/ Serie A/39. 

3/ Nathan Keyfitz: Introduation to tho na^.hematics of population, Addison-Yíesley, USA» 196a» 
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A modo de ejemplo del uso de las series en población» se de -
sarrolla a continuación el siguiente tema que forma parte de uno 
de los modelos más empleados en demografía matemática¿ 
Determinación de la tasa intrínseca .decrecimiento ( P ) en el mo-

4 / délo de población estable. 

Simbolizando con B(t) los nacimientos de niñas en la época t» 
con p(a) la probabilidad al momento del nacimiento de llegar con 
vida a la edad exacta a» y con m(a) el número de hijas nacidas vi 
vas por año» por mujer de edad a» entonces los nacimientos tota-
les B(t) serán 

(V-28) B (t) = B(t-a) p(a) m(a) da 
'o 

Es decir» de las B(t-a) mujeres nacidas en t-a» B(t-a) p(a) 
sobreviven a la edad a en la época las cuales tendrán ese año 
B(t-a) p(a) m(a) hijas? integrando con respecto a la edad a se 
tiene la suma del total de hijas nacidas en el año t provenien-
tes de mujeres de todas las edades. 

La (V-28) es una ecuación fundamental que vincula los nacimien 
tos anuales de las niñas en la época t con los nacimientos anua-
les de las madres en el tiempo que precede. 

Una solución general de la (V-28) es de la forma 

(V-29) B(t) = Q x erlfc + Q 2 er2t + Qg er3t + .... 

Reemplazando en (V-28) se tiene 

(V-30) B(t) = j (Q i e
rl ( t" a ) + Q 2e r2 ( t" a ) + ...) p(a)m(a) da 

bj Alfred J . Lotkas 0£. Cit . Págs. 123 y siguientes 
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(V-31) = Q 1e rl t í e rl a p(a)m(a) da+Q 0e r2 t f e~r2ap(a) m(a)da+. 

Identificando término a término loa segundos miembros de (V-29) 
y (V-31) se tiene 

rio 
e n p(a) m(a) da = 1 , para n = 1, 20 3C 

0 

De este modo los coeficientes r de (V-29) quedan determinados n 

como las raíces de la ecuación 

(V-32) I e r a p{a) m(a) da = 1 
—' U Por el contrario los coeficientes Q dependen de las condiciones n 

iniciales. 

La relación (V-32) admite sólo una raíz real p positiva para 
/ta 

o , j D 

y negativa para Rq < 1. 

R = i p(a) m(a) da > 1 

Para demostrarlo puede considerarse la función de r 

( u) 
V =r ! /=!-r Jq v~ \"/ "»v«/ 

Derivando con respecto a r¡ 
rU) 

Y' = - J a e~ r a p(a) m(a) da < 0 
r 0 

Todos los términos dentro de la integral son positivos por lo 
cual la derivada es menor que cero. Eso significa que la función 
Y o sea la integral (V-32) es decreciente con respecto a r5 va-
riando en teoría desde más infinito a cero cuando r crece desde 
menos infinito a más infinitoo Tiene la forma 
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Gráfico V-2 

R q es lo que se denomina la tasa neta de reproducción o sea 
la relación entre los nacimientos femeninos de dos generaciones 
sucesivas. Se pueden distinguir 3 situaciones según que 1» 
graficadas a continuación 

Gráfico V-3 

Si R q > 1 el valor real de r = p que hace a la integral 
(V-32) igual a JL deberá ser mayor que 0„ por ser la función de -
creciente. Si R q < .!„ deberá ser p . < 0 y finalmente si RQ = 1» 
entonces r = p será igual a 0 . , 

En resumen la ecuación (V-32) puede tener sólo una raíz real 
oe siendo 

P según que R
0 
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Además de.esta raíz real, la ecuación (V-3 2) tiene raíces com 
piejas. Simbolizando por 

" r = u + iv -on i = \/-l 

una cualquiera de las raíces complejas, entonces 

rt (u+iv)t ut/ . , x e = e ' - e (ees v t + x sen vt) 

Se llega a asta última expresión escribiendo 

rt ut xvt e " e e 

ívc Desarrollando e sn serie 

eX ~ 1 + x + -2L- + + 2!.! 3! 

, i v t = i . + i'vt + + 
2 ! - 3 ! 

Si se tiene en- cuenta que 

• 2 i - 3 . . 4 ' , ¿ 5 . ' 1 = -1 ; x - - 1 ; 1 ~ 1 f 1 « x ? etc. 

e i v t = fl - + J¿J¿ „ + i fvt - - ¿ t ? • - i — 0 » n i r jl. \ v u — — r . 

21 4 í y V 31 5! 

= eos v t + i sen v t 

Reemplazando la raíz real y las complejas en 

(V-29) B (t) = Q 1 err- + Q 2 e r2 t + Q^ eX3t + ... 
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Se tiene 

^ u -1 B(t) = Q^e + Q 2 e 2 (eos v2t + i sen v2t) + ... 

pt u t 
= Q e + Q e n (eos v t + i sen v t) + ... p n n n 

^ u t = Q e + ) Q e n eos v t . . . u t p wn n + x [_, Q e n sen v t 

Como B(t) es necesariamente real» deberá verificarse que 
oO . 
V a _ u t . > Q„ e n sen v t =¡ o 1—' n n n-z 

por lo cual 

pt . 
B (t) = Q^e + Q n

e U n c o s v
n
t 

En la práctica es común que u^ <1. 0 con lo cual las oscila-
ciones del último término irán en disminución a medida que aumen 
ta t. En todos los casos u< p de modo que la amplitud relativa 
de las oscilaciones va en disminución con respecto al primer tér-
mino aperiódico en relación al cual los demás términos pierdén im 
portancia» y en el límite para t que tiende a infinito 

pt 
(V-33) B(t) = Q e 

P 

Finalmente reemplazando (V-33) en la relación ya vista» 

(V-34) N(t) = B(t-a) p(a) da 

se tiene 
p(t-a) , 

N(t) = Q e p(a) da 
o r 

, ̂  -pa 
- Q / ¡ * P 0 
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(V-35) N(t) = K e Pt (siendo K = constante) 

Se tiene entonces que, si la mortalidad por edad p(a) y la 
fecundidad por edad m(a) de una población se mantienen constan-
tes a través del tiempo, cualquiera que sea la distribución por 
edad inicial las tasas de natalidad y mortalidad, la población 
tenderá a crecer a la tasa p denominada tasa intrínseca de cre-
cimiento. Esta tasa representa la capacidad fundamental de ere 
cimiento de una población. En cambio la tasa bruta de creci -
miento r no da una medida verdadera de esta capacidad porque es. 
tá influida por factores adventicios, como por ejemplo una dis-
tribución por edad con una proporción particularmente alta o ba 
ja de mujeres en edad reproductiva. 

1. Aplicando el criterio de convergencia y divergencia por 
comparación, determinar si la serie 

es convergente. 

Solución 

Resulta conveniente compararla con la serie geométrica de 
razón 1/2: • 

EJERCICIOS DEL CAPITULO V 

(V-36) 1 + + -4r- + • » 0 « • 

( V r 3 7 ) 1 + - Ì - + - 4 - + -

•2 
la cual es convergente, con suma igual a 2 
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Comparando las series (V-36) y (V-37), los términos de la 
primera son menores o iguales que los correspondientes de la se 
gunda. Por lo tanto la serie (V-36) es también convergente, con 
suma menor que 2. 

2. Demostrar que la siguiente serie de signos alternados, es 
convergente 

(V-37) 1 - + " - 4 = - + ••• 
v 2 v/3 v4 

Solución 

La condición necesaria y suficiente para que una serie de 
signos alternados sea convergente es que su término general tien 
da a cero. 

a_ = - L -n 1/2 n 

lim a n = lim — ^ = o 
n 

n-̂ > <*» n—> <x> 

En consecuencia la serie (V-37) es convergente. 

3. Determinar el campo de convergencia del desarrollo en serie 

x 3 x 5 

(V-38) are tgx = x - - + ~ ~ - ... 

Solución 

Aplicando el criterio del cociente (V-14) resulta 

2n+l lim 
x 
2n+l 
2n-l _x 

2n-l 

2 2n-l 2 lim x , = x 2n+l 

n —^ "=o n — ^ 
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la serie (V-38) es convergente para |x ! 1 y divergente para 
ix i > 1. S.' |xj = 1 se tiene - • 

Cuancio x = 1, 

+ + ..." que es convergente 

Cuando x = -1 

1 1 1 -1. + -y - + -y -- ... que es convergente 

En consecuencia el desarrollo en serie de are tg x es con-
vergente en el intervalo jx j 1. 

4« Calcular el valor de sen 30° con un error menor a 0.0001 

Solución 

El desarrollo en serie de sen x es 

3 5 7 
sen x = x - -2-r- + - + ... 3Í 5! 7! 

sen 30° = sen — sen 0.52360 

sen 0.52360 = 0.52360 - (0-52360)3 + (0.5236Q)5 _ _ 
•j • O • 

En este caso» por tratarse de una serie alternada» el error 
que se comete al considerar n términos» es menor que el valor nu 
mérico del primer término no considerado. Se puede obtener por 
tanteos 

5 
(0.52360) _ 0.000328 

5 J 
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< ° - 5 2 3 f ° > 7 = 0.000002 

Por lo tanto» habrá que tomar 3 términos para calcular el 
sen 30° con un error menor a 0.0001. 

sen 0.52360 ^ 0.52360 - (Q.52360)3 + (0.5236O)5 
3! 5! 

= 0.52360 - 0.02393 + 0.00033 

= 0.50000 
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