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ROTA PRELIMINAR

Los presentes apuntes han side preparados para facilitar el
desarrollo d= las clases de "Caiculo’, correspondientes al Curso
Bisico de Demografia Ge CELADE, El objetivo de esta asigﬁatura
es repasar los conceplos de funclones, derivadas, intégrales, h'4
temas relacionados, los cuales constituyen herramientas bésicas

en demografia.

En el andlisis demogrifico se recurre con frecuencia a for-
mulas mateméticasoparaéstablecerxélacionessimplificadas entre
variables demogréificasp y hacer estimaciones. Asi por ejemplo,a
veces se utilizan férmulas exponenciales o parabdlicas para es-
timar el tamafic de la poblacidén total deun pais o regidn, en fe-
chag vecinas a la de un censo, en cuyo momento el nimero de ha-
bitantes es conocido. Del mismo modo se emplean férmulas_ para
pasar de las tasas centrales de mortalidad a las.probabilidades
de morir de una tabla de vida, para proyectar tasas de'mortaii—
dad por edades, etc. Trente aeste tipo de fé:mulas, el "Célcu-
lo" permite conocer la forma cxacta de estas relaciones e inter-

pretar mejor los resultados demagrificos que se derivan.

;Por otra parte, se hadesarrollado como una rama de la demo-
grafia, la denominada demografia mateméticai}poblaciones tebri-
cas, la cual, partiendo de ciertas hipdtesis precisas, permite
‘obtener las relaciones necesarias que vinculan las diversas va
riables demogridficas. Los modelos pueden noser realistas enal-
gunos:casoso'pero permiten obtensr respuestas a'preguntas tales
como: cudl es larelacidn existenteientre la tasa de crecimiento
v la distribucién por edad de la poblacidn; ¢ entre la tasa de
crecimiento v la tasa neta de reproduccidn; o cull es el efecto
de una disminucidn de lz fecundicdad de determinados grupos de eda-
des. En estecanmpo de lademografia se utilizan extensamente las

nociones matematicas de derivadas, integrales y otras.



L Esta ablgnatura,' ubicada’ al pr1nc1p10 del Curso, resulta in-
troductohla al studlo de egtog tewaz. ~Se incluyen cintco capi-
_tulos. l) Fun01onesirllmltcsg 2y La der1Vada3zsu interpretacidn
_3) Max1m03\rm1n1mou,‘4)Integra;es def’ﬂldab e indefinidas; 'y 5)
:El concepto de’ serle, férmulag de ‘Taylor 'y désarrollo :én serie
de funcicnes. =n cada capitulo se incluyen algunas relaciones
entre variables dnmoqraf1c sn‘ ﬁaqﬁquedwdo fublacnaeSLe progra~
ma algunos temas de 1ntereo domogralla, como por ejemnlo el
estudio de funciones de dos o nas var;ablesq‘ ’

Finélﬁenté; algunas ‘oalabras sobrc Ya evélucién histdrica
del calcu10 1nf1n1+eb1w41o Sefialan Courant y Robbins "que con
una 31mn1 f1ca01on chcesiva de los hechos se atribuye a veces a
 dos per_onas, ditOﬁ y Leibniz, ila invencidn azl cdlculo-infini-
teSLméi (a flbeu del alglo AVII): bnarcalidad es el producto de
una ;drga evoluc1oncpr=n1 iniciaron ni dieron fin (escs autores),
pero en 1a cual de semoenarontnipapgl docisivo” (Qué és la ‘mate-
matlca, Ed, agullaro pagsA408 =4310). “Tag prlmeraé'iﬁvéStigaéioﬂ
nes sobre esta materia se rémontan a‘épocas tan lejanas como” el
siglo III A.C., cuandg Az quMtde% trato de resolver el problema
-de encontrax 1la superficie de &reas ence rradaﬂ por curvas._ Du-
rante el siglo LVIIY, o sea'm1und eo:ca re1dt1vamentc rec1ente,
-todav1a el aﬂall:ls matemdtico ge hacio en; forma ccmpletamente
intuitivay sin mayor rigor. Pero de“nuos<iﬂla.revolu01on fran-
cesa, cuando aumanuo nouablemengc-elnumﬂro de personas que par—
(ticipaban en la actividad Llcntlflung se h‘zotnuacomnleta rev;-
. 816n critica que permitid ia formulcCLQn: mac@matlc prec1sa de

estos concepcs. .



Capitulo I

FURCIONES ¥ LIMITES

CONSTANTES, VARIABLES Y PARAMETROS

Es conveniente aclaorur cui primer lugar las diferencias gue
existen entre estos tres conceptos que aparecen en casi todos los
prcblemas.

Se denomina constante a toda magnitud que mantiene siempre el
riismé valor. ‘Son constantes por ejemplo, los némeros 2,7, 1T,
e.t-CQ— R . N G . \ N . - . . . . . -
Por el contrario se denomina variable a una magnitud suscep-
tible de asumir distintos valores dentro de un intervalo o = campo

de variacidn.

Por ejemplo la edad x de 'una persona es una variable que pue-~
de tomar cualcuier valor desde 0 hasta o {omega), que es la méixi

mz edad que en teoria la persona puede alcanzar.

"Andlogamente el mes m de un afioc es una variable. En este caso
el campe ‘de variacidn - ectaria constituido por los meses ehero, fe-
brero, etc., due pueden representarse numéricamente”por 1, 2, 3,
ceeme 124 ‘ ' T

En general las variables suelen indicarse con las dltimas le
tras del alfabeto: %, ¥, 2, t, ¥, ... .~ Cuando a una wvariable se
le coloca un subindice, por ejemplo X0 s€ est& individualizando

un valor particular de la misma.



Parmetros, son magnitudes cuyo valor permanece constante en

el curso de un proceso de andlisis, pero que en otro problema pue
de cambiar de valor. Un ejemplo ¢lidsico es la ecuacidn de la recta

Gréfico I-1

y =a+ bx

X

donde la ordenada .en. el origen a y la pendiente b son parimetros.

Mis adelante se verdn varios ejemplds de parametros demogrificos.
VARIABLES DISCRETASTY CON@IHURS
Una variable se denomina continua cuando puede tomar cual -

quier valor entre dos valores dados. Si no es asi, se llama va -

‘riable discreta.(quiscontinua).

Ejemplos:

1.'" La variable tiempo t°, puede tomar el valor 3,.obien3.2,
" o también 3.114; es. por lo tanto una -variable continua.

2. EL néméro de hijos'n de una familia‘puede ser 0, 1, 2y«
pero no puede ser 2.3 o 3.84; esta es una variable discre
. B
_INTERVALOS
“:Dados‘dos nimeros a y b, tales que argibq se dehominé igggg—
valo al conjunto de todos los niimeros x compfendidos entre'g_y'g.

Los valores a v b se denominan extremos del intervalo y pueden es-~
tar incluidos o no en él.



Intervaleo abierto es aguel gque no contiene a sus valores ex-

tremos. Corrientemente se lo representa

S ¥
b

a<x<bkb ; o también (a, b)

Mo

Al hacer la representacidn grafica resulta cdmodo en algunos
casos, hacer un circulo peguefio sin rellenar pars indicar que los
extremos no estan incluidos, ¢ lleno si el punto extremo se inclu
ye en el intervalo.

BEl intervalo abierto junto con sus extremos a y b, recibe el
nombre de intervalo cerrado, que se simboliza

b

U

a<x<b : © bien [a,, b] o~

Intervalo infinito es agquel en qgue uno o sus dos valores ex-

tremos no estdn limitados. Por ejemplo el conjunto de todos 1los

valores de X mayores que 2a; se simboliza

X >a; o a <x<"+00 :: o f{a, +>C) D
a

La expresibén anterior + &< {mds infinito) no es un niimexro,
sino un simbolo gue representa un nimero tan grande como se desee.

Cuando se presenta informacidn demografica clasificada por
grupos de edad, por ejemplo la informacidén recogida en un censo,
los intervalos de edades suelen presentarse de dos formas distin~
tas. La mis generalizada es

Grupos de

edades P°b1aCi6n
O - 4 - -
5 - 9 L

10 -14 hew

Yo =ama N



En este caso los 1ntervalos se refieren a los afios de edad
cumpiidos por la persona. La varlable x (edad cumpllda) solx>pue
de tomar valores discretos: 0, 1, 2, 3a ... Los intervalos de e-
dad son cerrados: 0 <. x <. 4, 5 x%x <9 ..., donde x es la edad
cumplida.’ ' B

-Otra forma menos empleada es la siguiente

Grupos de 1".,

- edades Poblacion
0 -5 aen
5 _10 - e n

10 ‘15 . - 8

o a2 s b o 8n - .

Agui los intervalos se refieren a edades exactas, La varia-
ble x (edad exacta) es continua. Los intervalos de edades serian:
0<Lx< 5, 5Lx <10,..., los cuales se denominan semicerrados

por la izquierda (o semiabiertos por la derecha).

ENTORNO

Un 1ntervalo muy Util en teoria es aquel formado por todos
los valores de x cuya dlstanc1a a un valor arbitrario X, es menor
que un nimero p051t1voa que se acostumbra 31mbollzar por (5 s, ge-
neralmente pequeﬁo. Este 1ntervalo se denomlna entorno del punto
xéo el cual se escribe ' ' ‘ e

hﬂJ<5f; £>6}éio®e¥iwﬂﬁ&d}<g<%;£ﬂ

<8 x4

Algunas veces,_esbecialmenteAcuaﬁdo se trabaja con el concep-~

to de limite, conviene excluir del intervalo al punto X, en cuyo
caso se le denomina entorno reducido de X, 1 se escribe




O<‘x—xo|.<(f 0 5<0 3 O sea xo —5.<x~<xoyxo<x<xo+cg

i ot S ) O
x -5 u_ x +8
o o "o
La condicién_Ofiifx—x61 gue se agrega en este caso, implica

gue X no puede tomar el valox X .

EL CONCEPTO DE FUI'CION

En la mayoria de los casos los valores que puede tomarunava«
riable no son arbitrarios, sino que estdn asociados con los de otra.

. Asi por ejemplo en la férmula:

N{t) =100 (1 + 0.03)°
donde N(t) es la poblacidén total v L el tiempo en afios, a cadava-
lor de t le corresponde uno diferente de N. Del mismo modo, el nii-
mero de sobrevivientes 1{x), de una generacidn de 1{0)=100 000 per~
sénas, estid asociada con la edad x de las personas. Para expre -
"sar este tipo de agociacidn entre variables se usa- el nombre téc-
:nlco de funcidn.- o0 ' T

Definicidén. Una vaLlable x_es func1on dﬂ otravarlablex cuan

do a cada valordex pe rtnnem.ente a su campo de var1ac1on le corres
ponde un valor de ¥.

La variable % que puede tomar valores arbitrarios se denomi-

na variable independiente, mientres gue v cuyovalorqueda fljado

al asignarunvalor a ¥ se denomina variable dependﬂentecagunc1on.

La relacidn entre variazble independiente y funcidn se expresa
generalmente mediante 1z notacidn
y = £{x), donde

% = variable independiente

variable dependiente

e
i

f = garacteristica gue representa la ley de correspondencia.




El' simbolo f(x) se lee "f de x". Con el propbsito de distin-~
guir diferentes funciones se utilizan otras letras, tales como

g{x), h{x), etc., o también’subindices como fl(x)p fz(x),,fB(x),,..°

.. Se accstumbra de51gnar la varlable 1ndepend1ente entre parén-
tes1s cuando se esta operando en el campo contlnuo« por ejemplo:
N{t); v como subindice en el campo discreto: Nt.

Para tener una idea de la forma como varfa una funcién para
diferentes valoreﬂ de la variable 1ndepend1ente, es atil dlbujar

el comportamlento graflco de la mlsma.

La grafica de una func1on cual qulera y=f(x) se comnone de to—
dos los puntos del plano cuyas coordenadas X, Vv cumplen la condi -
cién y=f (x) ' C

"En algunos textos ze define y como funcidén de x, cuando aca-
da valor de x le corresponde uno ¢_més valores de y. Cuando -le
corresponde un valor de x la funcibén se denomina uniforme v si le

corresponde mas de uno la funcidén es multiforme. - Sin embargo  -en

la actualidad se preflere descomponer las funciones multlformesem
'dos o mas func1ones unlLormes. Por ejemplo en la ecuac1on ‘ )
yz-x-0 0 desppjando y resulta y = Vﬁx= a cada vaTor de x le corres
ponden dos de y. Aqui se pueden definir dos- “funciones: y=H/x% e

.yfg .-"\"/X .

Ejemplo de.fuﬁgibhqg o L e f“f‘"““'”“”'ti :

La funcidn

g
.

Grafico I-2

p(x) = 1-0.01 x




representa la probabilidad gque tiene una persona al momento de su
nacimiento de llegar con vida hasta la edad exacta X, en el caso
particular de gue la mortalidad varia en forma lineal con la edad.

El menor valor que puede tomar la edad x es cerc, en cuyoca

so la funcién vale
p(0) =1 - 0.01 (0) =

Busquemos el valor de x= o , en el cual la probabilidad de
sobrevivir es cero | '

"p(x) = 1 - 0.0 x =0
'bespejandd X resulta
= 100

Por lo tanto, el campo de variacidén de x estd constituido
por el intervalo 0 < x< o ; { o =100}, para cuyos valores la

funcién p(x) varia desde 1 hasta 0.
CLASIFICACION DE LAS FUNZTIONES

S Se a*rlbuye al matematlco alemdn G.W. Leibniz (1646-1716) el
' pr1mer uso de 1la palabra “func1on" para expresar la corresponden—
cia entre variables. Durante el siglo XVIIT el concepto de rela-
cién funcional estaba mds o menos identificado con la existencia
de una férmula matemética gue expresara la naturaleza exacta deesa
relacién. Posteriormente este concepto se ha venido generalizan~
do, y en la actualidad comprende tanto las funcicnes expresables

analiticamente, como las empiricas y las arbitrarias.

K



Expresables J, Algebraicas

analitica -

mente ] Trascendentes
Funciones ﬁ Empiricas

Arbitrarias

~

Las funciones exXpresables analiticamente son aguellas en gue

la variable independiente y la funcidén estin relacionadas median

te una ley matematica, como por ejemplo

y = 1n x . N(t) = 100 + 5t + 9t2

‘

Se clasifican en algebraicas y trascendentes.

Lias funciones algebraicas son las gue resultan de efectuar

sobre la variable independiente las operaciones de suma, resta,
multiplicacidn, divisién y radicacidn en un nimero finito de ve-

ces. Por ejemplo

y = 2x+3 7 v = 3/x x2~y2 = 2
1
y=x2—2x H y = —tex ; rx~2y = 0

x2 +x -7

Las funciones trascendentes son todas las funciones no alge-

braicas gue pueden expresarse por una relacidn analitica o matemd
tica. Entre las funciones trascendentes se encuentran las expo-
nenciales, logaritmicas, hiperbdlicas, etc. Ejemplos:

y = a¥ - . xy@;

y = 3X + sen X

-
-

In (x+1) t=e t cos vt

g
]

had ]

v = tgh %



Las funciones empiricas son aguellas en que se conoce el va-

lor de la funcidn solo para determinados valores de la variable in
dependiente. No existe una ley matemdtica que ligue las varia -
bles, sino que la correspondencia viene expresada en forma de una
tabla de valores} Por eijemplo la poblacidn estimada-para Bolivia
en los afios 1955, 50, 65 y 70 es la siguiente:

Afio Poblacién N(t) Grafico I~3
{en mileg) 5000! .
1998 3322 4000} .
1960 3 696 . .
1965 4 135 3000{ °*
1970 4 658 co <
0

1955 60 63 70

Las funciones arbitrarias no presentan tampoco una ley mate-

matica de correspondencia, sino que las variables estén vincula -

das por una-ley arbitraria que las define, por convencidn. - Por
ejemplo, la funcidn ' : ' '
3 Graficeo I-4

=.0, para 0 < x <1 2 _ s
£lx) 4 = 1. para 1< x<7 2 )

= 2, para 2 ==x<< 3 T
etc. '

~ 'Qﬂb 1 2 3 b’

Esta funcidn representa la edad cumplida de una persona; hag
ta que se llega al primer aniversario la edad cumplida es cero,

hasta el segundo aniversario la edad cumplida es iho, etc..

De los tres tipos princi?aiés de funciones {analiticas, em-

piricas y arbitrarias), las mds utilizadas son las dos primeras.
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LIMITE DE UNA FUNCION

Bn 10 que resta del capitulo se analiza el concepto de limi-
te, el cual constituye una de las ideas basicas del célculo dife-~
rencial e-integral.

Sea la funcién

2

f£(x) = x + 1

S8i en ella se da a x los valores de la sucesidn

1.9 ; 1.99 ; 1.999 ; 1.9999

L]
.
. ]

L]

o también de la sucesidn

=0

LI )

291 M 2-01 K 2-001 H 2-0001

‘a medida que X se va acercando a 2, la funcidén se aproxima a 5,

como puede verse en el cuadro siguiente

X - £(x) x £(x)

1.9 4.61 2.1  5.41

- . 1.99 4.96 2,01 5.04
1.999 4.996 2.001 5.004
1.9999 ~ -4.9996 12,0001  5.0004

N BB LI N R 4058 soe s s asn

- Deé acuerdo <on ‘ésta tendencia inicial puede. inferirse que,
con tal 'de dar a la variable independiente un valor suficiente -
mente prdéximo a 2, la funcidén se acercari a 5 tanto como se desee.
En estas.condiciones se establece que "el limite de (32 + 1) cuan

‘do x tiende a 2, es igual a:5", lo cual se simboliza:
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Si a la funcidn £{x) = x°+ 1 se le diera directamente el va-
lor x=2, se obtendria también
CE(2) = 2°41=5

Sin embargo, cuando se dice que x tiende a 2 (x—> 2) impli-
ca que x es diferente de 2. Esta cbservacién es importante porque

hay muchas  funciones que no estadn definidas en el punto para . el

cual se calcula su limite. Por ejemplo ‘la funcidn

(1+x) % - 1
X

£{x)

es vélida para todo x =¥ 0. No obstante, a medida que x tiende
a cero por valores positivos o negativos, la funcién se puede apro

ximar a 2 tanto como se desee; por lo tanto aungue £{0) no existe,

(i+x) % - 1

X

lim = 2

%—> 0

- En forma més general se dice qgue "una funcidn y=f{(x)} tiene
por limite L , cuando x tiende 2 a, cuando la diferencia en valor
absoluto entre la Ffuncidn y su limite puede hacerse tan peqﬁeﬁa<3;
mo se desee, con tal de tomar x lo suficienteﬁénté proximo a a",lo

cual se escribe

1im E{x) = L
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I.a definicidén anterior es incompleta en cierto sentido, va
.que no es totalmente claro el significado de las frases: "puede
hacerse tan peguefia como se desee" v "lo suficientemente prdéximo

a a".

Reemplazando estas frases por expresiones matemdticas mas
precisas, se llega a la definicidn més generalizada de limite de
una funcién, cuyo primer enunciado se atribuye a Cauchy alrededor

de 1820. Es la giguiente:

"Una ‘funcién y=f (%) tiene por limite.L al tender.x hacia. aj.
si para todo nimerc rositivo & por pequefio que sea, puede encon-

trarse otro numero p031t1vo'5xa tal que se verifica
£ -1 |< €
para todo x del intervalo
o< "; ;;;ai_<'c5 "
Ejemplo: Utilizando la definicidén de limite demostrar que
lim o (2641) = 3
X — 1

Abe acuerdo cbhllé'définiéiéﬁp‘el 1imite de 2x+l;éuandaxx
tlende a l;'sera 1gua1 a 3, si para todo E >'0 puede encontrarse

_ . otro CS > 0,, tal que

(1-1) | (2xe1) -3 {< 3

Para todo x gue satisfaga la desigualdad

oy

(1-2) o<|x-1]|< 4

Partiendo de la relacidn (I~-1}, se tiene



significado geométricec defy 4, 37
y"én &l se ve que F(x)=2x+1 es~-
ta comﬁreﬁ&idb entre 3+f y 3-L

cuande x estd entre 1-3 v 1+6 .

13

| (2x41) - 3| <E
|22 [ < &
~ & <2x-2 < &
~E/2< %x~1 < E/2

fx-1|<g /2

C sea gque el limite es efectivamente 3, ya que cualgquiera
que sea ¢ , siempre podra verificarse la relacién {£-1) con
solc tomar en la relacién {I-2)} &= & /2. '

El grafico I-5 muestra el - /

Grafico I~5

i1

1-5 1146 x

o

LIMITES LATERALES

En la definicidén de limite dada, x tiende hacia a tanto por

valores inferiores como superiores. Cuando x tiende a a por valo

res inferiores (io que se simboliza x—> & ), el limite que se ob

tiene se denomina limite lateral lzguierdo, el cual se escribe

‘T' £ = T
1im | £{x) ,Li
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. En forma totalmente andloga, cuando se hace tender x hacia a
por valores superiores {(x —> a+) se obtiene el limite lateral de-

recho:

lim £(x) = Lg

X —> a
La existencia del limite de una funcidn implica la del limi-
te por la izquierda y 1a_dé; limite por la derecha, V que ambos
son iguales. - ' B R

TEOREMAS SOBRE LIMITES

Para el cdlculo de los limites de diversos tipos de funcio -

nes, son de gran utilidad los siguientes teoremas sobre limites.

En el enunciado de los teoremas se utilizaran las expresio -

nes que se indican a continuaciédn

k = constante lim fl(x) = Ll
- g(x) = ¢ = funcidén constante X-—= a

lim £(x) = L lim f2(X) =L,
X—>a X -—>a

Teorema l: El limite de una constante es igual a la constante
misma - . . ) . ' ' e ' ) R MR . .

lim g(x) = ¢ S
Teorema 2: El limite'dgﬁﬁﬁé:cdﬁ5£anfé‘pbf?ﬁﬁé'fﬁhéiﬁh'égﬂigdai a
la constante por el limite de la funcién

limk f(x) = k.L

X —a
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Teorema 3: EI limite de la suma algebraica de dos o mds funcio -

nes es igual a la suma algebraica de los limites respectivos.

i [faﬁx) + £
i

X— a

Teorema 4: El limite de un producto de dos o més funciones es

igual al producto de los limites

"
-

iim [fi(x) ; té(x)

X a

Teorema 5: Bl lLimite de un cociente de funciones es igual al co-

ciente de los limites, siempre que el limite del divisor no sea cero.

. (x) L
]_im_..__]_',n_...___..:_.______%.mo siLz#O
fz(x) - L, -
¥ -—>a

Teorema 6: Bl limite de un logaritmo es igual al logaritmo del

limite

lim log £(x) = log L , si L> 0

g—>a

Teorema 7: E1 limite de una potencia es igual a la potencia de

losrlimitesfy Comprende tres c2s0S

(a) . Iim kf{x’ = kLl
¥—-— 8
(b)  lim [£(x) | © = 1*
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e i g e J52®) 2 1f2, sienpreguen; 440 01,440

SN ITU ATy @t e i
Ejemplos: Ap¥icacidén dé los teoremas sobre limites

1. lim 3x = 3 lim x = 3(4) = 12
2. lim (7%x-2) =7 lim x - 1lim 2 = 7 (6} - 2 = 40
X—>6 CO%D6 %6 |

3. lim (x°0-2x43) = 2°-2(2)43 = 31
| x—2"" “"”‘J"'"iﬂﬂ' B L

.2 Srmiiw

4. 1im ¥ + ¥ =3% + 22 =85

5a lim log x2 = log lih'le = log 100 = 2
x—>10 x—10-

3 D I
C 6. lim - 3x~=-( X )n‘]x = 3% i (=1)%= 0
Xx-1-
x—>0

O TP ¢~ TP -] B PR S
' X" -2x - 3 {x-3) (x+1) x+1

CXe—>3 . EXE=3 ;x_7%3

e

La divisién por (x¥3yuaﬁtes'de"tbﬁéf'iimifélEéstvéih
lida, ya que cuando X —> 3 es ¥ £ 3.

INFINITO

bty

Se dice gue una variable x tiende a méﬁiinfiﬁito (x—>+00),

si su valor puede hacerse y mantenerse mayor que cualguier niimero
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positivo por grande que éste sea.. EBjemplo, la sucesidn de losni-

meros naturalesszs 1, 25 .3, o

Una variable x tiende a menos infinito {(x->~ ©Q}, si su va-

lor puede hacerse vy manteneise menor gue cualquier nimerc negati-
vo dado, por pequeflo gue éste sz2a. Ejemplo, la sucesidn de 1os

nimeros negativos: -1, -2, -3, ...

Una variable x tiende a infinito (x-—> 9 } cuando tiende a

menos infinito {(#—> - o0 ) o a més infinito (x— + ©°D ),

OTRAS FORMAS DE LIMITE

La definicidén de limite dada en la psgina 12, se refierc a

la forma

es decir corresponde 2l caso en que tanto la variable independien
te x‘como la’ funcidn tienden hacia un nGmero finito a y I respec-
tivamente. Otros casos muy frescuentes en la prictica son aguellos
en que la variable independiente o/y la funcidn tienden a més o
menos Lnflnltoﬂ bresentindose entonces los smaLlentes casos, los

cuales sc ek¢nen dz man=ara llgaramente ¢istinta:

(I1) llm f(x) = L, si para todo nUmero positivo £ , por peque-
' x_Ahoo fio que sea, puede encontrarse otro nimero po
sitive K tal que se verifica |[f(x) -L|<{&,

E - para todo jx{'>> K. -

Ejemplo:  lim ('%-+ 1y = 0+ 1= 1

X— O
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(TI1) -+ tim~ "£(%) = 0Q , si-para todo nlmero positivo B, por.gran-

' de gue sea, puede encontrarse :0tro -nimero

Xx—> a cive & _—
positivo tal gue se verifica

“i o off(x) | > B, para-sodo:x .del intervalo
R R I SR S SN PITRY o IO [*x--al <5 e e e

oy i

Ejemplo: 1lim — 1 =00 N R L S A A
A ————— x — 3 v

. é"-x _.._? 3 “- s _ . T ‘e CLosdria e
(Iv) 1lim £(x) =0 , si para todo niimero positivo‘P;‘pbf gran-
X —3 00 de gue sea, puede encontrarse otro nimero
positiveo K tal que, sé véerifica -
,f(’x) { ~> P, para todo |x \ > K.

Ejemplo: lim x3

Xx— 0

= &0

En los casos (III) y (IV) en realidad el limite no existe,

jpero. por convencidn. se dice que el limite es igual a infinito. ..
Incluso en muchos ejercicios de esta forma: los-limites laterales
:-soh distinteas,’ como:rpor ejemplo . .. ..

~

1. s koY e oim --———-—-——-—sl e = PR
X - 3 o E- 3

“ Y im = e

Ted , L lim =
X -3

!

X —> 3 x —> 37 : x —> 3

“ - < hos teoremas sobre limites vistos mds arriba son vélidoécuég
do' las funciones- tienden .a un valor fi:gx_i;tp_ L. Pero cuando las fun-
ciones tienden a infinito o a Aceg:o,\.;vpp;. s‘,ri“empre resultan validos si
no gue hay gque analizar cada caso particula}. Por ejemplo el 1i -
mite del cociente de dos funciones qu,_e.‘tj;'endern a infinitgo, puede
ser cualquier valor, dependiendo de la forma matemitica dé'cada u-
na de ellas. R
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EXPRESIONES INDETERMINADAS

Hay siete formas de- limite en las cuales el resultado no pue
de anticiparse, las que se conocen como expresiones indetermina -

das. Son las siguientes:

_‘_.‘ -‘.. DO
“%n H 129, r 0. 080 se0 -0 00 2 ooo e 1
oD ‘

donde los simbolos representan funciones gue tienden a cero, a

infinito o a uno.

En estos cast¢s al tomar limite no es posible obtener un re-
,sultado geperaip sino due ese resultado es distinto segln la for-

ma en que cada funclon tlende a cerop a" inflnltou © a’ unos.

Para resolverlos se puede hacer algunas transformaciones gue
permitan salvar la indeterminacién y despuds tomar limite, o bien
aplicarse otros recursos del cdlculo infinitesimal, como por ejem
plo la llamada regla de L'Hospital, o el desarrollo en serie de
las funciones. C
EJERCICIOS."SOBRE LIMITES  : - -
1. Dada la relacidn entre la tasa céntral de mortalidad‘nmgwir

‘o s . 4 -
la probabilidaé de morir - Y. B _
' ’ o Grafico I-6,

i

o — —
{(1~3} nqx : ’ /ff”/’ﬂffﬂﬁwwe
. S m

e - T nx

1/ Reed y llerrell, Un matodo rapldo pars la construceidn de una tabla de vida ahrev1ada, CELADE,
Serie D, Ho. 49, Chile. - .
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donde:

gm::=~es_1a»tasa-de mortalidad del intervalo de.edades
B PR S R » RPEEL

9 = probabilidad de morir entre las edades x,x+n, de
~una tabla de vida.

n =amplitud del intervalo de edades.

LRI T

Calcular:

a) El llmlte de 1a relaclon {I 3) para nmx_5>-+cxa

b) . Limlte para n|~—<> 0 L
c) . E1 campo de- var1ac1on en . el cual esta relaclon es véllda.

a) li;ﬂ - n.“x.'-,_
2+n m
JEAT =x- -
'ﬁ§—1> + 07

Al tomar limite resulta una indeterminacién de la forma
&0 /o . Para salvar la indeterminacidn resulta conveniente.
dlv1d1r cada termlno por oMy -

oAl
“ . o . ‘ B e
1im: oL w0 " n X = lim 2n = 2
2+ nn mjc m o
n x
>+ o0 me—> 20
2 n
b) lim — nx = 0
2+
T i
+ ) L "._-l..' ! =
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e) El mayor valor gue puede tomar g, - como ocurre con cual -
-

quier probabilidad - es uno, es decir:

Despejando e , resulta

i
|

(]

- ) » .o | 2
Por lo tanto =1 campo de variacidn de oMy ©5 0 « mxcz’?ro
n

para el cual ia probabilidad de morir ,q, varia entre 0 y 1.

2. Demostrar gue

. 3 4 X o~ 1
lim 3 = 0
o+ x + 2
X —C

Al tomar 11m~te renulta una,
c:x:}/c:o

Lnéetermlnac1on 6@ 1a Forma

Pava salvar ia 1nde*exm1naczona preV+o a tomar llmlte

conviene leldlr cada téruino Uﬁ? ia mayor pocenc:a del nume?a -

dor; por ejemplo, dividiendo pur 2 z
Z L 1 1
: AR S o e 22
lim —-*. % = lim x X,
¥ x4+ 2 1 2
X + +-=2
X ®
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- Bl resultado es.cero, ya que el numerador tiende 2 uno y el

denominador a infinito. .

3. Resolver los siguientes limites

2
(a) lim X° - x+1
3 - x2

X—ﬂf'mD

4
(b)  1lim X - 2xX+1

®x - 3

4. Demostrar que

Lim X = 2X
X3 + X.z
x—>0

lim — = -1
‘_gz -1 8
®
X — oQ
x3 - 2%—%—
lim = oU(no existe
1. 3 limite)}
baal X T

Al tomar 11m1te resulta una 1ndeterm1naclon de la formaO/O.

_En este casoa para resolver 1a 1ndeterm1nacxon ‘conviene dividir

todos los termlnov por la menor pouenc1a del numerador 0 denoml-

nador° en este caso seria x~

lim .._.-._.?_c....._—..-—z-——- = -2
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EL NUMERC "e" DE EULER

El némero e ocupa un lugar destacado en la matemdtica desde
la publicacidn, en 1748, de la obra del matemdtice suizo L. Euler
{1707-1783} 'Introduction in Analysis Infinitorum®. ~Entre otros

ugos se los utiliza como base de los logariitmos naturales o nepe-

rianos. La forma wés corriente de su definicidn es mediante el 1%
mite
(1-4)  e= lim (1 + )"

m—p> o0

. . . . o
Este limite conduce a una forma indeterminada del tipo 1 .
Se puede resolver desarrollando el binomio, antes de tomar limite:

H

1+ %1+ p=+Rm=3) 1 | mm=)m-2) 1 + _ ..
T P Y RO L P ¥ .

Expresién cuyo limite, para m tendiendo a infinito, da

(x-5} e = 1lim (1 + =

Esta serie permite calcular el nimero e con la aproximacién
- gue se-desee. Sus. 15 primeras cifras decimales son

e = 2.7 1828 1828 45 90 45 ...
Ejercicio: Demost¥rar que

(1-5) Lim (.L 4= *-1-_-1"
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= resulta n = mx

5|~

. X
Haciendo - =

-Cuando n—>»pQ; también m—3 0O
. Reeﬁplazandd'gn (I—G) se tiene
T xan L .1 mx
lim {1 + -I-_;-) = lim (1 # T)
n—y ¢ m—> o3
lo que puede escribirse (por ser x independiente de m):

X
= | lim (1+—115-)"'_ = e

FUNCIONES CONTINUAS Y DISCONTINUAS

“Una funcién y=f(x) es continua en un punto x=a, si el limi-
te de la funcidén para x due tiende a a es igual a f(a)".
"Bn° simbolos g o o

lim f£(x) =‘f(a)
X—> a

Por ejemplo la funcién
_ f{x) = 3x+1

es continua para k=2, Va qué-£(2)=7, vy el limite para x 'que tien-

de a 2 es también 7.

Una funcién es discontinua en x=a si no satisface la condi =~

cidén anterior. Por ejemplo la funcidn
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f(x) e " “Gréfig¢o I-7
X

es discontinua. en. x=0 ya que en ese \
punto no existe ni el lfimite ni £(C) ' .
Ver grédfico i-7. o -

Agd vez la funeidn - 0 . '\.

ae)? 1. A
x | | - e

COE(x) =
es discontinua enx=0, yaque aunque o
im £(x) =2, o Y

x~—

la funcidn en ese punto no estd de-

finida. Ver gréfico I-8.

‘Una funcién es continua en. un intervalo, cuando es continua

para todos los valores de X dentro de ese intervalo.

En demografla muchas funclones p;esentan un comportamlento
esencialmente dlscontlnuog como por gjemplo la poblacmon N(t) que
solo buede tomar en &l tiempo valores enteros y positivos. No.ckg
tante ello, para trabajar con las herramientas del c&lculo infi-
nitesimal se hace la abstraccidén tedrica de que la variacidén de

estas funciones es continua.

ANALISIS DE ALGUNAS FUNCICNES DEMOGRAFICAS

1) Sea la funcién

(z-7) N{t) = N(0) e*F
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]

donde: N(t) poblacidn en'eltﬁoméntorg.

N{o)

il

poblacién en el momento 0.
r = tasa anual de crecimiento

t = tiempo, en afios.

Esta relacién se usa con frecuencia paré‘hécer proyecciones
globales de poblacién por periodos cortos, ‘para estimar la tasa
de crecimiento entre dos censos, en la deduccién de algunos mode
los tedricos, etc., por lo cual es conveniente conocer en detalle
su comportamiento grdfico y algunas de éus_propigdades, Se con~
sidera por separado los casos en que la tasa de crecimiento r es
mayor, menor o igual a cero.

a) "~ r> 0

En este caso la poblacién N sigue el siguiente compor-
tamiento en relacidn con la variacién de t.
i. La.relacidén (I-7) es:positiva:para.todo Valonndeftw:es
decir o
N(O)?e¥tﬁia-Oiﬁrpara{todo R =YD

ii. N(O) ert es 'una func;on crec1ente

L_Viiié;wﬁEl llmlte de la funcxon para t que tlende a mas 1nf1ni

lim N(O) ert = + o0

t———>+0‘0

iv.  1im N(0) &"° = N(0)

t-—a0
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vi.
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lim N(0) e F = ¢*

t— -
La funcién tiene curvatura hacia arriba (es cdncava ha
cia arriba} en todo su racorrido. Esto sz verd en el

capitulo III.
La representacidn grifica, para r > 0 , se presenta en

el grafico I-%a.

b)

r <9

8i la tasa de crecimiento r es menor gue cero, entonces

la relacién (I-7) tiene el siguiente comportamiento

io
Ldds

iii.

iv.

vi.

Su

c)

Es mayor que cero para todo t (iguzl 2l czse r > O)

Es una funcién decreciente

1im ®(0) %% = o
t—>+
, . rt s . e
lim N{O) e~ = N{0), (iguai al caso ¥ > 0}
i--t~4§-0 '
rt

&

lim N(O) e =

t— - X

~La ﬁuncién tiene curvatura hacia arriba en todo su re-

corrido {igual al caso r = 0).

representacidn grifica se presenta en el grdfico I~ gb.

Pinalmente si r = 0, se tiene la funcidn N(t} = N (0}

= constante

Su grafica se presenta en I-9c.
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Grifica de la funcién N(t) = N(0) et
i, Ny Y SRS ' SITESC I A .
r<o |  ., r=0
17 S t Tt ' . . . t ) . . . t
I-9a. I -0 N - l1.9¢

En lugar de la relacién (I-7), suele emplearse también la re-

lacidn similar
' t
(1-8) N(t) = N{0) (1 + ry)
En este caso la "capitalizacidn" o sea el incremento de po-

blacidén se obtiene para intervalos finitos anuales. Para un in-

tervalo de 1/n de afio cualquiera, se tendri

(1-9) N(t) = N(0O) (l + —z)

Yy en el 11m1tea para el numero de sublntervalos n del “afio tendlen

do a infinito, resulta la relacién (I—?)

N(t) - llm N(O) (1 +" -—)

n——-}oo



N(t}

2) Anilisis de la

i

it

H(0)

rt

k=]

=
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relazidén aproximada

(1-10}

empleada corrientemente para calcular la tasa anual media

cimiento intercensal, o enitre dos momencos cualguiera 0y

El cllculo de la tasa de crecimiznto a partir de las
nes (I-7) ¢ (I-8) resulta muy laboriosc, especialmente si
cedimiento hay que repetirlo para un conjunto de paises o

nes de un pafs. Por ejemplo el valor de r que resulta de

I

1)
[

N{E)-N{O)
N{t)+N(O}

de cre-
to

relacip
el pro-
regic -
(1-8)es

-1

donde t generalmente es fraccionario, comc en el caso de un inter

vale intercensal.

En la prictica se prefiere utilizar fdrmulas aproximadas més

sencillas. Una de ias més empleadas es la siguiente

1.

N{O}

+

N0}
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© sea, en el numerador se incluye el crecimiento medio anual de la
poblacién y @ el denominador seria una aproximacidén a la pobla -

cién media. De agui resulta

2 N{t) - N(o)
t w{t) + N.(ol)

A continuacidén se analiza cual es el porcentaje de error gque

se comete cuando se calcula la tasa de crecimiento r utilizando

la relacidén aproximada (I-10) en lugar de la_reLacién (I-11).

El procedimiento seguido se ilustra en el cuadro 1. En la
columna (1) se escogieron valores seleccionados.de t desde 1 has-
ta 30 afios. En 1la columna (2} se estimaron valores. tedricos de

la poblacién N{t):; se utilizé la relacién
' C ' Lo x
N(t) = N(o) (1 + 1)

suponlendo N(o) = 1, y en este caso r'¥ +0 03. En la columna (3)
sé& ha calculado para c¢ada’ valor de t la tasa de crecimiento’ que
resulta de aplicar la relacidén aproximada (I-10). Si se hubiese
empleado la f£ormula (I-11) cbviamente se habria obtenido para to
do t, r = 0.03. Finalmente en la'columné (4) se ha czlculado el
porcentaje de error:

r (estimada)

porcentaje de error = x 100
: 0.03

"En loé graficos I-10y I-11 se presenta el porcentaje de
error en la estimacién de la tés& de crecimientd, al auméﬁtar'fp
para valores seleccionados de r positivos y negativos. Las tasas
de crecimiento negativas son frﬁcuehtes cuando se hacen célculos

por regiones geograficas dentro de un pais.
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PORCENTAJE DE ERROR EN LA ESTIMACION DE LA TASA DE CRECIMIENTQ r,
CON RESPECTO A %, QUE RESULTA DZ APLICAR LA RELACION APROXIMADA

(I-1C}. TASA DE CRECIMIENTO r=0.03
B . i r-0.03
& N{t) v o 0.03
{(por cien) (por cien)

1 1.03000 2.8580 - 1.47 -
2 1.06090 2.9550 - 1.50
3 1.09273 2.9540 ~ 1.53

4 1.12551 2.9525 ~ 1.58

5 1.15927 2.9504 - 1.65

6 1.19405 2.9481 - 1.73

7 1.22087 2.9453 ~ 1.82 . -
8 1.26677 2.0422 ~ 1.93

9 1.30477 2.9385 ~ 2.05
10 1.34392 2.9346 - 2.18
15 1.55797 2.9084 - 3.05
20 1.80611 2.8727 ~ 4.24
25 2.09378 2.6283 - 5.72
30 2.42726 2.7763 - 7.46

 N(t) = N(o} (i+r)T ; Mo} = 1; ¥ = 0.0
wr  p o 2 N(t) - ¥(o)
t N{t) + N(o)



Grafico 1I-10 : :
PORCENTAJE DE FRROR EN LA ESTIFACION DE LA TASA DE CRECIMIENTO r,
CON RESPECTO A t, QUE RESULTA DE APLICRAR LA RELACION APROXIMADA -
{I~10). VALOREE L& x POSITLIVOS o

Porcentaje
de evror |

+2 -

-12

-14




Grafico I-11

PORCENTAJE DE ERROR EN LA ESTIMACION DE LA TASA DE CRUCIMIENTO r,
CON RESPECTO A t, OUE RESULTA DI Apuxcm LA RELACION APROXIMADZ
(I-10). VALORES DE r HEGATIVOS

Pgrc efitaje
& errer

+2

~10

~12

~-14

£E
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EJERCICIOS DEL CAPITULO I

Dada £(x) = x° - 3x+1, calcular £(-1); £(0); £{a); £(x?)

Solucidén
£(-1) = (-1)% = 3(-1) + 1 =5
£(0) =1
2
f(a) = a” - 3atl
£x?) = (3% - 3D+l = %0 - 34l

Dada N(t) = 205 941 + 5 781.5 t + 74.5 t° + 3 t> , donde’
t=0 representa la poblacién al 30 de junio de 1960, egti—

mar la poblacién correspondiente a mediados de 1963.:
Solucidn _ o

Si t=0 corresponde al afio 1960, la poblacién de 1963 se ob-

1

tiene dando a t el wvalor 3.

205 941 + 5 781.5 (3) + 74.5 (3)> + 3 (3)°
224 Q37

N(3}

fl

En la siguiente funcién de fecundidad segiin la edad de las

mujeres
f(x) =C (x-s)(s+33—x)2 ., para s = X = s+33
=0 , PAra X = s Yy x> s+33"

donde %X es la edad, s la edad de inicio de la vida reproduc-
tiva, 33 la amplitud del periodo reproductivo de la mﬁjéroy
C una magnitud que tiene que ver con el nivel de la fecundi-
dad, se pide: -

(a) clasificarla | J B

(b) indicar cuales son 1aé consfantes, paréﬁetfdsyrvariables
(¢) calcular f£(s+33) |
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Solucidn

(a} En el intervalo s < x < s+33 es una funcidn algebraica.
Fuera de ese intervalo es una funcidn arbitraria.

(b) Constantes: 33; 0: 2
Parametros: C: s
Variables : x: f£{x)

(c) £(s+33) C (s+33-S)(S+33~s~33)2
- e o= 0

i

.4, - Indicar qué valores comprende los siguientes intervalos, ¥
graficarlos
(a) XxX>3
() [xl<
(e) |x|>2
(&) |x—l\ <d 5>0
(e)  ox<|x-2|<d S >0

{a) Comprends todos los nfmercs igual o mayeres gue 3

3

(b) La expresidn [xﬂnﬁis define el intervalo cerrado -5 <% .5

-5 5
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Solucidn

{a) Es una funcién trascendente

. 2y 1 -2 -
(b) £(a%) = log, :;f = log, a “ = -2 (log_ a) = =2

Dada la siquiente tabla de valores donde se presenta los so-
brevivientes -a diferentes edades exactas, de una generacidn
de 100 000 nacidos vivos, se pide:

{a) clasificarla

(b) representarla grificamente

x 1x X lx

0 100 000 50 80 233
1 ~ '93 854 60 69 435
5 92 476 70 e 49 392
10 92 052 80 ' 22 425
20 91 023 90 -3 714
40 86 421 100 0

Solucidn

(a) Es una fuhcidn empirica, ya que no -se conoce su forma

matematica, sino el va- 1 (en ailes)
lor de la funcidn para 1& \ Grafico I-12
determinados valores de :2:
la variable. : © 70 - _

(b) En el gréfico I-12 se han 6 | \
representado los sucesi z" \\
vos pares de valores.Los 36 |
mismos han sido unidos 20 } _ \
mediante una curva sua- 10 | \k\A
ve, aungue en realidad la ° ® 10 20 30 40 50 60 70 80 ;0 100 X

forma de la funcidn en los puntos intermedios es desconocida.



38"

7. Resolver

{x~2) (x+3)
(x-2)

(a) lim

X2 K2

(b) " 1lim "‘3 ""*% Ca lim —
X - 2% - . _ T

x —> 00 k———%:yo__ﬁ__

2
Xx-2

,h#¥%:§d""

N

g :
(d) }1imu-xz . lim X =1_ -
. . X7 - x _ oox -1

%30

8. Calcular los siguientes limites (donde k = constante)

ey vmd L

b4

(b} 1lim kx =

X300

@ lim = =00

{(e) lim kx = 0

' xlf>o‘
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9. Calcular los siguientes limites laterales

. X T P
(a) 1lim e = ‘-—6'.1:—' = 4 o0
x—> 17
. 3 oI ey
(b) lim --5{-:-2-- = -—F = 3 OO
x&~—}2+
7 3 = ...—-.3-—_ = - (?O'
{c) 1lim ) = 5= P S

10. En la funcién logigtica de Verhulst-Pearl:

N{&9)

H(t) = T

SR R -

donde N( 60 ) y r son parametros positivos, e=2,718...=cong
tante, calcular los limites para

{(a) t—>-09
Grafico I~13
A BT o U ; '
b%'lt P _ CN{cex} .
N(oo) i
2
A t
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Solugidn
(a) Cuando t tiende a menos infinito

~xrt tiende a mas infinito

_rt : A ] ]
e - tiende a mas infinto

Por lo tanto,

N(oD)
rt

lim
1+ e

t—> - 0O
(b) Cuando E;ﬂfiéhé;jéfﬁéé iﬁf%ﬁifgiﬁn¥
-rt tiende a menésri;fiﬁitb
e % tiende a cero i SR
luego,

_mee) o N80

N( oo )
re 1+ 0

lim ~
1 +e

t—> + OO



Capitulo Iz

LA DERIVADA Y 3U INTERPRETACION

INCREMENTQS

"~ Bn este capitulo se ‘anhliza la forma cdmo varia la funcidn
al variar la variable independiente. Sea la Ffuncidn y=£(x} s
la cual supuestamente le corresponde el siguiente comportamien

to grafico:

"Grafico II-1

Se denomlna 1ncremen“? de

la varlableg y se 51mbollaa
A x ("delta x"}, a1l aumento

o disminucidn gue experimen-

ta la variable x, desde un

valer - i algtro;xlhde su

campo <o variacidn.. Por lo _

AR R f X, Y Ol E(x
tanto. . . o ( _!_( 0f+4§x)
Al Ax ¢
.../_\x::.':, il 4 ) _
i "o .O . X Xy X
o hien
= X + X
Xy A

Fn = =rifico, al incremento de la variable le correspon~
le un Ve .- “C = BD .

En el punto xO; =1la funcidn vale f(XdJ; en el  punto

x + A x la funcidén toma el valox f(xo4-zﬁ.x)., La diferen
o . .
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cia entre f(x + ﬁkx) y f(x ) se denomlna lncremento de la fun-

cidén, y se 31mbollza '
y = £(x + D\ x) ~ £(x_)

en el grafico le corresponde el valor DE. Tanto el incremento
de*la funcién como el de la variable pueden ser positivos o ne-

gativos.’

El ;oéiehte
-.AE’. £(x_+ Ox) - £(x)
Dx A x

recibe el nombre de incremento medio de la funcidn en el interva
lox, . X, » 0 cociente medic de incrementos. Cuando la varia -

ble es el tiempo (medido en afios}, suele denominarse incremento

medic anual.
Ejemplo .

Dada la funcidén f(x) = 3x + 2, calcular el incremento de la

-+ variable,de la funcién y el cociente medio de incrementos,

en el intervalo x, = 0 a X, = 2.
Dx=x  ~% =2-0=2
o
DNy = f(xl) - f(xo) = £(2) - f(o) =8 - 2 =6
Oy _ Fo)fx) g
Ox " "k -x 2 -0

El cociente medio de incrementos, igual a 3, representa el
crec1m1ento de 1la func10n por unidad de crecimiento de lavaria-

ble independiente.



43
S5i la funcién es la poblacidén total N(t), la diferencia
AN(e) = N(ty) ~ N(t))

representa el incremento.de la poblacién.entre-to y £, 7 y el

cociente y '
Awie) N‘ﬂ(*‘l) - N(t )
At . £y = t

da el incremento medio anual de ia pobiacién en dicho intervalo.

DEFINICION DE DERIVADA

) ~La derivada de una funcién es 1gua1 al limite de la relacidn
'"entre el lncremento de 1a’ fancién y ‘el incrémento ‘de la variable
_;ndependlente, cuando el lncremento ‘de -Ya variable ‘independiente

tiende a cero, 81empre que "él limite exista. En simbolos: -

fi{x +<Q§x)~f(x) ’¥;“-dy

lim __éééi_ = 1lim
vl N e e e Ny ,}“x.?dx
Ox—> 0 Ax—>0
';btéaé fgﬁméénéé“simb 1lzérﬁlé'aéfiﬁadé son Y43 siguitntes
ax y' o= £ ._ o y = ) pw: (x)

" La letf¥a D sueleé denominarse operador de derivada; precedien
do a una funcidén F(x) representa la derivada de esa funcidn.. -

;Ej emE_lo- B T T e Sy e D R o
" Aplicando la definicibn, calcular laderivadade ,f._(X)=,,_i,€2 +.x
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fFlx + Dx)= (x + &x)?. + {x + D3 x) -
e w2l (00 axx Dx. L

x4+ 2 Ox + (_ﬁs;c_)z +x+ Dx-x2-x

e
/]

2N\ x + (Ox)% + A x

, ‘ ‘ \ ..‘_.:‘_J. e

lim

-En la def1n1c19n de derlvada¢ cuando se dlce que ZBx tiende
a cero, implica que es dlferente de cera. Por lo tanto la derlva-

da en un:punto x, es tamblen un. coc1ente de 1ncrementos de la for

ma
Y

solo que t¥eferido a un intervalo infiniteéimal (ver'éfercicio 3
al final del capitulo).

De lo anterlor se desprende que la derlvada de la func;on en
dad de variacién de la variable independiente, en el entorno de
ese punto. " Por- ejemplo en la funciéh'f(x)~=~xg +'x,.cuya»de;iva-
da caleculada mis arriba es f'(x) = 2x+1, el valor particulafk‘

- £1{1) = 3.pignifica que en el entorno de 1, la funczon crece con
una velogcidad igual a 3. veces el aumento de x. »

_ Otro punto relacionado con la definicidn, es que el limite
del céciente ' de  inérementos define la derivada, siempre gque
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ese limite exista. La condicidn necesaria pero no suficiente pa
ra que la funcibn sea derivable, es gue sea continua. La condi-
cidn guficiente es gue los limites laterales del cociente de in-

crementos existan y sean iguales. La mayoria de las funciones
son derivables para todos los valores de la variabie independien

te, con excepcidn, a lo més de alguncs valores aislados.

Finalmente cabe sefialar que el calculo de la derivada de
cualquier funcidn puede hacerse aplicandec paso a paso su defini-
cibn, como en el ejemplo dado més arriba, o sea, calculando elva
lor de flx + él:c), restindole a este #alor-f(k) para obténer el
iqcremento de-la funcién;'dividiendo'el resultado por el incre -~
mento de lé Vériableo y calcuiando su limite‘péra Ax tendiendo
a cero. Sin cmbargo este procedimiento resulta demasiado lento.
En la practica el proceso de derivacidn se facilita enormemente
mediante el uso de ciertas formas ‘biésicas de derivada, a las que
se reducen expresiones més complicadas. Estas formas basicas se

verin mas adelante.

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

En el graficc II-2 el cociente entre el incremento de 1a
funcidén v el incremento de la variable define geométricamente la

tangente de A

A
AN

b

= tg A

i
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Gréfico II-2

AV
AR

8i’ el ‘incremento de la °

variable se vahaciendo cada _

bezﬁmés pequefio, cuando OHx—> 0, el punto P, tiende al punto
“la recta t, tiende a‘la recta't.., ¥ el angulo A3 tiende. al

2 1l
angulo oL, En el Timlte° ' o -

lim &y = 1lim tg B = tg o
LT AR A=
_ , £3x-m4x0 DNx—>0
El primer mlembro deflne la derivada de f(x)g por 1o tanto
d £(x)
ax  C t9 o<

Es decir, geométricamente la derivada de una funcidén en un
punto de abscisa ¥, es igual a la tangente trigonométrica del an
gulo que forma la tangente geom@trica a la curva en ese punto
con el sentido positivo del eje de las abscisas.

Por otra parte la ecuacidn de la recta tesy =ax+ b,
donde.a = tg O -
-por 1o que o
a f(x)
ax

En otras palabras se puede decir también que la derivada de

= a

una funcidén en un punto es igual a la pendiente "a" de la recta

tangente a la curva en ese punto.
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FORMULAS DE DERIVACION

El c8lculo de la derivada de una funcidn puede hacerse apli
cando simplemente su definicién, esto es, resolviendo el limite
del cociente de incrementos. Sin embargo, como ya ha sido sefia-
lado més arriba, el proceso de derivacidn se facilita en la prég

tica mediante el empleo de ciertas formas bisicas de derivacidn

a lasque se reducen expresiones mis complicadas.

Las formas bisicas mds empleadas para el cdlculo de deriva-
das, son las siguientes. En estas férmulas, u, v y w son funcig
nes derivables de Xx. '

»Cuadro i.
FORMULAS BASICAS DE DERIVACION

l. g CcC =0 : C = constante

asr

d .n n-1 du
ax u d=

= (u + v) :L +

5. ~— {C.u)}

ff
&

- fm——ti ’o +
6 ax (.v) - dx M ax

i
=
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Continuacidén cuadro 1.

S S

10.

1l.

12.

13.

14,

15,

16.

17.

18.

19-

u QU du
dax

- du w &Y
fuav.w) = v.w e T UV gx t* uev
%) = Vax ~ Y ax
v v?
_dy du
du dx
. L
“ax
dy
= % gdu
(log, F)‘- u‘(loga e),dx

v _ ggv-ldunt, v y dv
L jU‘ ax t v {1n u) ax
o . du
{sen u) =" (cos u) ax
- - du
(cos u}) = - (senu) ax
(tg w) = —i— P
- cos? u |
1 du

{arc sen u) =

Vl—u2 dx

dw

dx



Conclusidn cuadro 1.
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20. §§ (arc cos u} = - f*—i"—"
V 1-u?
2l. 7 f{arc tg u) =  — £ 5
- 1+ u
a._ _ du
22. ax {senth u) = {cosh u)} dx
Q. _ &u
?3.“d¥ ‘cosh g) = (senh u) ax
1
d du
24, =— {tgh u) = e——
dx cosh2 u dx

A continuacidn de deduce la primera de las férmulas basicas

de derivacidn.

forma similar.

La deduccidn de las siguientes puede hacerse en

FORMULA 1: "La derivada de una constante es igual a cero”.

En simbolos,

d

gm €= 0

f{x) =¢C

Demostracidn

La gréafica de una constante

es una paralela al eje de las X,
es decir, para cada valor de x-°

le corresponds uno de la funcidn

que es siempre C.

Gri&fico II-3

f{x) = ¢C
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Para demostrar gue su derivada es igual a cero, hasta apli-

car paso a paso la definicidén de derivada
Sea la funcidn
(rr-1) £ (x) ﬁfC
Incrementado x en élx, se tiene
(1T-2) £(x +O :;):: = C

Restando miembro a miembro (II-~2) y {II-1l) se obtiene el in

cremento de la funcidn
DNf(x) =c -Cc=0

bPividiendo por D x y tomando limite para x>0 se llega a

la derivada,

DE(x)
Dx

D £ (x)

Dox

lim
Nx—> 0

Es decir,
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EJERCICIOS: Derivar con respecto a x

, d
£ o =
(x) s 4=0
2. y = x4 x? e 1
Dy = Dx3 + sz + bl
y' = 3x2 + 2x
3. y = (x3-+ 1)3
dy 3 2 4_ .3
ax = 3I{x” + 1) o {x” + 1)
= 3(x3 + l)2 3x2
a. F(x) = (x2 -~ 1) {(x+ 1)°
fl - 2 2 . -=]3
(%) = (x° -~ 1} 3{x + 1}° + (x + 1) 2x
5 vy = X
x2+l
g = (x2+l)--x sz}: l—x2
x? + 1)2 x2+1)2
6. y = 1ln (x2+ 2)2:21n (x2+2)
vy o= 2 (2x%) = —2E

%2+ 2 x2+ 2
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7

Derivar con respecto a x la funciébn

2, . "

y = u3 + 1 , siendo u = 3 X% +x

%ﬁ = 3u2 = 3(3x2 + x)z

Woo oex o+ 1

Ay _ 8Y 89 _ a2n2 4 owv2 e a 13
dx =~ du ® dx 3{3x% + x) (6x-ﬁl)

e

Calcular la derivada de y con respecto a x, aplicando
la férmula de la derivada de las funciones inversas .

X = 3y~ 2
dx _
dy 3

Aplicaﬂéo la férmula 10, se tiene

Este resultado puede verificarse; si - -

x = 3y -2
su inversa es
v =%‘-(x+2)

Yy su derivada con respecto a Xx @

g
W |
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DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

Ge denomlna dlfeiepc1al de una funcidn v=Ff(x)}, lo cual se
51mbollza ‘dy o df(x)g al producto de 1la derivada de dicha fun-

cibn por el incremento arbitrario de la variable; es decir -
{(1T-3) dy = £'ix). Ox
; Siyﬁ(x)?=g¢ ehﬁéhces £'(x) =1, ¥ la'diferencial resulta
dx =D x

Asig la diferencialde la variable independiente es igual al
1ncremento arbltrarlo.ﬁby Teniendo en cuenta este resultado ,
Ta” expresién (II ~3j puede escrlbllse en la forma wmads deneraliza-—

da siguiente
{1I-4) dy = £'{x) dx

- Bs de¢ir, .la dlferenc1al de una funclon es lgual a la deri-~
vada de dicha Funcmon por la dlferenclal de 1a varlable 1ndepen~

diente.

Representacidn geométrica

Veamos geométricamente el significado de la diferencial. En

la grafica II-4 de la funcidn y = £(x} se tiene,

L S Grafico II-4 /
: B S o
f(x}ntga—-- »
AB - S
C
i iB

dy = £'(x).0%
= X | AB=BC
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0 sea gque la diferencial dy, geometrxcamente, esta  represen
tada por el segmento BC. En la gréafica puede verse que el valor
de la'diferencial dy = Bc es diferente-del lncremento de 1a fun-
c1on£5y;.BD ‘Fungue para. 1ntervalos pequenos ambos valores son
aproximadamente iguales. ' I

DERIVADAS SUCLESIVAS

La ‘derivada’ de una funcién y = £(x) recibe el nombre de dex
rivada primera de la func1on, la cual, como se sabe, seslmbollza

f.(x)=yn_.gf_(xl_~§l__.nf(x) = l

L - . dx dx

La derlvada ‘primera,en general, es una nueva func10n de X
si” eéta ‘Funeidén és derivable, su:deriyvada se denomlna _ derxvada

i i) .

segunda de f(x), la cual se simboliza,

2 2
f" (X} = Y" = d i(X) - d Y =D2 f(x) ==__':‘

ax 2 dx?

i Del -mismo . modo, 1a derlvnda de la derlvaaa segunda, ‘gi exis

te, se denomina derivada tercera de f(x), que se representa.

3 ~ 3
£ (}C) = y,u= d f(X) = d

3 g = D3 £ (X)ﬂ panr

Pt iU Ol

y asi sucesivamente. ‘ oY SR

En el capitulo 51gu1ente se veran apllcac1ones de las deri —
vadas sucesxvas. : BT
E"'?' )

EJERCICIOS: Calcular las derzvadas su0351vas de la siguien-

te funcidn: B P ‘

3 _ 5.2

Sy = 3x %"+ x - 1

y' = 9x°% - 4x + 1
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y= 18

Todas las derivadas siguientes son nulas.

DERIVACION NUMERICA

: Los precedlmlentos de der1vac1on numerzca permiten calcular
en forma aoroxamada el valor numerlco de la derivada,’conociendo
'solo valores alslados de la varlable y sus correspondiehtes de la
ﬁfﬁuQCLOng_esto es, cuando no se conoce 1a forma analitica de - . la

Y

funciédn.

. Sean los valores lgualmente espac1ados Xo, Xo +h, Xo+ 2h,
ceua para los cuales se conoce los valores' correspondlentes de
la funcidn: f£(x,), £(%y + h), £(xXy + 2h), Cees
S
Con estos valores se puede calcular las diferencias de suce
sivos érdenes:

y H

X | £(x) e ONER) él?f(x)w
%o e NPAY {05 A S J e RO
Xg + h fixe + 1) Nty +h) N £(xg 18
Xo + 2 Elxgr ) NEGeowzh) - e
Xo + 3h . f(x, + 3h) . .

f(xd + h) - f(xo)
DNE(xg + h) ~ D E(xg)

Siendo - /N f(xg)
APE (x)

eto.

#

!
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La siguiente férmula permite calcular. a partir de la infor
macidn anterior, el valor numérico de la derivada, conociendo sé-

lo valores igualmente espaciados de la variable independiente vy
de la funcidn. e

Lrxo) | Lelxg) _

= 2 -
D £(xo) =L OE(xy) > =

s Para que. esta formula seavallda es necesarlo que las- dlfe -
‘rencias de primer. orden, segundo orden, etc.; sean cada vez meno
res. - En otros términos se requlere que la serlesea convergente,

y para ello - segun se verd en el capxtulo V - las dlferenCLas de
beran tender a cero.

% Eiercicio; Calcular la tasa instanténea de mortalidad por
.edad ; - ' - S 7

“

P | ail (x)
Sy _(3{_) T 1 x) A%

para la edad x=5, a partir de la siguiente informacidén ob-
tenida de una tabla de vida:

1(5) =92476; 1(6) =92366; 1(7) =92272; 1(8) =92 190
1(9) =92118; 1(10) =92 052 s

Solucidn: Calculando las dlferenc1as sucesivas de prlmer
' orden, segundo orden, ‘etc. se tiene: .

: oy v .

" x 1{x) - O1(x) azl(x) M A
5 92 476 - 110 16 - 4 4+ 2
6 92 366 - 94 12 -2 -2
7 92272 = 827 /% 10 i< 4 .
8 92,190 -~ 72 6
9 92 118 - 66 -

10 92 052
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La formula de derivacidn numérica es :

i Y
o S . . 3
- D1{xy) = '%" o ldxy) —&-ﬁé—ggl-_+£~}~%g9*lw .o
L

Reemplazando los valores numéricos, resulta :

16 | {~ 4)

' - . 28 . 2
1'(5) =2 (-110) 2 o+ 3 z
= -110 - 8 -1.3 -0.5= - 119.8 -
C1v(8) L = 118.8 . oo
p(5) = sy < EWT: = 0.00130

APLICACICONES A LA DEMOGRAFIA

En el capitulo siguiente se empleard el concepto de deriva-
da para analizar diferentes funciones demogr&ficas. Aqui sola -
mente se presentaran en forma resumida algunas funciones que se
utilizan en Demografia, las cuales cbnéeﬁ:tualménté corresponden
a la nocidén de derivada. Para un andlisis mds amplio puede verse
el documento de J.Somozz "Poblaciones Teéricas"-i/

4/ Jorge Somoze, ‘Poblaciones Tefricas , CELADE, Serie B, No. 20, Santisgo, Chile.
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1. Incremento anual de la poblacidn en t

Segin se ha visto al principio del.capitulo, el incremento
medio anual de la poblacidén para un intervalo finito de la varia

ble es igual a

AN(E)  _ N(t1) - N(to)

Si se tomd limite a esta expresidn para At >0 se llega a

la definicién de derivada

aw(e) O UAEE) | Nley) - Nlto)
=~ = lim — —

(11-5) - lim ,,
dt . Nt T Tty -

Dt — 0 Dt — 0

la cual demogréficamente representa el incremento anual de la po-

blacién en t. Esta derivada también recibe el nombre de densi-

dad anual de incremento en t.

Por ejemplo, dada la funcidén . = - . N

.- teie S ‘-;",.';-'; }’ i -
[ P R . "“;'Jask - v -
g RN ’ff’ ", 0 eep ST 2 &P e ¥
(II=6), N(t) = 67000 T 234t.% 9tT + 2tT
- TEgYY T N :'it R » " “ . S ’ RS | ~ . gk
" obtefier el crecimiento anual de.la poblacién en el momento
to = 1 o ' ] _.. e =3 '-'_.-; e ‘
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Solucidn: Calculando la derivada de (II-6) y dando a t el
valeor 1, se tiene:
2

N' (t) 234 + 18t + 6t

It

N'(L) = 234 + 18(1) + 6(12)

= 258

2. Tasa anual de crecimiento de la poblacidn

La tasa anual media de crecimiento de la poblacidn corres -
pondiente a un intervalo Lot <ty es igual a

N(t;) - N(t,) ON (t)

tl —'to ' ; ’ : &t
r{tg, ti) = __ =
N (th tl) N (toa t_]_)

donde el numerador es el crecimiento medio de la poblacidn en el
intervalo t5 = t £ t; y el denominador es la poblacidén media
de dicho intervalo.

Si se toma limite para Nt ~> 0, se obtiene la tasa _anual

de crecimiento en £

N (t)
Ot DN(t)
(II-7}) r{t) = lim ~— =
Wty t1) N{t)

OL-—>p
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Eiémpios = iUl el sie lnon

Calcular la tasa anual de crecimiento en el momento t°==l,
de la funcidén (II-6). considerada arriba.

Solucidn:

N' (t)

(II~7} rit) =
' N(t)

N (1)

1-8 1
(II-8) r{l) ETE)

S (11-9) N(t) "_=' "6 000+ 234t4 9t 4 2t3
_ 2

(II-10) N'(t) 234 + 18t +6t
Haciendo én”(I;-Q)my ¢;Tlo)5t =1, resulta

N(l) = 6000+ 234 + 9 + 2 = 6 245

LN =234 4 Te e e 258

Reemplazando estos valores en (II-8) se llega al valor de
1a taga CC U0 e i :

-3

N' (1) 258
r(l) = = - = 0.04131
N{l) - 6245 —
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3. Densidad anual de nacimientos, B(t)

Esta ‘funcidn, como las otras consideradas en este punto, apa

recen en los estudios tedricos de poblacién.

Denominando B{tgity) los nacimienitos ocurridos en el interva
lo to £ £ = tl" el limite .

(I1-11) B{t) = 1im 2{Forty)
£y - &,
. DL >0

" se denomina densidad anual de nacimientos en t. FEn algunos
textos, por ejemplo en el clésico libro de Lotka sobre Poblacio-

nes Tedricas ¥ se le denomina simplemente: nacimientos anuales
de la época t. Més adelante en los capitulos IV y V se emplea
este concepto en algunas relaciones entre variables.

4. Densidad anual de muertes, D{t)

En la misma forma, el limite: -

™ -~ - %
(11-12) D(t) = lim 210 tiJ

tl tO

&t it 0 . - : e

Recibe el nombre de dgn91dad anual de muertes en tg o abre-

viadamente, defunciones anuales en la dpoca t.

Alfred J., lotka, Teorle snalfitica de las ascciaciones bioldgiess , CELADE, Santisgo, Chile, 1969,
' * s - ; ; ¥
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5. Densidad de distribucidn por edades

Slmbollzando con C(x . xl) la proporc1on de personas con eda
des comprendidas entre .xo_y X1lo . el llmlte

(11-13)  #(x) = lim —O 2=
xl —xo
Dx—> 0

se denomina densidad de distribucién por edades. Lotka? lo

denomina coeficiente de distribucién por-edades.
_Este concepto que se reflere a una varlac1on contlnua de 1la

edad, se corresponde con 1a dlstrlbuc1on por grupos de edades en
el campo discreto.

6. Tasa anual instantanea de fecundidad

Dada la tasa de fecundidad por grupos de edades

B(x, x+ n)

N(x, x+n)
donde B(x,x+n) son los nacimientos de mujéres con edades compren
didas entre x, x+n; y N(x,x+n) la poblacidén femenina de ese gru

po de edades, su limite

B(x, x+n)

11m

i

(I1-14)  £(x) = lim £ —

n—>0 n-—~>0

3/ Alfred 3., lotka, Op.citi, p. 68 ~ ~ -t
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B{x, x+n)
= lim ——2%—n o BX
N(x, x+n) N{x)
n
n—s30

se denomina tasa anual ingtantinea de fecundidad. B(x}es la

densidad de nacimientos de mujeres de edad x, y N(x) es la den-
sidad de personas de edad x. La funcidn £ {x) del campo continuo,

se corresponde con la nfx en el campo discreto. . .

EJERCICIOS DEIL CAPITULO I1II

1. Dada la funcidn

2

Fx) = x* -~ x+3

calcular para el intervalo x,=1 a x, + Ax =3
(a} El incremento de la funcidn: Z\fix)}
{b) El incremento de la variable: Ax

(¢} El cociente de incrementos: O F(x)

(&x.
Solucién -~ & B . .Grafico II-5; -
9L . i,f7r
(a) f(x)=F(3)~£f(1)=9-3=6 , A {
{b) AL =XK1~ Xpo=3-1=2 I /o AR
A
‘ ,. ;
'(c).__._g_.l_‘/—\“f X)_ 86 =3 R - ‘:"3%:1-;,"_""_:l_‘-“"-'-' S T
TAY 2 b ed=3 i'f(ﬁ)m?
orﬂ_ Oxme |
: 1 2 3 %
i
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2. Aplicando la definicidn, .calcular la derivada de la siguien
te funcién ’ ‘ ' '

f(x) = x3
Solucién
ff&+hf=_&¥m3 : h=£x “”w
E(x+h) - £(x) = (x+h)? = x°
= x3+3x2h+3xh2 +h3- x3
OE(x) = ’3x2‘h+ 3“5{h2+'h3
'"é“f‘—('i)* = 3x2 + 3:-:h-t-h2
Dx
lim —LEX) 2640
N x
Dx—30
PHx) = 332

3. Dada la funcién f£(x) = x2 + x

(a) calcular el:incremento medio de la funcién en los si -
guientes intervalos:
desde "Xy=1 hasta: x3=2; x2=1.5; X3=1.l; x4=l.05.:
" xg= 1.01 L ,

(b) Calcular la derivada en el punto x =1 y: comparar los

o
resultados.
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Solugidn
(a) £(x3) - £{xp) £{2) ~ £{1} 6.~ 2
- : SO |
X1 ~ Xg 2~-1 1
£(xp) ~ £(x,) £{1.5)- £(1) 3.75~2
- = =~ - = 3.50
Xy -~ xO 1.5~1 .5
E(xy) - £(xg)  £(1.1) - £(1) 2.31-2
- = = 3.10
X3 -~ Xq 1.1-1 0.1
Xy - Xg 1.05~1 0.05
f(x5) - f(xo) £(1.01) - £(1) . 2.0301-2
= = = 3.01
X5 = X l.Olfl 0.01
2
(b} £({x) = X + x
Fri{x) = 2x + 1
£1{1) = 2(1) + 1 =3

0 sea gue a me&idé que el incrémehto de la variable se
va acercando a cero, el incremento medio de la funcidén va
tendiendo hacia el valor de la derivada, gue es el cociente
de incrementos para un intervalo infinitesimal.



66

4.

Derivar con respecto a x

(a) y = 3x3+2x2-x+1
y' = 3(3x9) + 2(2x) -1
= 9x2_-_&-4x-1
,
(b) y= 2x° + X - 2
:y;l= 4x 4+ 1
(@ y= 2 =ul
y' = 3(x"?%) = - 3
X

Derivar con respecto a x

@  y= &+ 2¢
‘ f . g} ;_‘4(x3 + 2)3 g% (>+ 2)

= aed iy 2w o e 23
{v) y = (x2+x--1)2

y' = 2 (x%+ x~-1) (2x + 1)
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{e) vy = V/x4 -1 = (x -~ lfé
3
Y' = "-;!é"“ (xd«“l)"yz {4}‘3) - 24;
4
® - 1
. 3= 2x
@ y= 3T
(3 + 2x) 3@; (3~ 2%) - (3 - 2x) —d@; (3 + 2x)
' Y' = 5
(3 + 2x)
(3+2x)(-2) -~ (3-2x)2 =12
(3 + 2x)°2 3+ 2x)2

6. Calcular la derivada en el punto;xo-mlz, de la siguiente

funcidn
£({x) = .fgzz;'li? f , _
£ (x) = 2(x%-1) 2x = 4x (x° - 1)
£1(2) = 4(2) (2%-1)= 24

7. Calcular la tasa de crecimiento de la funcidén logistica

N{t) = : k3 r;=parémentros positivos
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Solucién

Aplicando la férmula 8 correspondiente a la derivada de un
cociente{ se tiene

0-ke Tit (o) rik e Fit

2

N'(t) = — -
(L+e7 %Y (1+e Fity2

Por lo tanto la tasa de crecimiento sera:

-r: t
rike 1
N (t)  (L+e Ti%2 r; e Fit rj
r(t)= = = s ri t
N(t) k l+e -1 l+ei
l%-e-rit

* Este resultado muestra qgue la tasa de crecimiento de la lo-

gistica es también una funcidén logistica, pero de forma contra .-

ria a la anterior. A medida que ¢t crece la tasa de crecimiento

de la logistica va disminuyendo permanentemente desde un valor
inicial rj hasta hacerse asintética al eje de las abscisas.

Xy

rj Grafico II-6 -




Capitulo 11T

MAXTMOS 'Y MINIMOS

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECLENTES
Una funcidn y = £(x) es .creciente-en un punto X0
do un h positivo e infinitamente pequefio, se verifica

cuando da-

figp TTT-]

Gra

£lxg~h) < £(x,) < E(xy+h)

Anidlogamente, una funcidn y=f(x) es decreciente en un pun-

to Koo cuando se verifica

Grafice III-2.:

T—

AN

X-h x z+h
-} ¢ 0

Si una funcidén es creciente en un punto, el incremento de la
funcién es del mismo signo que el incrementc de la variable. EI
cociente de incrementos seri positivo v el 1limite, gue define 1la

derivada (si existe), seri tambiin positivo.



70

/\f(x) 0 ;. lim éf—(& = £'(x)> 0
.&X B . AﬁX Tl e
iﬁx—m} 1)

Del mismo modo, si una func1on es decrec:.ente en un puntoa el 1n
cremento de la funcidn es de s;Lgno dontrario que el ‘incremento de
la varlable. El cociente de incrementos sera negatlvoyrel limite,
" o.séa 1la derlvada, seri tamblen ‘negativa. SRR

MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION

Una funcidén y = f£(x) presenta un miximo relativo en un pun-

to X0 cuando se verifica

Grafico III-3

£(x) > £(x) "i\

para valores de x en el entorno redu- %
K . 0
cido de X5
Una funcidn y = £(x) presenta un minimo relativo en un pun-

'to x,, cuando se verifica

Grafico III-4

Elxo) < £(x)

Para valores de x en el entorno redu--

cido de x .
Q




71

Condiciones para la existencia de un maximo

Si una funcidn derivable y = £{x) presenta un méximo en un

0

punto x_, a la izgquierda de ese punto la funcidn es creciente vy
su derivada positiva. '

En el punto x_, la derivada es nula, pues la tangente geomé

o’ , _
trica a la curva es una paralela sl ejé de las abscisasy su coe-

ficiente angular, o sea la derivada, es cero.

A la derecha de X la funcidn es decreciente v su derivada
negativa. Es decir,

Gr&fico I1I-%®

si x<x, ¢ £(x)>0
n - - . /-‘-
s1 X=X, i £'{%5)= O
s8i x> X, 7 Fr{x) < © #{x)

XN

o £1{x)

La derivada primera es positiva a la izquierda de X4 nula
en X, Y negativa a la derecha. Por lo tanto £'{x) es decreciente
en X .

Si la derivada primera es decreciente, su derivada, o sea la

derivada segunda de £(x), serad negativa en el punto x Que son

O-
las condiciones para la existencia de un maximo relativeo:

Rt ]




72

Condiciones para la existencia de un minimo

[

' De igual manera, si una funeidn y = £(x) presenta un' minimo
en Xos a la izquierda de ese punto, la funcidn es decreciente vy
su derivada negatlvaa en X, la der1Vada es nulag y.a la derecha

o

15" func16n es crec1ente Ve su derlvada pOSltha. Es decir,

Grafico III-6

si X <Xy i f'{x)<0

f(x);
si x=x5 : f£'(x5)=0
si x>x s F(x)>0

La derivada primera f'{x} es creciente‘en Xne Y SU derivadga
o sea-la derivada segunda de f(x) serd positiva en el punto Xgo*
Por lo tanto las condiciones para la existencia de un minimo re-
lativo son:

£(x)) =0 |

~e

£ (xg) > 0

b

Los valores- de-%. para ios cuales 1la’ derlvada prlmera ‘es  i=

gual a cero se denominan valores criticos.

Es de interés tener en cuenta las siguientes observaciones:



73

8i £'"(x) =0, el mdximo o minimo prede determinarse segin el
compertamiento de la derivada primera:
f{x) tendri un maximc en Koo si f'{x) pasa de positiva a ne
" gativa en ese punto, ' '

fi{x} tendrd un minimo en X0 si £'(x) pasa de negativa a po

sitiva.

Para verificar }lo antericr basta con determinar 1 signo de

la—de;ivada a la izquierda y derecha del valor critico.

Por otra parte una funcidn puede tener un maximo ominimo en
o aungue no exista £'({x ) es decir aungue la funcidn no
sea derivable. Un ejemplo tipico es la funcidn representada en

un punto x

el ‘grafico III+7 que presenta un ‘
punto anguloso en X e Grafico III-7

Los valores de x=Xx, en los cuales f{x)} estid definida pero
no existe f'(x) también reciben el nombre de valores criticos. En

catos casos el maximo o minimo puede determinarse, como en el cazo

anterior, segtin el comportamiento de la derivada primera :

£ (x) tendri maximo en X o si £'(x) pasa de + a -~

©F(x) tendrd minimo en X0 si £'(x) pasa de ~ a +.

(Ver ejercicio 4 al final).
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CONCAVIDAD, . CONVEXIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION.

Concavidad

Una funcmon y= f(x) es concava hacxa arrlba en un punto X
cuando para valores de x en el entorno redueldo de xo,‘se veri —

“fica

Grafico I11I-8

£(x)

f(x) >

.T31endo y 1a recta tangente a la

o’

curva en el punto de absc1ba X
es decir fix,) = y . )

En otras palabras una funcién es cdncava en un punto si la

funcién estid situada por encima de la tangente.

' 81 la funcidn es cdncava en X g la derivada primera es cre-

ciente ya que la pendiente va aumentando y

‘n~f“(xb).3?_ 0-.

Convexidad ' B S

Una funcidén y = (%) es convexa hacia arriba en un punto x,.
cuando para valores de x en el entorno reducido de x_, se veri-
fica,
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Grafico IIIL-9

v

/X

EERN

) £(x)
siendo Ve la recta tangente & la

Oﬂ
En este caso la iuncidn estd si-

curva en €l punto de abscisa x ‘

tuada por debajo de la tangente. o

Si la funcidn es convexa en X0 la derivada primera es decre

ciente ya que la pendiente va disminuyendo y

i

.".‘nx\<0
£ o

Una funcidn es cdnecava o0 convexa en un intervalo, cuvando lo

es en cada uno de los puntos de dicho intervalo.

Punto de inflexidn

Es aguél gue se presenta donde la funcidn pasa de cdncava a

convexa, © viceversa.

Grafico III=-10

;//»f—-\




76

Si la funcidn presenta un punto de inflexidén en un punto xg,
su derivada primera f'(x) crece (decrece) hasta el punto X5 y de
ahi comienza a decrecer (crecer), por lo tanto la derivada segun
da cambia de signo en ese punto. '

Grafico III-11

: f.(x}
f{x)

£'{x)

£ (x)

{

B 7‘f“ (x)

Por lo tanto una funcidén presenta un punto de inflexidén en
xo; - .

si £'(x) =0, vy
si fn(xo) éambia de signo en el entorno de.ko

La Gltima condicién equivale a £'"(x,) # O.



En resumen:
Funcién creciente en x5. @ £'{%5) > 0
Funcidn decreciente enxg: I'{x. ) <0

M&ximc en =

- P} = - 31 3‘/'
o H £ \XO) 9] £ (Xo; =
= 1 . . . £1 [‘ o - 5

Minimo en N : F ‘To) 0 ,'f (xp):b o]

Intervalo de concavidad : f£"{x} > ©

Intervalo de convexidad : f"(x) < O

Punto de inflexidn : £ (x,) = 0 7 £7(x) #0
EJERCICIOS
1. Dada la funcidn _ Gréafico III-12

s £ ()

(I1r-1; £{x) = 3x2-x-%l

Calcular

{a} Valores criticos L S\\\

{b) Intervalos en los cuales

'._l
bt

ol

_a
[\

la funcidr ec creciznte

y decreciente

(a) Valores criticos son aquellos vgloies de x que anulan la -
derivada primera. Derivando la funcidn (III-1) e igua-
landc a cero resulta,

Fi(x) = 6x - 1 = 0
®x = 1/6
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Hay un solo valor critico.

Para x=1/6 el valor correspondiente de la funcidn es

f(%) = 3(%;)2—%+ 1=%£'

L8]

(b) Las condiciones para gque una funcidn sea creciente o de-

creciente son

creciente : f£'{(x)> 0

decreciente: f£'(x) < 9

En la derivada primera, ya calculada,

f'(x) = 6x - 1 =0 : X= %

si x > 1/6 : £ (x)>= 0

si =x~<<1/6 s £'(x) << O
En consecuencia la funcidn (ITI-1) es

decreciente en el intervalo -@® < x <1/6

creciente en el intervalo 1/6¢x<d +o

2. Hallar los maximosy minimos relativos de la siguiente fun —
cidén '

Grafico III-13
16 S

3 T3
(11-2) £ <& - ey / \\
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s3olucidn

Una funcidn presenta un méximo o mirime donde se veri-

fica,

i

méximo :  £'x }= 0 £9(x ) <0

minimo : 1f(x0}= 0 : frix V>0

Los valores de X gue anulan la derivada primera, © sea

los valores criticos, son

fi{x) =x"-2x -3 =20

? \\\\\“x = 3

Reemplazando estos valores xl==~l v x2==30 en la deri —

vada sequnda, se tiene

£'(x) = 2x ~ 2
E'(=1) = 2{~1) ~2 = -4 < 0 (méximo)
£ (3) = 2(3) - 2= 4> 0 (minimq}
En X; = -1 1la funciénkzzl_z) vale
3 ' -
e-p = e - en?Ls e s B 2R

o
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Por lo tanto la funcidn (III-2) presenta
méximo en el punto (-1, 16/3)

minimo en el punto (3 ,-16/3)

3. En la misma funcidn del ejercicio anterior,

3 . _
(111-2) £(x) = % - %%~ 3x + %

Calcular

" (a) Puntos de inflexién

(b) Intervalos de concavidad y convexidad

Solucidn

(a) Las condiciones para la existencia de un punto de in -
flexidn son

f"(xo) = O 14 Y
fuo(x_o} ?.1 0

Derivando sucesivamente, se tiene

£ ()

il
|
I
x
!
{2
"
i

£ (x)

I
»

o
[\
~

t
w
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fu (Y}

il
hy
x
!
N
It
o
]
Il
o

CE(x) = 2

fll‘l ( 1)

It
N
AN
o

Por lco tanto la funcidn f(x) presenta un punto de in =~

flexidn.en X4 = 1.

“(b) Una funcién ‘es ‘céncava ¢ convexa hacia arriba donde se
verifiguert T v A

e v BT A

-
S

concavidad £ {x)> O

wotnio convexidad . o 7 (%) < O
. Partiendo de:la derivada segunda

£x) = 2x - 2=0; x =1

81 x> 1 s F'(x)>= O {céncava)

8i x =<1  f"{x)="0 {(convexa) = -

Por lo tanto la funcidn presenta.

concavidad en el intervalo lex< +o

convexidad en el intervalo ~ . @m<x< 1l
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ANALISIS DE FUNCIONES DEMOGRAFICAS

A continuacién se considera en detalle la forma matematicay
su correspondiente grédfico, de algunas relaciones entre varia -

bles demograficas.
1. Forma matematica de la funcidn
£{x) = C(x-s)(s+n-—x)2' : para s éx < g4+n’

donde f{x) es la fecundidad. por edad de las mujeres, x es la e —
dad, s el comienzo de la vida reproductiva, n la -amplitud del in-
tervalo de reproduccidén y € un parametro positivo que depende del
nivel de la fecundidad.

Esta funcidén ha sido utilizada con frecuencia en modelos
tedbricos, por William Brass, para describir en forma aproximada

la variacién de la fecundidad segiin la edad de las mujeres. ¥

Se analizard la forma matematica de esta curva, en el caso
particular: s=15; n=33. Para ello se considerarid sucesivamen-
co T

(a) Ma&ximos y minimos-

{(b) Puntos de inflexidén

(¢) Intervalos de concavidad y convexidad

(@) £(s) y £f(s+n)

(e) Representacién grifica

i/ V., Bress, The Demography of Tropical Africa, Princeton University Press, 1368, Cepitulo 3,
Apéndice A, ]




Solucidn

{(a) Dandc & la funcidn de fecundidad los valores. particu —
lares 8= 15 v n=33, se tiene

(III-3) £(x) = C(x~-15) (48 -%}2 ; para 15=x<48

2

Clx> - 111x% + 3 744% ~ 34560)

Il

Derivando con respecto a x resulta,
£1(x) = c(3x% - 222x + 3 744)

.

Los valores de ¥ gue anulan la derivada primcra, © sea

los valores criticos son:

£1(x) = C(3x° - 222x + 3 744) = ©
Como € es distinto de cero, debe ser :

3x2-222x-+3 744 = 0

222 & /4356

.xlfm 26



Calculande la derivada segunda y dando a X los valores
eriticos x, = 26 y x, = 48, se tiene ‘

SE(x) = C(3x% - 222% + 3744)- "
£ (x) = C(6x - 222)

cC 6(26) - 222

£1{26) =
= € (156 -~ 222) << 0 (maximo)
£(48) =

C 6(48) - 222

B

¢ (288 - 222)> 0 {minimo)

En el méximo la funcidén (III-3) vale

it

£{26) C (26 - 15) "(483-26‘5)'2 = 5324¢C
Y en el minimo
£(48) = C(48-15) (48-48)2 = o

Por lo tanto la.funcién £(x) presenta,

maximo en el punto {26, 5324¢C)

minimolen el punto (48, 0)

{b) Partiendo de la derivada séguhda; ée ﬁiene

F'(x)= cl6x - 222) = O
6x - 222 = O
222

x=—*€-‘ = 37
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f''"x)= C &6 # O

Por lo tanto f£{x) presenta un puntc de inflexidn en
¥ o= 37

#n cuyo calor la funcidn {IIr-3 vale

£{37) = ({37 - 15) 148 »'37)2 = 2662C

{c) Partiendo de la derivada segunda,

frix) = C{6x - 222} = 0 X = 37

-n

Si X <37 s f"(x)‘(fou {convexa)

8i = > 37 Ffrix) > 0 {concava)

w3

Por lo tanto la funcidn presenta,

E:]::
i
"

N
W
~I

intervalo de convexidad

intervalc de concavidad 37 = x = 48

En realidad los iLntervalos son - <x <37y A7x < +a0
respectivaments, pero la funcidén ha sido definida en el in-

tervalo mas restringido 15 < x << 48.

(@) £(x) = c(x-15) (48 - x) 2
£(15) = (15 ~15) (48 - ®)2 = 0
£(48) = C(48 -~ 15) (48~48)° = O
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{e)

Resumiendo, la funcidén de fecundidad (III-3) presenta:

Maximo en el punto (26, 5 324C)

Minimo en el punto (48, 0)

Punto de inflexidn en : (37, 2662C)
Intervalo de convexidad: 15 € x < 37
Intervalo de concavidad: 37 < x € 48

Valores particulares : £{(15)=0; £(48) =0

En base a la informacidn anterior, la representacidn

grafica es la siguiente:

Grafico III-14

.5 324¢C
- +2662C
] i ' i
O 115 26 b4
N _ 3
f(x) = C{x - 15) (48 - x)
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2.  Forma matemética de lz funcién
i . .
(III~4) m o= 12t PE

donde m es la tasa de mortalidad de un grupo de edad cualguiera,

t tiempo, & v b parimetros.

‘Esta funcidn ha side utilizada para provectar las tasas de
mortalidad por edad a través del tiempo.¥ Asimismo, debidoa la
gran flexibilidad que presenta este tipo de funciones,se la sue-~
le utilizar para ajustar puntos gue muestran la tendencia de.di-

versos fendmenos demogréaficos.

Se analizaré el comportamiénio de esta funéién para'&ifev»
rentes valores de a y b, en relacidn con :
(a) Intervalos en que la funcidh es creciente v detreciente
(b) Maximos v minimos
(c) Puntos de inflexidn
(d} Intervalos de concavidad y convexidad

.. {e) . Limite para: i) t — +¢0 8 T e T R

hal )

(€} Valér'de la funcidn en el mémento t = O

{g) Comportamiento grafico para diferentes valores de los

parametros a y b.

Splucién

{a) Derivando la funcidn (III-4) con respectc a t, se tiene

m o~ 10° Pt noyn

2/ J.C. Elizaga, Mitodos demogréficos para el estudio de la wortelided, CELADE, 1969.




La funcidn lOa"+bt', por ser exponencial, es positiva
para todo t: 1n 10 =2.3026 es también positivo. Por lo

tanto el signo de la derivada primera depende de b:

si b>"0 : m' > Oz(la:funcién (111-4) es creéieg'
te) A
si b<< 0 : m' < 0 (la funcidén (III-4) es decre -

ciente)
(b) - Igualando a cero la derivada primera, se tiene

a+ bt

(III-5) m' = 10

! {In 10) b = 0
8i b=0 1la derivada primera es nula; en este caso la
funcién (III-4) se transforma en una constante.

a+0t

m = 10 = 10°

Sib#o0 no\héf ningﬁﬁ-vaiof”de ; péra el cual la deri
vada (III-5) se haga igual a cero, cualesquiera sean los
valores de a2 y Db. Por lo tanto la funcidén III-4 no pre -

senta maximo ni minimo.

(¢) Calculando la derivada sequnda e igualando a cero, re-
sulta

(III-6) m" = b2(1n10)2 102*Pt _ o

No hay valor de t que haga (III-6)'igdalra cero. La
funcién (III-6) no presenta punto de inflexidn cualesquiera
sean a 'y b. - : ‘ Dt B
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(d) pPara todo a y b la derivada segunda (III-6) es mayor
que cerc. En consecuencia la funcidn (Iri-4) es cdn-
cava en todo su recorrido.

(e) i lim lOa + bt i

o
47}
"
:‘:’_I

\
()

T o |

si B> 0

I
o)
i3

o
AN
o

= 4+ T si

(£} mi{oc) = 10

(g} En base 2 la informacidn anterior, la representacidn
griafica de la funcidn (I1I-4) se indica a. continuacidn.
L o L e e bt
Grafico III-15: Funcién m= 10 + bt

o

a>0 a> 0. \ a>0
b»0 =0 = o

| b=0 b <0

/ | t l\»i

‘La. forma-exacta. de las curvas depende de los Valores

numéricos de a vy b .
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3. ' La funcién "logito de x", se define -

(I11II~7)

y = logito x

1 X
2 lni 1:'X

para valores de X en el intervalo abierto 0 <<x <C1l. Esta fun-

cidn ha sido introducida en la'Deﬁografia por W. Brass, quien 1la

ha empleado extensamente para hacer estimaciones de la mortali -

I d . . » 3
dad en paises con informacidén incompleta.”™

En relacién con esta funcidén (III-7) se analizara :

(a)

Intervalos en los cuales la funcidn es creciente y de-

creciente
(bl__Méx%mos yiminimoq,
(¢c)’ Puntos de inflexidén ..
(d) Intervalos de concavidad y convexidad
{e) Limites la;eraleé'péfa i) xﬂ€;0+ { ii) x = 17
(£) y(1/4); y(3/4)
{g) i¢oﬁportamiento gréficp
Sblu@ién

(a)

Derivando en (I1I-7), con respecto a X, se tiene

1 (I-%x) +x _ 1
X o(l-x)2: %2x(l—x)k>po

A §
,Y“z'_ .
1-x e

3 W., Brass,- ‘Sobre la escdla ‘de la ‘rortalided, ' CELADE, Serie BS fo. 7, San JosS, Costa: Rics, 1971.
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Para todo valor de x del intervale 0 < x 1 la derivada
primera es positiva. Por lo tanto la funcidn logito (III-7)

es creciente para todo x

de su cawpo de variacidn
(b} Igualando a cerxro le derivada primera, resulta

1

I11--8 P e
( )y xf{l~ =)

= 18 .

M
i

221 intervalo 0 <x < 1, en el

No hay ningin valcr de 21 dir . P
cual la ecuacién {III-8) es igual a cero. De aqui resulta

gue la funcidn logito no presenta maximo ni minimo relativo.

{c) Calculando la derivada segunda e igdalandb“a cero, se

tiene
1 1
YT T2x(iw) T 2 - 2x?
~{2-4%)
y' = ————3=0
. (2x-2%2)%

El denominador es diferente de -cero: en consecuencia de-

beréd ser
Ax -2 = 0

resultado x = 1/2. Para este valor la 'funcidn (III-7) vale

1/2
1-1/2

iy . 2
Y(?) = 2 In

En consecuencia la funcidn iogitc presenta punto de

inflexidén en el punto {(1/2, 0).
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- (d) Partiendo de la derivada segunda
Tyt = ——EEQLE—; (= 0, para x = 1/2)
(2x-—2x2)2
.?éi k <;l/27 } y;<( 6 (conve#a)
Si x> 1/2 ; y"> 0 (cdncava):
La funcién logito presenta :
‘ ““Intérvalo &'e*cbnvexida’d“ 0 <x < 1/2
Interya%q de'conqav%dad ;/? <X 4:;
{e) i. 1lim %ln lfx = -0
x-;év0+ h

cuando X tiende
1-x tiende

X .
lx_x;tlende

1n

e .
1 - = tiende

cero por valores positivos

a uno

cero por -valores positivos

menos infinito
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3. 4 I : .
v(1/4) = 5 1= "f—}./;/a == dn 3 = - D0.54%3
3/4 1
. 1 & - .
y(3/4) = S Iln g5z = 3l 3= 05493

(g} De acuerdo con ics resale
tados arteriores el com-
periamiento gréfico de la
funcidn logito es la si-

uiente :
g 0.5493

-0.5193

4. Forma analitica de la funcidn
Oy o L oM
TRTAT 24 n m
nox

donde: nTx eg la tasa de msktéiiéﬁé del intexrvalo de edades x,xX+n,

ndx €8 la probabilidad de morir entre las edades x#,%x+n, v n es la

amplitud del intervalo de edades. -

Esta es una de las reslaciones gu2 suelen emplearse anla cong
truceion de una tabla de vida para pasar de las tasas de mortali-
dad por edad conocidas, a las probabilidades de morir de 1d tabla.¥

4 Reed y Lerrell, Un método ripido para la onstrucciSr de uns tabla de vida ebreviada, CELADE, Sarie D,
No. 149.
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mente

Para abreviar se omitirdn los subindices escribiéndose sola

(II1-92) g

2nm

2+nm

Se calcularan:

Intervalos en que la funcidn es creciente o decrecien

(a)
te
{b) Maximos y minimos
(c} Puntos de inflexidn
(d) 1Intervalos de concavidad y convexidad
(e) Limite de la funcidn para m — + cQ
(£} Valor de la funcidn en el origen
(g) Comportamiento grafico
Solucién

(a)

La derivada primera de (III-9); con respecto a m, es

. 2n(2+nm)-2n2m an
d - {2+nm)?% - (24nm)2

la cual es positiva para todo m. Por lo tanto la funciéﬁ_H

(I1I-9) es siempre creciente.

()

Igualando a cero la'de'rj.x}ada Pprimera, resulta

4n
0

Q= T =..0 -
. (2+nmJ- .2--..7 I . B .
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ninglin valor de m satisface ezta ecuacidn. De aqui resulta

gue Ja relacidn (III~9},nQ,presenta_méximg ni minimo.
{¢) Calculaniic ¢ e icualando z cero, resulta

—dn 2{2+am)n ‘ »8n2- .
q“ = ez - = [

s \'f £
{2 + nm) {2+ nm

Ninglin valor de m es solucidn de esta ecuacidn; en con

secuencia no existe punto de inflexiodn.

{d) La derivada segunda con respecto a m:

s

-8 n?

R a
g = SRS

Q+nm)3

es negativa para tode m. Por lo tanto la funcién (III-9)

es convexa eh fode si recorrido.

{93 lim ——— = lim e ——— = 2
2+4+nm 2 4n
m .

m— +0Q0 m-3 + O
(£} gfo} =20

{g) El comportamiento grifico resulta :

_q{.. -+ ¢ grafico IRI-17

2

|
|
|
|

! m
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2.

" EJERCICIOS DEL CAPITULO III

Dada la funcién

(III-10) £(x) = x%-x+2

calcular los intervalos en
los cuales la funcidn es

creciente y decreciente

Solucidn

Derivando e igualando

Mx) = 2x-1 =
» =
Si x<1/2 ; £(x)< 0

8i x>1/2 ; £'{x)>0

a Cero,

0
1/2

Grifico III-18

resulta

(decreciente)

{creciente)

En consecuencia la funcién (III-10) es

- decreciente en el intervalo -so<x < 1/2

- creciente en el intervalo

1/2<x<+00

Calcular los maximos y minimos de la siguiente funcidn

(III-11) £(x) = x3-% x2

-6x-1
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Solucidn

Los valores de x gue anulan la derivada primera,son

il

; 2
%) 3T -~ 3% -6 = 0

sE\/9472 %=1
- -

~.
\‘~x2 = 2

Reemplazandco =zstos valores en la derivada segunda, re-

sulta
£ {x) m:'ﬁx-—B_
fFi~1) = 6{~1}) ~3=-9<(0 {(miximo)
£(2) = 6(2) ~ 3 =9>0 ‘(‘:Iﬁiz;;i'mo)
En %, = -1 la funcidn valé
f-L= 1?2 D6 (-1-1=2
En Xy = 2, la funcién tema el valor £(2) = -11

Por lo tante la funcién {III-11l) presenta

méAximo en el puntec (-1, 5/2)

minimo en el punto {2, 11}
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Determinar los intervalos de concavidad y convexidad de la

siquiente funcidén de t

(111-12) N(t),= N(o) ett

Solucién

Calculando las derivadas sucesivas con respecto a t,

se tiene

S ()

Cualquiera

positiva.

N'(t)

N(o) r e®

t

N{o) r2 ert:>'0

sea el valor de r, la derivada segunda es

En consecuencia la funcidn (II1-12) es cdncava en

todo su recorrido.

Calcular los méximos y minimos de la funcién

1+ a<x~ﬂ2

(IT1-13)

Solucidn

£(x)

£{x)

£' (x)

i

Grafico III-19
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No hay ningin velor de x en el cual la derivada primera sea
igual a vero. &in embargo cuande X =2 la funcidn £'{x) no esta

definida. For lo tanto hay un valor critico en Xy = 2.

Para x < 2, £'(x) < 0, v ia funcién (III-13) es decreciente

‘Para x >.?a f'{x}'> 0. y'la funcidn (III-13) es creciente

A laz izZgquierda .de Ry = 2 la funcidn es decreciente y a la

Gerecha creciente, por lo tanto £{x) = 1 + ??(x-2)2 pregenta
un minimo en Xy = 2.

iz

n ese punto el valor de .la funcidn es

£(2) = 1.4 \3‘/(2-2)2 = 1



Capitulo IV

INTEGRALES -

El concepto de integral tiene dos acepciones en el cilculo.
La principal de ellas consiste en considerarla como un proceso de

§gm§. En este sentido la integral representa el limite de una
determinada expresidn aditiva, gque graficamente corresponde al
area comprendida entre una curva, el eje de las abscisas y dos
ordenadas a y b. ' '

'E1 segundo significado del concepto de integral, es el de
encontrar una funcién primitiva conociendo su derivada. Estos dos
tipos de integrales se llaman respectivamente definida e indefi-
nida v la conexidn entre ambas estld dada por el denominado teore
ma fundamental del cdlculo integral.

INTEGRALES INDEFINIDAS
En capitulos anteriores se ha visto cémo dada una funcién se
puede hallar su derivada. Ahora se plantea el problema inverso,

es decir, dada la funcidén derivada hallar la funcién de la cual

proviene. O sea, si se tiene
y = F(x)

cuya derivada es
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la integral indefinida de esta funcidén es su primitiva F(x). En
general se agrega una constante C, llamada constante de integra-
cién, por cuanto también la derivada de F(x) +C es igual a £{(x]}.

Esto se indica escribiendo
‘ff{x) dx = F{x) + C

que se lee "la integral de f(x) dx es igual a F(x) més Q", Ladi-
ferencialdx indica que x es la variable de integracién..

Ejemplo
y = xz + 3
g§ = 2%
jzx dx = x2 + C

FORMULAS BASICAS DE INTEGRACION

En el cllculo diferencial existe una regla general para cal
cular la derivada de una funcidn, gue consiste en calcular el in-
cremento de la funcién, dividirlio por el incremento de la varia-
ble y después tomar su limite para el incremento de la variable
tendiendo a cero. FPor el contrario, en el cilcule integral no
existe una regla general correspondiente. La integracidén puede
decirse que es un procedimiento esencialmente de ensayo;la inte-
gral de una funcidn £(x) es aquella expresidn que derivada repro

duce dicha funcién.

Para facilitar la resolucién de integrales es conveniente
tener a manoc una tabla de integrales io més amplia posgible, a las
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cuales se trata de’ reduclr, por dlversos métodos .’ expresxonesmas
compllcadas. En ‘1a paglna 51gu1ente se lncluye una’ "TablathaIn—n
tégrales“ ‘ef la que aparecen s6lamente los casos mis senclllos .
En estas férmulas u y ¥ indican funciones derivables de\nnacleg
ta variable independiente, por ejemplo x. Los simbolos a, n, C,
e, son constantes. y ' o

Ejemplos:

Resolver las siguientes integrales indefinidas
j\xé dx

Esta forma de integral aparece directamente .en la tabla; a-
plicando la férmula 1 se obtiene

a+1
jx4dx=x + ¢ =X 4o
4+1 5

Si se deriva el resultado, se produce la funcidn integrada:

A S
| 2
‘f(x + 2%° .~ x) ax

Apllcando ‘las formulas 1,-13. v 14, se tiene

3

fe v 2 - x) ax =[x ax+ 2% ax - frax . o
4 3 .2
X ax x5
= Tt 23 z v ¢
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TABLA DE INTEGRALES

n+l

1. .Yun du = un+l+ Cin#-~-1

du a
10 j"""""""—'—""= arc sen — + C

;/éz_uz a

2. jdu = u+C

_@_\;_ ‘ - . du 1 u
3.j‘u==lnu+c 11.§T~—T=~arctg~+c
a“+u a a
. u
4. Saudu= lnaa + C
du 1 u-a
12, { ———= — In +C
u- - a 2a u+a

it

5. [elau = e +c
| 13, | (§+v)dx=j‘u ax+{vax
6. {sen u du=-cosu+c
14. { avax = a[u ax

7. jcosudu =genu+ ¢

e —gx) ax = £x) + ¢

8. urtg udu =~Incosu+C
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]
C—
%
L
N
X
+
"
i
~
»

3. 7 j‘ \/?(l+x) ax’ ) dx
3/2 + -5.2; x5/2 + C

|
. GHN
) "

4. ffax+1 ax
Esta integral no aparece en la tabla. Sin embargo puede re

solverse mediante un cambio de variable. Haciendo u = 3x+1, se

tiene -

W = .

du=3adx ; dx = du

luego,

: j TE au = %—j al”2ay

| ‘Y v 3x +1 dx

3
3/2
N S * _ 2 ,3/2
= 3 3/2~f C = 5 Y +C
- 2+ n¥?ac
5. j'e-x-dx
Haciendo u %'fx, resulta du= -dx; luego,
Je“x dx = Jeu- {(—du) =—jeudu

= v = -e_x + C

- + C



6.

8.

‘YaSX dx

Haciendo u =

f

‘Ya3x dx

lfx ax2 dx

i

Haciendo n

Ix :;1}{2 dx

“H

5tg x dx

Haciendo u =

sen ¥

¥ =
COSXd

Derivando el

3% ; du = 3dx ; dx = & du
fa" daw = 1 fa"au
x2 ; du = 2xdx
jau (%du) = %j a" du
%.ﬁfz +C
sen x
cos X
cos X ; du = -sen X dx
~j‘%? = ~1lnua + C

~ in cos X + ¢

resultado debe obtenerse tg x.

105
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INTEGRACION POR PARTES

Este método permite transformar algunas'integraleéeyrformas

mas sencillas, facilitando de este modo su resoluciédn.

Sean u y v funciones derivables de x. La diferencial desu
producto es ‘

diu.v) = udv + v du

o bien

ndv = d{u .v) - v du

Integrando esta igualdad resulta -

(IV-1) j‘u dv = u.v -jvdu

que es la formula de integracidén por partes. Para aplicarla se
hace una parte de la funcion a integrar igual a u, y la otraparte
igual a dv. 3Se calcula entonces duyv y se feemplazén estas

cuatro expresiones en la fdrmula bésica.

No puede anticiparse una ley general para descomponerx la fun

cidén subintegral, aungue pueden indicarse los dos criterios si -

guientes:

(a) La parte gue se iguala a dv debe contener siempre a dx

(k) La 1ntegral que resulta al apllcar la formula deber ser

mas sencilla que la orlglnarla.
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Ejemplos :

Resolver por partes las siguientes integrales indefini-

das

B P B

av
Haciendo, u = in x
dv = dx
resulta du = i dx
4
v = X

Reemplazando en (IV-1} :

Slnxgai_ _ (lnx) wfr"ix,.» 1/%x dx
u dv u ' v du '

= X In x~x +C

2. ‘gxz e* ax

. x .
. Haciendeo u = x~ , dv = e dx , se tiene

il

s Qu 2x dx

o
i
%

X

dvy = e dx :: v e

it

Sustituyendo en la férmula bdsica :

(Tv~2) 5}:2 e® dx = :-:2 ™ - 2 j‘x &* dx
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La integral que resulta es mis sencilla que la anterior. Re

solviendo . Ex ex_dx nuevamente por partes :

u = X H du = dx

x x
dv = ¢ dx v e

Sxexdx

il

"

]
»

i
e

o
"

Sustituyendo este resultado en (IV-2) :
j‘xzexdx = x2 er - 2% e+ 28X +

e (x2-2x-+2) + C

DEFINICION DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Sea la funcién y = £{x) continua en el intervalo cerrado

a=x=b, Mediante los puntos Xio ¥ sees X 4o se pueden

2'
formar n subintervalos:

Ga,xl) ¢ (xl, xz), ceesp (xn_l » b)
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Grafico Iv-1

/

_'\\

hm e

Se eligen puntos arbitrarios Cqe Cyo-=-2 S 3 correspondien

tes a dichos subintervalos. Se puede formar la suma

8, = fle) (x1-a)rf £eg) (xz-xl)+f..+f(cn_1)(b—x

n n—l)

.Esc;ibiendq‘xo'z 2, ¥, = bpry Fep1™ ¥ = ﬁ:xk, se tiene
n-1 ]
— { ,/.‘, brd
SK == z f‘ck) i3 ‘\k
k=0

Geométricamente esta suma representa el &rea total de los n
‘recténqulos del grafico IV-1 '

El limite de esta suma cuando el nGmero de subintervalos n
tiende a infinito y la mayor de las subdivisiones lkxk tiende a
cero, se denota

“rbfix) dx

a
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y se denomina "integral definida de f£(x) entre a y b". Es decir,

n-1 .
1im Z £loy) Ox =jbf(x) ax
A ,
n-—» 0O
| zlxﬁﬂé% 0

El signo integral es una 8§ alargada gue pone de manifiesto
la intima relacidén existente entre la integracién y la suma.

Geométricamente, el valor de ssta integral definida represen
ta el area encerrada entre la curva y = £(x), el eje de las absci
sas y las ordenadas 2 v b, si f(x) = 0. 85i £(x) es positiva ¥y
negatlva dentro del lntervalo, la 1ntegral representa la suma al
gebraica de 1as areas B b

'TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL:

si f(x):és una funcién continua en el intérvalo‘cefrédo
a<x<b, v F(x) es la primitiva o integral indefinida de £(x)}, se
verifica o
b E _
(1v-3) [° £(x) ax = F(x) = F(b) - F(a)
a la
Es decir, la integral definida entre.a y b de f(x) dx puede
calcularse resolviendo la integral indefinida, dando despues ax
el valor de b yde a, yf restando esos valores. i i

Este teorema es de gran importancia porgue permite resolver
una integral definida, sin necesidad de aplicar su definicién.
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PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Dada la funcidn v = £(x) continua en el interualo agxgb,

se verifican las siguientes propiedades

b . a )
(1) 5 £lx) ax = j £(x) dx

2 b

(‘b ol (lb
an re ax o= [ feoaxs £ ax
{1i%) ja F{x) dx = 0

Tl a. L - .

(1v) jb X flx)dx = X § b (x) ax

a a

b.z . ) ‘ _ ) b “: b ) ‘
{v) 5 ‘\fl‘X} + fz{x}]dxm 5 . fl(x) dx+5 fz_(x) dx
a a a
Estas propiedades son de demostracidn inmediata. Por ejem-
plo la primera de ellas :

b ’b
Tew ax = rl = Fo) - F(a)
a la

i

- l F{a)~-F{b) ! s -—jqf(x) dx
L b~ .

EJERCICIOS
1. Resolver la siguiente integral Gré_fico W~2, 5
definida ,‘ Sy =X
b4 > 4 ! T
t ' . .‘<\(\‘:‘\‘\ ‘\1!
. ‘/‘\4\ N '\\' -
1 Y a \\
TN
1

N, Y
./(f\{\ NN
L i_\ \‘\\ \\\\ \\.\ |

g
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Aplicando la relacidén bésica:

b
(v-3) P £(x) ax = F(x)| = F(p) - F(a)
a’ ‘ ' ooaa ’

o sea resolviendo la integral indefinida Yy déndole a X el valor
de los limites de integracidn, se tiene

_ 26

TP U
,f x2 dx = IE— 3 3

1 i3

3.3
3

P I

S5i a la integral indefinida F(x) se le agrega la constante
de integracién, el resultado no se altera. En efecto:

3 .3 3 .3 3 '
. . 2 - .2‘__,__ ...-’.3._ _L_.. --.2_6_.
-L.x@x:- 3+C]f'3+¢ 3 g = 3
2. Resolver
Xe ln % dx
] o
Segin se vio en pag, 107 !
la integral indefinida de lnx fﬁ/i e x

vale /f

j’hxxdx = X lnx-x+C

porJlo tanto

j?lnx

h
—
"

o
s}

»

!

»

—

]

[}

(e Ine -e) - (Inl-1) = 1
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3. Resgsolver
Grafico IV~4
A _.
[Tz -2) ax ey
I _ R
A
27 !
';fv |
P
/
ya L,

i /l T Y
|— 4

L

: f’/
[x2 1
rhy (x~2) dx = | %? - 2X }
1 l 1
16 _ ot o
= { 5 8} (2 2)
- 3
- 2

que es el resultade de la integral,

En los casos como éste en que la funcidén toma valores posi-
tivos y negativos entre los valores x = a y x = b, la integral
da la guma algebraica de las &reas limitadas por la curva y el

eie de las x, considerando positiva la que estid por arriba de di

cho eje y negativa la situada debajo.

Si se desea calcular el valor absoluto de estas areas, es ne-
cesario hallar los puntos de interseccidn de la curva con el eje
de las X, y resolver la integral de cada subintervalo por separa

do. En este casc se tendria

Flx) = % - 2= C

X o= 2
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La superficie total serd

S =l‘f]2(x-2)dx +ju(x-2) dxl
2 2 0B
f2(x-2) ax =[§§--2xj = d-n-G-2= -3
| = 1
4 x2 ]4 16 4
(x=2) ax = |-&- 2x| = (=2-8)-(3-4)= 2
‘fa X [2 2 2 2° )
1l _1,,_ 5
s =!_2i+‘2} = 2+2= 3

4. Resolver

. 52(2,{2_
o
Grifico 1IV-5
X
I2(2x2—x+ 1) ax = 2'3:_‘_?"1__}534_}{ l :
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INTEGRACION NUMERICA: METODO DE. LOS TRAPECIOS Y
METODO DE SIMPSON

Los métodos de integracidén numérica permiten calcular en for
ma aproximada la integral definida de aguellag funciones para las
cuales no se conoce su forma analitica, sino solameznte el wvalor
de la funcidén para determinados valores de la variable indepen —
diente.

También se suele resolver por estos métodos las integrales
definidas de funciones para las cuales se conoce su forma anali-
tica, cuando se presentan dificultades para encontrar la integral
indefinida (Ver ejercicio 9 al final del capitulo).

METODOS DE LOS TRAPECIOS

Supongamos que se desea calcular la integral definida entre
a y b de la funcidn y = f(x), de la cual sélo se conocen los si —

guientes valores arbitrariamente espaciados.

* y = £(x) Grafico V-6
y=£{x)

a = xo 30

*1 A 51 A\\\\ ////

‘T -

X2 Yy - ;’/

- - Sl 52 sn

. . {yo Yl y2 Yno1 Fn
b = X y i ! E

1n n - —

a_xb Xy Xq xnml b—xn
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El método de los trapecios supone que la funcién asume una
trayectoria lineal entre cada par de valores conocidos. Uniendo
esos puntos conocidos por lineas rectas, quedan formados n tra-
pecios, .cuyas: superficies: . son ' ‘

yo + yl

8. _ - e 'N X} .
1= g Gy =[G ax
. . _ X,
Y, + ¥ X -
S, = s -,(x2‘-x1--)' —-jx]%(x) dx,:'
yn-l"”yn . ~0*n
Sn- = “__3#*_“ (xn—xn_l)~1£‘ f{x) dx.

“n=1

. .La integral definida entre a y b seréd la suma de las super-
_ficies de los trapecios, es decir

Y.ty Y, * ¥
,__Q___“; (x,]_"x‘) + '—!'-—-—-——2.*(::

j*’ £(x) dx = o - o Xy) Faean +
J,

| Esta es la formula final del método de los trapecios, para
valores desigualmente espaciados de x. EL resultado es aproxima
"do, ya gque se ha supuesto arbitrariamente que la funcidn sigue
un comportamiento lineal dentro de cada subintervalo.
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8i los valcres de x e=stan iqualmente espaciados a una dis-

tancia cualguiera 3, entonces la Formula anterior puede expresar

sz en forma mas simple come sigue:

I
+ yl-+y2-%...-+yn_l)

Ejémglq;

Calcular la integral definida entre 0 y 3, conociendo

Ios valores

® (s}

0 20 'P £ix) dx = 20+ 25 + 25 432 5
; 25 : o ‘ 2 _ Z

3 32 = 79,5

METODO DE SIMPSON

sblo

‘Egte método es més aproximado que sl anterior. - Supone gue

por cada 3 puntos pasa una pardbecla de segqundo grado.

La férmula para valores de x igualmente espaciados a

amplitud h cualquiera, es la siguiente

una

|

. _k h
| j:f(x) dx = %(v; by tyy)® Slygrly by )+ ot g(vn,gﬂvn"ﬁ Y,)
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La cual puede expresarse en la siguiente forma:

j;f(x)dx-— %-[}yo+yn)+ h(y]+y3+...+yn_1)-+2(Y2+Yu+...+yﬁ_gi]

Para aplicar la £6rmula de Simpson el némero de valofes co-
nocidos debe ser impar, esto es, n igual a 3, 5, 7, etc. Si el
ndmero de valores fuera par, podria por ejemplo integrarse los
dos dltimos por trapecios. Un inconveniente de la formula de
Simpson es que no da el valor de la integral de cada subinterva-

lo, sino de cada dos.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULC INTEGRAL

Si f(x) es continua en el intervalo cerrado a =x =b,

existe un punto § comprendido entre a y b tal que

Pemax = £ [° ax = £(5) (m-a)
a

a

Grificamente este teorema dice"gue el &rea encerrada por la
curva, el eje de las abscisas y las ordenadas a y b es igual al
drea del recténgulo de base ab - ‘
v altura £(§), es decir
' ¥ Grafico IV-7

= i N C T L e
Supabcd=Sup abe'd’ ’ ,///,/ﬂSaf¥ £ (x)
. d' Ja!

\

o — — —— - — —
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Una forma mis generalizada del teorema, la cual se emplea

también en Demografia, es la sigulente

Teorcma generalizadc del valor medio. Si £(x) v g(x} son

continuas en el intervalo cerrado e € x £ b, vy g{x)no cambia de

« comprendido entre a y b

~

signo en el intervalo, existe un punto
tal que

f’ £F(x) g(x) ax = £(5) u{‘bg(X)dx‘

& a
APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA

A continuacidén se presentan algunas aplicaciones del concep
to de integral al campo de la Demografia.

1. Dada la funcidn ;L (x)

- Gréfico IV-8
~

(ley demortalidad de

De Moivre)

]
1{x) = 100 - % ;
|
I
i
i

gue representa el nimero de sobrevivientes a sucesivas edades de
una generacidén inicial 1{o) =100, calcular
a) El tiempo vivido por esta generacidén entre los 10y 15
afios.
b} EL tiempo vivido desde los 10 afios hasta gue la genera —
cidn se extingue.
¢) El nGmero de ajflos que en promedio viven las personas gue

llegan con vida a la edad exacta 10.
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a) - Integrando  la funcidén l(x) entre 10 y 15 afios, se obtiene la
superficie encerrada por la curva el eje de las x y las or-
denadas 10 vy 15. Demogr&ficamente este concepto correspon-
.de al ;tiempo vivido, o sea, es el nimero de afios-persona vi

. vidos por la generacién 1l(o) entre las edades 10 y 15. Se

-gimboliza '51‘1‘0 :

15 ]
5510 =J L(x)ax="0 5(1oofx)dx :
10 Jm S Grafico IV-9
2115 ‘
= 100x - % AN
10 o E,/>
/ﬂ
15° - 10
= 100(15-10) -~ =2—=— /{1
= 437.5 afios-persona 3
i
10 15 i

b) El tiempo vivido por la generacién desde la edad 10 hasta w,
que se representa por T,.. sera I ‘

i

1o {100 ax =j’ 20(}.00-—x)dx

10 ‘
2100
= 100x - 2 Grafico IV-10
10 ]
= 100(100-10) --1—99-2;1-‘—3‘—-

4030 afios-persona
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El nimeroc medio de afios gque en promedioc les resta de vida "a

las personas gue llegan con vida a la edad exacta 10, se deng
mina esperanza de vida a la edad ln(éio). Sera igual a

.0 T 4 050
107 T, '

= 45 afios

Dada la densidad anual de nacimientos
(Iv-3) B(t) = 1000+ 30t

donde t = ¢ corresponde al 1° de enero de 1960, calculan

los nacimientos de los afios 1960 a 19262 (3 afios).

‘Sglucidn

La densidad de nacimientos ya se ha visto al final del

.capitulo II {pdg.61 ). Es una funcidn tal que integrada per

mite obtener los nacimientos correspondientes al intervalo

de integracidén; es decir

_ . . .
B (g, t,) =_J‘“3(g) at
to )
A su vez, la expresifn subintegral B(t)} dt representa
los nacimientos del intervalo t, t+ dt.

Para obtener los nacimiéntos de los 3 afios considerados,
habri que integrar la funcién (IV-3) entre 0y 3, o sea

B{1960-1863) = (E%R.OOO + 30t} dt

o
g2 13
1000t + 30-—2—‘

i

il

= 3135 nacimientos
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3. Sea la siguiente relacién

7 et N R

(1v-4) N(t) j‘“set <) px) ax

donde N(t).representa la poblacién;total en la época t ,
B(t-x) la densidad anual de nacimiéntos o nacimientos anua-
les en la dpoca t-x, vy p(x) = 1(x)/1(o) la prbbabilidad al
momento del nacimiento de gue una persona esté con vidaala
edad exacta x. ' | -

Se pide calcular el valor dé N{t) en el caso de gque los
nacimientos de cada afioc sean constantes e iguales a 1l(o).

Solucidn

La relacidn (IV-4) corresponde a uno de los modelos bé.__
sicos presentados en el libro de Lotka,'y Esta fbérmula vin
cula la poblacién total en un momen to t con los nacimientos
y la ley de mortalldad bajo el supuesto de que la poblac10n

L

PO-l

La expresién subintegral B(t-x) p(x) dx representa las
personas que en el momento £ tienen Qdades comprendidas en-~
tre x y x+dx. Integrando con respecto a x se obtiene la
suma de las personas de todas las edades, que estan con v1_
da en el momento t. '

Hacxendo en (IV~4) 'B(£4x) = 1(o) se tiene

i
i

CoNe) = ["B(t-x) p(x) ax j‘“l(o) 1(0)
o o ’

~ :wl . _ AR
= 5‘ (x)dax = To'f
o

A Alfred J, Lotks, Teoria snalitics de las asocisciones bioldgicas, CELADE, Serie E, Ho. 5, Santiago ,
Chile, 1969, p.t6, . S . .
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BIERCICIOS NEL CARITILG IV

lq Resolver las siguientes intecrales indefinidas

3 2
{a) ‘Y{xzwx-FB)dx = E%_“ %;-+ 3 + C
1/2
ax _ ~1/2. 0 X / ~
) = = [ x7 %ax = 7z T C
v X
= 2/ % + C

{c) jfex/nﬂx
Haciendoc u = x/n, resuita du = 1l/n dx

jex/n dx = j‘eu nchz = n e + C

=N e}‘/n + C

2. Resolver aplicando el método de integracién por partes
{a) er e ax

Haclendo u = %X, se tiene

u = du = dx
ax . ax . 1 ax
dx = e dx 2 7 = dg= 7T e

Aplicando la £dérmula basica,

fal
i

{TVv--1} ju AV = .V o jvudu
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resulta
ax . 1 ax 1l ax
j‘x e QX | = xg e - ‘Y 2 e dx
= x1+ XL o
a ‘ . 2 f
a
(b) .Yx sen x dx
Haciendo u = X,
u = X du = dx
dv'= senxdXx ; v = -cos X
j‘x senxdx = - X ¢Os X + ‘fcos b4 dx'

- X co8s X+ senx + C

3. CObtener la ley de variacidén de la poblacidén total con res —
pecto al tiempo, sabiendo gue su tasa de crecimiento’ es cong
tante. ) '

Solucidn
La tasa de crecimiento de la poﬁiacién (r),  segin se a

visto en el capitulo II (p&g. 59 ) es igual a la derivada de
N(t) dividido por N(t). En este-caso; . . | .

1 a M(£) _  _-_ e
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En esta expresidn hay gue despejar N(t), para locual

conviene pasar dt al segundo miembrc y después integrar

d N{E) . o s
Ny S Tat

relEl _ . fae
o

J W{r)
In M=} = » £+ QT
N(£) = QEE+Cy . rt C1 .. vt

Fl valor de la constante de integracién C puede obte-
nerse si se conoce la poblacidn en un momento, por ejemplo

N{o). Este dato N(o} es lo gue se denomina una condicidn

inicial. Se tiene entonces

{(IV-5) N {t)

i
0

W {o)] = Ce =¢
Reemplazando en (IV-5} se obtiene finalmente

N L = N(o) e°F

0 sea que si la tasa de crecimiento se mantiene constan
te en el tiempo, la poblacidén total crece seqin la ley expo-

nencial, la cual suele denominarse “ley de Malthus".
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4. Resolver la siguiente integral definida

{3 (3x +°2) ax
1

Grafico IV-11
Aplicando la relacidén bésica,

b

L f P (x)dx = - F{x)
. a ’ . ia

F{b) - F(a)

se obtiene

It
w

P (3% + 2)dx
]

i
[
1o))

5. Calcular el tiempo vivido entre los afios 1967 y 1970 por la

poblacidn que crece segin la siguiente ley

o, Nft) = 100 + 3t + 2_t2__,- donde t =0 corresponde al afio 1965

: j "N(t) dt = j‘s(100+-3:t + 268y ar o - S ey
S YE i o o

t R L D e s
o) 5 . ' PE .'.,.-::_:v_ .

2 3
=  100t+3 & 4+ 2%

2 2

3
.52.22 253-23

= 100(5 -2) + 3 3 + 3
= 409.5 afiocs~persona



127

6. Calcular la integral definida entre los limites 1 y 6, apli

cando el método de ics trapecios

()

t | N(#) i
156 .
1 100 . T \‘
2 | 115 100 T | ! | ;
3 117 i | ; f
i \ @
4 131 sal 1 |
5 149 | ; | ;
6 140 A P
. i K s l Ly

0| T 3 3 4 57 &

 En este caso puede aplicarse la fdrmula de los trapecios pa

ra valores igualmente espaciados, esto es

Yoo |
2 T yl + Y2+nr-.+ anl)

1

jbf(x) dx n(
a _—

] . . 1, ' ' . . . )
. _fsm(t) ap > 00140 . 4351997 4131 4 149
Y1. < . . S

= Qgg aflos~persona

7. En una tabla de vida los sobrevivientes hasta ios 5 afios de

una cohorte de 10 = 100 000 personas son los siguientes :
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X ' lx

1060 000
92 107
90 110
88 944
88 249
87 823

nod W N - Q

Calcular por el método de los trapecios, el tiempo vividoppr
esa cohorte entre los 1 y 5 afios de edad.

Solucidn

El tiempo vivido entre las edades 1 yv 5 es igual a la
integral entre esos limites, de la funcidn de sobrevivientes

l

o ©s decir

= 5
4Ll J'] lx dx

Debido a que no se conoce la forma analitica de la fun-
cidén, sino solamente sus valores a edades exactas,se aplica
un procedimiento aproximado, en este caso la férmuia de los
trapecios. Su forma para valores igualmente espaciados es
la siguiente '

Yo+ ¥y,

b o )
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En este caso particular resuita:

1‘ ; “iT }G}a.

la practica es

-
33

., 52107 2* 87823 | 90110+88944+88249

iL-J
th

7.268

o §

Gtil tener calculado el tiempo de ex

posicidén para cada subinitervalo por separado. En este caso

seria :
n2 .;.l + l -
lL" . j 3 dx o 2 o 92107 + 90 110 = 91 108
1 T 2 : 2 - -
. . 90110+ 88944 _ go.co.
172 2 IR
1, i 88 944 + 88 249 8557
153 5 88 234
. 88249 + 87823 |
El tiempo total entre 1y Slaﬁos‘se:dbtiené por sgma
S R L N R S i B R

It

91 108+ 89 527 +

88 527 + 8B €36 = 357 268 afios~-persona
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Con los datos del mismo ejercicio anterior, calcular el tiem

po vivido entre los 1:y-5 afios de edad aplicando el método
de Simpson, es decir suponiendo gue por cada tres valores pa

.. sa una parébola ‘d¢ segundo grado.

Solucidén

La férmula de Simpson es la siguiente:

j f{x) dx-&’h(vo+hv|+v2) + -gr(y2+hy3+ y) et g(yn_g-i-ll-y- oty )

n-1 n
a

“En este ejercicio resulta,

_ (s Lyoai ST |
k= j: b dx@ (1 # bl #1) #3041, + 1)

%(9_3_; 107 +Lx 90 110 + 83 9414}-»%(889uu+ux88;u9+a7sz3)

357085 afios-persona

Este método da 183 afios-persona menos que el anterior
debido a que la parabola hace una concavidad hacia arriba,
mientras que el método de los trapecios considera una linea
recta.

Por otra parte, el método de Simpson no permite calcu-
lar el tiempo vivido dentro de cada subintervalo.
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Calcular on forma aproxkimada la integral

2
{1v-6} :JQ = dm

por el método de los trapeciog, dividiendo =1 intervalo
|0, 2

Solucion

Los métodos de inﬁegraciéﬁ numérica permiten calcular
iz integral definida d2 funciones para las cuales no se co~
noce su forma analitica, como en el caso de los ejercicios
6, 7 y8., Paro también se los utiliza para calcular en forma
aproximada la integral definida de funciones para las cua -
les resulta dificil, y a veces imposible, encontrar la inte
gral indefinida. Un ejemplo es la integral (IV-6)considera

da arriba.

Dividiendo el iantervalo de integracidén de la integral
{IV-6) en 10 partes, se obtienen los valores de x=90, 0.2,
0.4,...,2.0 para los cuales le funcidn temza los valores que

se indican en la giguiente tabla :

o
;_
B
C
S
&
S
[P,
It
o

&

0.9608 1l Gréfico IV-13
0.8521 .

0.6977 \\
0.5272 \\
0.3672 0.5

0.2369 ! N
0.1409 \.
0.0773 N\

0.0392 , : \\““-~,

0.01l83 U i 2 X

2 . s »
L B4 B 4 IR+ B S |

*

MNP HH O OO Q0
1]

<
0 T4 4 N 02

+*
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Una vez conocidos estos valores, se puede aplicar la férmula
de los trapecios para valores igualmente espaciados, o sea

rb Yot ¥, : o
J, f(x)dx A~ h \"""5——--+yl+—y2+,,n—+yn l)
resulta

N _
JZe™ax © o.z (;—*-9-—0—1@ +0.9608 +,..+ 0. 0392)



SUCESIONES |
Una sucesidn es un conjunto de nimeros formados de acuerdo

a una ley definida, en correspondencia con los nimercs naturales.
Se la simboliza

& a3r,?.'_._..,, a.'p * oo

Vo -
( 1) o 10 20 n

Cada uno de los elementos 310 Bhp eee se llama término de.la
sucesién. El término n~ésimo se denomina término general. Cono-
ciendo el término general se puede reproducir la sucesidén dando

a n los valores 1, 2, 3, ...

Ejemplos: e

i 2 3 n
2 ] 3 -4 4 a LI N o n+1 2 -.--
S S S | L7
3 7 4 [4 a g eee g 'zn g ses

También puede definirse una sucesién como, una funcién cuye
dominio o campo de variacién es el conjunto de los nimerss natu-
rales. &1 se simboliza la funcidn por £, su valor paran es f£(n).
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LIMITE DE UNA SUCESION

Una sucesidn

alo 323 333-‘°- o @

] LN

n
converge hacia un limite finito &, si para todo nimero positivo
& por pequeflo que sea, puede encontrarse otro nimero N tal gue
se verifica ‘ap -~ a|< £ para todo entero n> N. En tal caso

Pl

se escribe

P

Crimtt a e a
Il —~%€3§

Con mis precisién deberia escribirse: n—>+0C , pero en
casi todos los textos se omite el .signo positivo, teniendoemicueg
ta que en todas lzs sucesiones n tiende a infinito por valores en-~
teros .y positives, - ... o

T -
A -

. --8i el limite existe -la sucesidn es gonvergente; caso contra

rio la sucesidén se denomina divergente..

Ejemplo: La sucesién

k J{ 3 n -
DY T3 e T4 ¢ o TTRFILE Ot

tiene por limite 1, es decir Graficov-1

|
R NE e
lim —2 =1 N // /// ’//L
n+1 P /// ;// =
n—:» oo . rp;/-// /’/ ‘f,a

El grifico V-1 ilustra %

el 51gn1f1cado del 11m1te:de IR SR ;1_;. B
una suce51on= en el se ve . p‘ : L |
que_para un c arbltrarlamen B ;924
te elegldoa todou los termln

nos posteriores al N-é&simo

!
}
|
|
1 2 3 4 5 6 7 n
N

quedan a una distancia de 1 menor que £ .
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EL CONCEPTO DE SERIE

Dada una sucesidn a4, azg aag «+s haciendo sumas parciales,

se obtienc

e Tl
Bg = 2+ a,
S3=al+a2+a3

LB L I B B B B BN B I L B -

= a, + a,.+ a_ + ...+ 8.
Sn ki 2 3 : n

Cuando n crece indefinidaménte se utiliza el simbolo

=0
e
a
—

{(Vv-2) a, + a, + a a

+ eee ot aes =
1+ 8% 3 AT

l:,:'i

lo cual se denomina serie.

1l
cialeg de la serie (V-2). B8i

La sucesién S;, $,, S5, +.. se llama sucesidén de sumas par-

lin s =5,

n—s oo
siendo $-un nimero finito, la.serie (V-2) se denomina convergente
y es § su suma. Si no existe este limite, la serie es divergen-
te.

La condicion. necesaria pero no suficiente para que una se -
rie sea convergente es que su término general antiendaaxcerOa-

Ejemplos de series:

1 1 1
""""I' '—'+ *aa +"“—‘+ caw
T+5+7% e

N ) . e 'n-~ )
l- "1"'+";"‘""“l‘+ ane +"(‘:LL-"+ s e n
. 2 - 3 4 . n

2 2 2 2
16" Y Te0 " Toog -t v 1of Foeee
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LA SERIFE GEOMETRICA
.- 7. 'Es de la forma: - . . .

n-1
{(V-3) a + ar + ar2 + eee 4+ Ar + eee

donde cada término es igual al anterior multiplicado_porhunacong
tante (r). La suma de los n primeros términos-es '

2 -
(v-4) S, = a+ar+ar’ + ...+ ar™ 1

......

Multiplicande ambos miembros por -r, se obtiene -

(Vv-5) u,:Sﬁ = ar + ar2_+.a;3 +;®9}*ﬁfqr2?xf

Restando (V-5) de (V-4), resulta después de reducir
(1-r) s = a+ a e s (1-2 " o
es decir, | L

_f;"a(l_rny.g

(V-6) Sn v

L

para r<t 1 o
x - e

Se trata de ver si la serie geométrica es convergente, es
decir si el limite de S existe. o

N . RS . e a{l_rz _ ‘a- T ar
e, T llm - S'n' B llm T 'Elf-r o — ‘ 1-r ]:lm - l"r
n—s o0 n -3 03 n-—s od

= 7 8% |¥] €1, cudndo Hi--5 605 ¥ -5 0 'y todo el lfimo térmi

no tiende a Q. Luego,

lim 5 =
n—> oo
la serie es convergente y su suma es %ﬁ%; .
Si [rlf} 1, rn—gaoo ¢ Y la serie geonmétrica (V-3) es diver-
gente. D : '
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Finalmente si r=1, la relacidén (V-6) no es aplicable, pero

reemplazando directamente en la serie (V-3) se tiene

a+ at+-a+ <o
es decir, la serie diverge.
En resumen la serie geométrica s6lo es convergente si

! L a -
lr{ < 1, en cuyo caso su suma es _fT:E?

'éRITERIOS'DE CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE TERMINOS POSITIVOS

En la mayoria de los casos resulta dificil determinar siuna
serie es convergente apllcandosmldeflnlclon, ‘porque no es p051ble
hallar una expresidn sencilla, en funcidn de nodela,suma de 1los
n primeros términos de la serie. Existen sin embargo varios crite
rios paradeterminar si una serie es convergente o divergente, ta-
les como el eriterio del cociente, por:domparacién;ékela integtral,
de la raiz n-ésima, etc. De entre ellos se consideraradn brevemen-

0

te log dos primeros.

Criterios de convergencia y divergencia por comparacidn

1. Una serie de términos positivos

AN = K
a = a 4+ a + a b s ee
Z.%n i 7273 T

es convergente, si a partir de un n en adelante cada término es
menox: o _igual qgue el correspondiente de una serie

3-_—\0 L= C + C J" C + c‘o-

BT - S & 2 3
convergente, de términos positivos.

. ‘ . s N . R
2 Una serie de términos positivos ’,an es divergente, si a

partir de un n en adelante cada término es mayor o igual gue el

Y - . .. 1
correspondiente deuna serie /, Cn divergente de términos positivos,

Ejemplo: Probar que la serie llamada arménica

1 1 1
- 1 + &= + =& 4+ = 4+ ...,
(V~7) > 3 % :

es divergente.
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Comparandola con la serie

(v-8) *tr s+ gy rEgtEtEEY e
1 1 1
= -—+—'— T — N )
1 4+ YA + = +

que es divergente, se tiene que cada término de la serie (V-7)es
mayor o igual que.sucorrespondiente.de. la.gerie. (V-S_) . Por lo tan
to la serie armdénica {V-7) es divergente. ‘

Criterio de convergencia del cociente

s L ) ) . -+ S : s B o o N

S e

" Dada la serie de términos positivos
Do - : + a_ + oese + a -+ - t eeo ! SRl e A T
- (v .9) t a’l 2 . . . . n N an+1 . [ . .

si se calcula el limite del cociente

2+l _

entonces:

a) si r <1, la serie (V-9) es convergente
bB) si r > 1, la serie es dlvergente
c) si r = 1, la serie puéde ser convergente o divergente.-

Ejemplo: Determinar el caracter de la siguiente serie

1 1 1 .
(V-lO) 1 + l + ﬁ e -—-!.- e _,__i,.l,,‘ .o
'a'%i‘c‘La‘ — 1. D an+1--_'_ 1
“n T ony ' Tn+l T (nrI)t Lan T n+l
LuegOo e REEEE 'l Lo ) ) . St e e
a
lim ——Bil— = .1im .._4..—.. = 0.
-a n+l
n-—> cQ n—3 <0

Yy la serie (V-10) es convergente.
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CONVERGENCIA DE SERIES DE TERMINOS NEGATIVOS

Si una serie tiene todos sus términos negativos, para estu-~-

dlar su convergenc1a basta con sacar factor -1 apllcandosele en-

tonces los crlterlos para serles de términos po=1t1vos.

Un caso lmportante de serle con termlnos negatlvos es]jlde~

nominada serie alternada. Tlene la forma

i -1
v-11 a, - a_, + a, — a, * eae + (-1 + eas
en la cual cada valor a es positive. ILa condicidn necesaria y
suficiente para que una serie alternada sea convergente es que
su términoc gencral tienda a cero, es decir

lim a = 0
n

n—s &I
Por- ejemplo. la.serie-

(Vv-12) i~

mh&ﬁ

+'}—"‘"‘]‘T"+loo'
3 4

es convergente.

Si una serie tiene sus términos arbitrariamente positivos v

negativos, para analizarla hace falta introducir el concepto de

convergencia absoluta. La serie

(V""'13) X ,_‘/_'\,.../ an :al‘+a2 ’+ a.3 -+ toe

es absolutamente convergente, si la serie de valores absolutos

P S | S [
édian{ = ey o fa,l Folag ...

‘es convergente.
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La importancia de la convergencia absoluta la da el teorema
que dice: R L e
"Toda serie absolutamente convergente es convergente

L De este modop la convergenc1a de las serles de 51gnos arbl-
trarlamente p051t1vos v negatlvoq puede estudlarse por medlo de
la convergencia absolutag es declrg apllcando a sus valores abso
lutos los crlterlos ae convergenCLa de 1as sermes de termlnos pPo
sitivos. Pero si 1a serle de valores absolutos es dlvergente,la
serie original puede ser convergente o no. - -

Por ejemplo 1a serie (V 12) vista mas arrlba, es convergen—

e; pero ;gyse;;e fprmada cqpﬁsus_vg}ores:absq;utqs

- -+ i ——— e s
1 + 2 3 + -4 + ‘

es divergente. Si una serie converge, pero no absolutamente, se

dice qgue es condicionalmente convergente.

El criterio del cociente para series de ‘términos positivos

se aplica, en—-el caso de series de términos arbltrarlamente posi-

"

tivos y negativos, en la siguiente’ Forma-” : ‘ ¢

(v-14) lim

a) 8i r <1, la serie es cdnvérgéﬂte]
b) Si r> 1, la serie es dlvergeﬁte_ . oL
c) Sir =1, la serie puede ser convergente o divergeﬁté.:
El Gnico caso gue exige discusiéﬂmesmélhbj‘£i$-i;-ﬁéﬁéﬁe la
serie de valores absolutos puede ser divergente y la original con
vergente. Sin embargo si r > 1, eso implica que cada término en
valor absoluto vacreciendo; por lo tanto el término n-ésimo no tien
de a cero y la serie es divergente. S
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SERIE DE PCTENCIAS

Una serie de la forma

= n 2 3
v-15 Joa X =a +a, xta, X b oa, X 4 ee.
( ) e R “o 1 2 3 +
en la cual los coeficientes Cur €0 Cyo cne SOR congtantes, se de

nomina serie de potencias de X.

Del mismo modo la serie

fe sl

(V~16) > a (x-a)? = a + a, {x-a) + a

2
0 o 1 (x-a)" + ...
nN=Q

2

es una serie de potencias de x-a.

El campo de convergencia de una serie de potencias estd
‘constituido por todos los valores de x para los cuales la serie

es;ébnvergente. Algunas funciones son gonvergentes para cual -
qhier'valbr de x, mientras gue otras sdélo lo son para determina-

dos valores de x dentro de un intervalo. - El campo de convergen-
ciada se determina corrientemente mediante el criterioc del cocien-
te visto en el punto anterior.

Ejemplo =

. Determinarx ei campo de cpnvergehéia de la serie de poten -
cias -
(V-17) 1+ % + %2 4 x5 + ..\

Aplicando el criteric del cocienﬁe_(v—14) para series de tér

minos arbitrariamente positivos y negativos, se tiene
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La serie de potencias es convergente para']x\ < 1+ y diver-
gente para (x| > 1. En los extremos x=1y x=-1 la serie pue-
de ser convergente o divergente. Reemplazando estos valores di-
rectamente en (V-17) tenemos

Para x = 1, la série es

1+ I+ 1+ ... que es divergente

Para x = -1, la serie es

1-1+1-14+ ... que es también divergente.

Por lo tanto la serie de potencias (V-17) es convergente en
el intervalo —i;<;x.<,+1,
#

DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE POTENCIAS

En este punto s$e'analiza la forma de .representar una funcidn
mediante un desarrollo en serie. 'Este tema es de.gran utilidad
dentro de la '‘Matematica. De-¢sta manera se calculan por ejemplo
las tablas de funciones tales como exnrln X, sSen X: asimismo to—
mando algunos términos de la serie se pueden obtener aproximacio

nes a funciones méas complejas; etc.

Para obtener el desarrollo de una funcidn en serie de poten
cias de x y deAx-a,‘la.chdiqién necesaria es que tanto la fun -
cidén como todas sus derivadas estén definidas para x=0 o x=a. La

condicidén necesaria y suficiente se verad mis adelante.

Si se desea representar una func1on f(x) medlante un desarro
llo en serie de potenc1as de x ao puede escrlblrse-

{(v-18) f(x) = e, + cl(x-a) + cz(X-a) + ca(x-a) + 0o

Las inecdgnitas son los valores de los coeficientes CuoCyoChoCyoene



Derivando sucesivamente, se tiene

)2+ L

(v--19} £l e] = oy + 2 cgtx—a) + 3 c3(x~a

(V=20) £ (x) = 2 o, + 6 c.{x-a} + 12 o, (x-a)% + ...

Co 3

(V-21) £ {x} = 6 ey * 24 c4(x*a) + s

HaCiendO X=4 en {V"'lgj o {V"zo) 9 (V"Zl) ) L)
queda

£ (a) = 6 ¢q

LK - B B BN

Pe donde los coeficientes cy resultan

frn(a) .

cy = fla) ; c

1
e

= £'{a) ; c, = A8l ; ¢y = ~gy

Reemplazando en (V~18) se obtiene
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l 42
(v-22) | £x) = £(a) + (x-a) £ (a) + (3-%~ £1(a) .+
|

(x-a)>
3

£ {al+ena

la cual se denomina SERIE DE TAYLOR

Otra expresidn muy empleada de la serie dé‘Téylcr és

12 W3
f{at+h}) = f{a) + h £!'{a) +\75? f'Y{a) + f?r £'"{a)+ ...

que se obtiene haciendo x = ath.
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Si en {V-22) se hace a=0, entonces resulta

|

2 3
(v-23)1 £(x) = £(0) + x £'(0) + L~ £"(0) + E- £'"(0) + ... ‘

2! 3¢

que es la SERIE DE MACLAURIN.

A continuacidén se desarrollan algunas funciones utilizando
esta dltima serie.
X
a) £(x)
Para desarrocllar una funcidn en serie de Maclaurin, esne
cesario calcular el valor de la funcidn y sus derivadas sucesi -

vas en x=0

£(x) = e* : flo) =2 =1
£'{x) =¢&° f£'(o) = e =1
f'x) = ex . £' (o). = eo =1
f(n) (x)= ex u f(n) (o)= eO = 1.

Reemplazando estos. valores en (V-23), se tiene

2 3 n
(V-24) f(x) =ex=l+x+L+L+ s +"§—+ » 08
2! -3 - nb
X

gque es el desarrollo en serie de e .

Campo_de convergencia

Cuando se desérrolla una funcién en serie de.potencias es ne
cesario determinar su campo de convergencia, porque los desarre -
llos son validos dentro de esos lntervalos. Por eJemplo la fun -~
cién £(x) = 1/ (1-x) se puede desarrollar en serie con solo pro -
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longar indefinidamente su divieidn

(V-25) Fig- =1+ % + xz + x3 4+ ema

Segin se ha visto mis arriba (ver pdg.142) esta serie es con
vergente en el intervalo ,x{ < 1. Por lo tanto la igualdad (V~-25)
s6lo es valida para valores de x dentro de ese intervalo. B5i se
da a x otro valor, por ejemplo x=4 se obtiene

lo cual, evidentemente, es incorrecto.

Volviendo al campo de convergencia de la serie {V-24), apli-
cando el criterio del cociente se tiene

3
<L
lim{~AREdi o yim | X =0
xn T n
;
nt | n-—>» oo
‘n—s o0

En consecuencia la serie {V-24) es convergente para todo
valor de X, | o

Si en {(V-24) se hace x=1, se llega al desarrgllo en serie
del nimero e, va visto en el capitule I:

(Vv-25) eﬂl+l+'—:l";-_+‘l~'+.c.+'l"f;+ooo

b) F£flx) = In(l+x)

La funcién In x no se puede desarrollar en serie de po-
tencias de X, porque, la funclon y sus derlvadas no estan defini-
das en ¥ =04 Debido & esto se ha conmderado la func:Lon 1In (l+x) .
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Calculando las derivadas sucesivas:

fi{x)

= 1n(1+x) ¢+ flo) =20
1 -1 '
£1{x). . = === = (4x) ~ ; £'(0) =1

e B LR . l+x .

CEE) = -2 o £0(0) = -l

-t

2(1+x) "3 f'"(ﬁ)r = 2

£ (x) =
£V x) = -6(Lex) 4 .f"’(o)- =¥6_ = ~t3=)
£ ) = 24(1+x)‘5_ : _f"(o) =2 =4y
Reemplazando en (szss;;é tieném
£(x) = 1n(l+x) = x -3-‘;- " -23x,3 - 34"!%&.‘]}4
2 3 4 5
(v-26) =_x--’-‘§—-+-’—;---’§i—+%—-...
" Gampo de convergencia Co
- Aplicando el criterio del.cociente, .. .-

n+l
X I
lim nt} JL)I = ix‘
% .
| n _
n ~—» o0 B

o La serle es convergente para'lxl <f1. En 1os extremos x=1

y x-—l la serle puede ser convergente o dlvergente.
éo estos valores dlrectamente en la serle, tenemos

et

Reemplazan
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- .. gue es convergente

Zara I = -1, la gerlie es

. ’ ;
I TG S
o bi=zn
A A — :
~{1l + F b gt o+ e i que es divergente.
'

Por lo tanto el campo de convergencia de 1a serie logaritmi

ca (V~26), est& constituide por los valiores de x del intervalo

= 1

-1 < %

/‘ A

¢} £ix) = sen x

Caleulamos primero el valor de la funcidn y sus deriva-

¢oe gucesivas wn =0

ris) = sen = . o} = 0
Fi{x) = cos = 5 £t (o} = 1
£ lx) = sen x ; £'{o) =20
Fr0eY = soun X : f”%o) =1
ffv(x} = sen X . £'¥{c) =0
ceomoacamvennnee coocacarnenean

El valor de las derivadas en =0 forma ciclos 0, 1, 0, -1;
reemplazinde en la £ériaula de Maclaurin, se obtiens el desarrollo

en secric <e la funcién sen x :
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3 5 7 1 n-1
= = —"}—{""‘""""'x_'_'x_"'o..'F ‘-ln- X +ooo
fix) = sen x = x - S+ 57~ T (-1) (2n-1)!
Campo de convergencia
Aplicando el criterio del cociente
i 2n+1
X
2
1im f2n+ Dy b g X =0
2n-1 2n (2n+ 1)
) (2n._l)! n -2 =)
n— o

" - La serie resulta convergente para todos los valores de x.

A continuacidén se resume el desarrollo en serie de algunas

funciones principales

2 3 o
a) =1+ x+ %%T + %?T + «.s , VAalido para todo x.
2 3 4 )
b) In{l+x) = x - 3%— + 2%— - l%— + «.. , valido para-l<x <1
3 5 x7
c) senx= X - §! + }5‘! - STt eee o valido para todo x.
2 x4” 5
d) cos x= 1- 2! + 2T T e + ... o, valido para todo X.
e) in X - (x+35-3-+-’5—-+..°),, valido para -1 < x <1
1-x 3 5 :
£) 1n (2+1) = lnz +2 ( 1 1 T + 1 — + .....) .
2z+1  3{2z+1) 5(2z+1)
- " vdlido para z > O
e ) 2 2 L
g) a¥ =1+ x In a + -5—§%l—§+ .+~ o vAlido para todo X..
3 5 7 | | |
h} arec tgx = X - 3 4 “5 - 37 + ... , valido para -lg<x-<1
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FORMULAS DE TAYLOR Y MACLAURIN CON FL TERMING COMPLEMENTARIO
DE LAGRANGE | ' -

Los desarrcllos an serie de Tavlior y HMaclaurin

(V-22) £ix) =Ff{a) +x-a) £f{a®+ j—%:,—:;a“' st fa) +..“+-——-—-—~("{na) (__n)(a)-l-...
*:2 % {n)

(V"'23) f{X) ‘_:ffo}-!' X f'{o} + ';2“"]-' f“(c} M ao P '-';"-l"f!" f‘ (O) + e
también puelen =scribirse
— . g
| ) (x~aﬁ (X aP (n~1)
| £{x) = Fla) + {x~a) £'{a) + 5= f”(a)+.,,b (a)+R_(x)
L _ : .2 1)1 n
j ,
JI m T - N ( ) .ﬁ'(n) .. ] e - e
! donde R () - —-—--—--:-——- Sy A S x <
1 —
! ;2‘_ _ .VInwl | . B ' - ‘
E(x) = (o) +x £1(0) + Tor £0) #evot Feer AP V0) 4 R (%) |
| 21 An=-1) o
: n
1\- . - donde Rn(_x)_ = %f- f_{_n-)(xé) R CIESS N J

- log cuales se denominan, respectivamente, f£ormulas de Taylor y
Maclaurin con restos o términos complementarios. Existen varias
formas de Rnbﬂ de las cuales sdlec se incluye agui el dencminado

Resteo de Lagrange-

51 se denomina con Sphﬂ la suma de los n primeros términos
de (V-22} o {V-23), se tiena

o bien

o sea gque el término couplementario representa la diferencia enw

tre el valor g2 la funcidén v la suma de Jos primeros n términos del
desarrolin en cerie.
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Si para un valor dado de x, el resto Rn(x) tiende a cero
cuando n tiende a infinito, entonces Sn(x) tendra f£(x) por limi~

te. En este caso las series (V-22) y (V-23) convergen hacia f(x).

Por lo tanto la condicidn necesaria y suficiente para gue

las series de Taylor y Maclaurin sean convergentes y representen
a la funcién £(x), es que el término complementario tienda a ce-

ro, es decir

lim Rn(x) =0

N3 oo

Los @esarrollos en serie de funciones son de gran utilidad,
porque permiten expresar una funcién generalmente dificil de cal
cﬁlar por medio de un pblinomio ordinario, con coeficientes cons
tantes. Este polinomio da sélo una aproximacidén de la funcidn
del primer miembre. El error de esta aproximacidn viene dado por

el término complementario Rn(x).

De aqui que el término complementarioc permite medir el error
que se comete al tomar los n primeros términos de un desarrollo
en serie. En la préctica mds bien se fija el error o el gradode
exactitud con el cual se desea trabajar y entonces la incbgnita
es el nimero de términos gue deben tomarse.

' 8i la serie es de gignos alternados, el error que se comete

al tomar la suma de los n primeros términos de la serie, es me -
nor que el valor numérico del primer término no considerado.

Ejercicio:

Calcular el nimero e con un error menor a 0.00G00l.
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El desarrollo en serie de e con el Resto de Lagrange es

% X2 3 -1 : n XO
e = 1l+x+ 2+ E- 5+ L.+ E X e 0=x ITXK
2! 2! (n—-1)1 ni O
Haciendo x = lL:
x

1 4 1 i
= 1 F——— t Rt yind e e =1, —
e I+ 1+ E¥ + 7 - t -*m'}—'. + al e

Para gue el error sea menor a 0.00001 deberd verificarse que
®

O
R_(x) = & < 0.00001
n ) nt )

Anles de encontrar el valor de n quc satisfaga esta desigual

dad es necesario obtener una aproximacién {por.excesc) del nume-
o

rador e -

Para ello comparemos las dos series:

= #l..._l_., K
(V-27} e =1+ 1+ PgT ot AT oo

Y

Aplicando el criterin de monvergencia por comparacién la se-—
rie (V-27) resulta convergente, con suma menor gue 3; luego
1 << e =3,
X
o

Como e &€ oL

se puede escribir

|o
£y

\
s

o
¥
¥
[
/
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Para que el error sea menor
~verifique

T:;'T < 0.00001
Tomando reciprocas

_nt

> 100 000
3 : N
o sea nt > 300 000
En consecuencia el término

gque 0.00001 es su

1

ficiente que se

7! = 5 040
8! = 40 320
‘9! = 362 880

complementario resulta

X
o
- - £
R (%) = - < 0.00001.
Para obtener & con un error menor a 0.00001 debera tomarse
_ 1 1 1
e—l+1+?+3—!,+a..+ 81

En el cuadro siguiente se i
la serie y su suma acumulada.
tonces se obtiene un resultado g

nos de 0.00001.

!

ndica el valor de cada término de
Se ve que al sumar 1/8! reciénen
ue difiere del valor de e en me-
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Términos de la Valor de Suna
serie (V-27)} o, /término acumuiada
1 1.,000000 1.000000
Sl 1,500060 2.000000
1/ 21 '0.500000 2.500000
1/ 3t 0. 166667 2.666667
1/ 41 0.041667 2.708334
1/ 51 0.008333 2.716667
1/ 6y 0.001389 5.718056
1/7:8 0.000198 2.718254
1/8' 5.000025 2.718279

Valor correcto de & .nesssvanesoons 2.718281,..,

APLICACIONES A LA DEMOGRAFIA

El conceptoc de serie se utiliza con frecuencia en andlisis de
negréficos tefricos. Para comprobarle basta con hojear répida -
mente libros clésicos de demografiz matemdtica, tales como"Teo -
ria analitica de las asociaciones biclégicasmi/ de Lotka, “El con
cepto de poblaciones estables"g/'de Bourcecis—~Pichat, "Introduc-

tion to the mathematics of population“é/'de Xeyfitz, eta.

J Alfred J, Lotka: Teorin snajitica de las asocisciones biollgicds, CELADE, Serie E, 1RS5, Sa.nt;ago,cmle 196G,

2/ Naeiones Unidas: El concepto de poblaclon estable: Aplluaclon al estudio de lp Eoblaclcn do palses gueno tiee
nen buenas estadistices demogréficas, ST/S0A/ Serie 4/59.

3/ Nathen Keyfitz: Intzoduction to the msthematies of populstiecn, Addison-vesley, USa. 1968,
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A modo de ejemplo del uso de las series en poblacidn, se de -
gsarrclla a continuacidn el siguiente tema gue forma parte de uno
de los modelos méis empleados en demografia matematica.

Determinacién de la tasa intrinseca de crec:.m:u.ento (f)} en el el mo-—

deleo de poblacidn egtable,i/

Simbolizando con B{t) los nacimientos de nifias en la época t,
con p(a) la probabilidad al momento del nacimiento de llegar con
vida a la edad exacta a, y con m{a) el nimero de hijas nacidas vi
vas por afio, por mujer de edad a, entonces los nacimientos tota-
les B(t) seran |

W
(V-~28) B(t) = ) B(t-a) p(a) m(a) da
0 .

Es decir, de las B(t-a) mujeres nacidas en t-a, B(t-a) p(a)
sobreviven a la edad a en la época t. las cuales tendran ese afio
B(t-a) p{a) m(a) hijas; integrando con respecto a la edad a se
tiene la suma del total de hijas nacidas en el afic t provenien-

tes de mujeres de todas las edades.

La (V-28) es una ecuacién fundamental que vincula los nacimien
tos anuales de las niflas en la época t con los nac1m1entos anua—

les de las madres en el tiempo que precede.
Una solucién general de la (vezsj es de la forma
(Vv-29) B(t) =_Q1 erlt + Q2 erzt + Q3 erst + eee

Reemplazando en (V-28) se tiene

-30) B(t) = f (0,715 4 0. o253 | ) p(a)m(a) aa

4 Rifred J. Lotke: Op. Cit. Pigs. 123 y siguientes
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'

{ -
(v-31) = 0,e"1" | e"1% p(a)m(a) da+0,e2
¥

j“-‘}

t
J, ®

—rEap(a)nﬂa}da+...

Identificando término a término los sequndos miembros de (V-~-29)

y (V-31) se tiene

L0
J’e“rna pla) m(a) da= 1 , para n=1, 2, 3, s
0

De este modo los coeficientes r de (V-29) quedan determinados

”, s ”
como las raices de la ecuacion

W
(Vv-32) ,L e T8 p(a) m{a) da = 1

Por el contrario los coeficientes Qn dependen de las condiciones

inigciales.

La relacidén (V-32) admite sélo una raiz real 7 positiva para

R
o]

i

w
‘( pf(a) m{a) da > 1
b
y negativa para Rb-< 1.
Para demostrarlo puede considerarse la funcién de r

W
Y = /f e *® 5(a) mla) da

r I
Derivando con respécto a rs
(UJ
_ -ra
Yé = - é ae pla) m(a) da <:O

Todos los términos dentro de la integral son positivos por lo
eual la derivada es menor gue cerc. Eso significa gque la funcién
Yr 0 sea la integral (V-32) es decreciente con respecto a r, va-
riande en teoria desde mis infinito a cero cuando r crece desde

menos infinito a mis infinito. Tiene la forma
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P

Grafico v-2

- R, es lo que se denomina la tasa neta de reproduccidn o sea.
la relac1on entre los nacimientos femeninos de dos generaciones
suce31vas. ‘Se pueden dlstlngulr '3 situaciones segin que R 2& 0
graficadas a continuacién '

Elied

Ye
\ Ro>!

Grafico V-3

oo e

1
L

D =P v . ?(n lO _ Y Top=0

Si R > 1 el valor real de r = p que hace a la 1ntegral
(Vv-32) 1gual a 1 deberd@ ser mayor que 0, por ser la funcién de -
creciente. Si R < .1, deberd ser p< 0y finalmente si R, = 1,
entonces r = o serd igual a 0. | |

. En resumen 1a ecuaclon (V—32) puede tener sélo una raiz real
e 51endo ) ” ' o ' - -

P 220. segtn que 'Ro >‘<1



157

Ademds de esta rafz real, la ecuacidn (V-32) tiene raices com

plejas. Simbclizands por

con 4 o= \/-1

v ou o+ Lv

bt ]

una cualgquiera de las raices complejas, entonces

rt utiv}g ut .
= e( e e"Y{ecs v £+ 1 sen vt)

e

Se llega a esta Gltima exprssidn escribiendo

rt Uk ivk
e = a e

ivt .
Desarrocllandec ¢ € an geris
pA 3
ex‘=l+x+---¥~~+-2§—+ o .
_ 24! 31
e;?? = 1 + ivt + ==& g‘t + l—g,t “eo

81 se tiene en cuenta gue

.2 3 . .4 . : ‘
17 = <1 ; 47 = ~1 ; 1" =1 ; 17 = i ; etc.

. 2
ivt _ 7
e."“(;“z

=t

?I ’ ) .
‘ + V4tf‘ e ano) + i /t = v3 t3
4t , {

= cos vi + 1 sen vt

Reemplazandoe la raiz real y las complejas en

(v-29) B(e) = 0, 1% + @, ¢"2% v o 3" 4 L.,
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'Se tiene
= ' ' + i ! t + 'Y
B(t) %oe +0,e2 {cos v2t i sen v, )
pt £
= Qpe + Qne n  (cos Vnt + i sen vnt)-+ -
pt &« o0
Q e + ff;Qne n coslvnt i LJ'Qneunt sen Vnt

ho2

Como B(t) es necesariamente real, deberd verificarse que
%1 u-t
i 9, en senv t =0

nw
por lo cual

t by
u t
B = e + e v _t
(t) QP ;; Qe n” cos v,
I
En la prictica es comin que uneC_G con 1o cual las cscila-
ciones del Gltimo término iran en disminucidn a medida gue aumen
ta t. En todos los casos u<{ P de modo que la amplitud relativa
de las oscilaciones va en disminucién con respecto al primer tér-
mino aperiddico en relacidn al cual los demds términos pierden im
portancia, y en el limite para t gue tiende a infinito
_ . Pt
(v-33) B{t) = QP e

i

Finalmente reemplazando (V-33) en la relacién ya vista,

"
(V-34) N(t) ‘f B(t-a) p(a) da

se tiene

W p(t-a)
e

N(t) = f Q p(a) da
[¢]
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pt
(V-35) N(t) = Ke - {siendo K = constante)

Se tiene entonces que, si la mortalidad por edad p(a) y la
fecundidad por edad m(a} de una poblacibén se mantienen constan-
tes a través del tiempo, cualguiera gue sea la distribucidn por
edad inicial las tasas de natalidad y mortalidad, la poblacién
tenferd a crecer a la tasa ¢ denominada tasa intrinseca de cre-
cimiento. Esta tasa represernta la capacidad fundamental de cre
cimiento de una poblacidén. En cambio la tasa bruta de creci -
miente r no da una medida verdadera de esta capacidad porque es
td influida por factores adventicios, como por ejemplo una dis-
tribucién por edad con una proporcién particularmente alta o ba
'ja de mujeres en edad reprofuctiva.

EJERCICIOS DEL CAPITULC V

1. Aplicando el criterio de convergencia y divergencia por

comparacidn, determinar si la serie

(V*BS) l + l '+‘ l + a s 088 + 1
2 3 n
2 3 n

+ LA I 2

es convergente.

Solucidn

Resulta conveniente compararla con la serie geométrica de

razén 1/2:

1 1 1

(V':'37) 1 By "—i"'i" ) 2 + rea + _?I + «Blﬁ
: 2 2. .
la cual es convergente, con suma igual a 2
g = --—--—:1—'-—-- = 2

T
1- 3



160

Comparando las series {V-36) y (V-37), los términos de la
primera son menores o iguales que los correspondientes de la se
gunda., Por lo tanto la serie {V-36) es también convergente, con

suma menor que 2.

2. ~ Demostrar que la siguiente serie de signos alternados, es

convergente _
. 1 1 1
V—-37 1 -— — + i — e + L
V=3n -7 T75 "7 |
Solucidén

La condicidn necesaria y suficiente para que una serie de
signos alternados sea convergente es gue su término general tien

da a cero.

|
o

. _ R 1
l1im an = lim N _;T7§= =
n-—3» % n—> e -

En consecuencia la serie (V-37) es convergente.

3. Determinar el campo de convergencia del desarrollo en serie
(v-38) arc tgx = x -
Solucidn

Aplicando el criterio del cociente (V-14) resulta

2n+l 1
> i 2 2n-1 2
. 2n+1 . n-
lim o= lim - % = X.
<20 i 2n+1
i 2n=-1 f
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la serie (V-38) es convergente para [x!| < 1 y divergente para

{x{ > 1. s’ ix! =1 se tiene
Cuando x = 1,
1 - %% + ﬁ% - %% o que es convergente
Cﬁaﬁao x = -1
-1 + %% - i% + #? ~ e ~ que es convergente

En consecuencia el desarrollo en serie de arc tg x es con-
vergente en el intervalo |x| < 1. '

4. Caleunlar el valor de sen 30° con un error menor a 0.0001
Solucidn

ELl desarrollc en serie de senx es

3 7
senx.—:x—%r+ o B 3

7

- &

Eﬂkm

—

sen 30° = sen ;%{ Z sen 0.52360

3 5
sen 0.52360 = 0.52360 - 0'55,50 + Uhd%gﬁﬂu__ -

En este caso, por tratarse de una serie alternada, el error
gue se comete al considerar n términos, es menor que el valor nu
mérico del primer término no considerado. Se puede obtener por

tanteos

) 5
(0.52360)"  _ (0.000328
51
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(0.52360) 7

= = 0.000002

Por lo tanto, habré gque tomar 3 términos para calcular el
sen 30° con un. error mencr a 0.0Qpl.
o 3 5
sen 0.52360 = 0.52360 - —{0-52360)0 , _{0.52360)
31 51

0.52360 - 0.02393 + 0.00033

0.50000
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