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Xatroduecios 

En los fenoaeaos socioeconomicos intQr?i©BQs una infinidad de variables 
de naturaleza diversa ©atredaaeeate iafcerrelaeioaaáos entre si® Para 
poder interpreta? osta graa ®asa d® iaforBaeioa sq utilisaa las técnicas de 
análisis i© datos aultidimeasioaales, destaeáadoe© eatre ©lias esa© la taás 
importaste @1 aaálisis d© coaponeates priaeipaleso Itodiaat© @st© método se 
reduce uaa graa castidad fie variables ea ua auaero pequeño i© nuevas 
variables (coapeaesteiB principales) que tieaea la propiedad d© ©star des-
corre laeieaaias eatr© sis Sstas nueras variables desusen las caracterís-
ticas de las variables prisiti^as y cada ^alor d© ©Has representa usa 
suma ponderada d© las variables primitivas.» 11 pea© eos que aetuaa las 
variables ea cada coaposeate es detersiaad© p@r ©1 aétodo, ©1 que además 
proporcioaa criterios para ©valuar los resultados l©greá@8» 

El objetivo d@ esto trabajo esta ©ri^atad© a t&iwlgar ©m un 
lenguaje sencillo, aplieaade bóIo eleaeatos básicos del álgebra lineal, 
este aétodo, cuja coaociaieat© es de graa utilidad eos© herramienta analí-
tica para los investigadores qu© trabajaa ©a la problemática del 
desarrollo,. 

Su aplicación es susmaeate valiosa ©a la elasificaciéa d® regiones 
en un país, o ©a la clasificación d® países,, peraitisad© eonsiderar 
numerosos puntas de vista a la ves j estudiar o describir las relaciones 
entre conjuntos d® variables^ 

SI hecho de que las poaderacioaes seaa ua ©Xesesto objetito deter» 
minado por ©1 setodo, favores© su uso en la eoastrueciéa de iadices j <sn 
la dsteraiaaeioa del status socioeeoaéiaie® de las faailiaso 

La particularidad que las aue^as variables (eoapoaeates principales) 
estén descorrelacioaad&s eatr© sí feaee esp©eial0@at@ útil su aplicación ©n 
tareas predictivas (construcción de aodelos liaeales)« 

Otra aplieaeiéa qu© puede seneioaarsQ es su uso en problemas d© 
filtrado de series d© tiesap© al ©liaiaar la® variaeio&es locales. El 
trabajo está presentado ea cuatro seccioaeso la la priaera, eoasidera-
ciones previas, se introduce ©a ©1 tema, p2aat@aad@ uaa clasificación de 
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países y señalando algunos pasos preliminares a l desarro l lo del problema; 

en l a segunda, planteamiento del problema, se presenta e l desarro l lo 

matemático mediante un lenguaje senci l lo con elementos básicos del álgebra 

l inea l (vectores y matrices) ; en l a tercera, calidad del índice, se 

explica como se puede medir la representatividad de l a s nuevas var iables 

(componentes pr inc ipa les ) ; y en l a última parte, vieual ización geométrica 

de l a inforaaci&n e interpretación, se expone la manera de interpretar 

los resultados mediante diagramas que f a c i l i t an e l aná l i s i s y comprensión 

de e l los » 

1. Consideraciones previas 
Para ilustrar la aplicación del método supondremos que nuestra 

tarea es la de clasificar países. Por lo tanto consideraremos un conjunto 
de N países caracterizados por M variables, en base a esta información se 
pretende ordenar los países en función de las variables. El objetivo 
perseguido es reducir las M variables a una sola variable que contenga 
N valores. Cada uno de los valores de eBta nueva variable corresponde a 
una suma ponderada de las variables originales. 

Nuestros datos son los valores de las variables y nuestra incógnita, 
las ponderaciones. Estas últimas deben actuar sobre las variables asegu-
rando una buena calidad del índice, es decir, dotándolo de las siguientes 
características! 

i) Una representación confiable di) los valores del índice conseguidos 
minimizando la pérdida de información en el proceso de síntesis que supone 
todo índice, y 

ii) Una clara diferenciación de lo¡3 valores que lo componen. 
La información de los países esta representada por variables de 

diversa magnitud y expresadas en unidades diferentes« Por lo tanto, un 
paso previo al planteamiento del problema es considerar la forma de 
homogeneizar la información que se dispone. Ello se consigue estandarizando 
las variables» 
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Una variable xj estandarizada de un país i se simbolizará por x^ y será 
igual a 

M x\ - x. 
X j J r-VAR x¿ 

Esta variable ( x* ) que mide la desviación de la media en unidades de 
desviación típica, se llama variable normalizada y sus cantidades son 
adimensionales (es decir, independientes de las unidades empleadas). 
El número de este cuociente determina el centro de gravedad de la nube de 
puntos (observaciones). El nuevo origen representa la media aritmética de 
las variables. 

Al normalizar las variables algunos momentos estadísticos asumen 
determinados valores y antes de plantear el método se hará una evaluación 
de ellos. 

a) La media aritmética de una variable estandarizada ( x^ ) 
N 

A l / A . 
xk = Ñ i = 1 

N i 
Á ^ <L (Xk " Xk) k " N i = 1 v/VAR (xk) 

1 > i N x 
X, = W i = 1 k N K 

k ——• •• 
/ VAR (xfc ) 

A X. - X, -x, = k k = 0 
k 

/VAR xk 
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Luego la media aritmética de una variable estandarizada vale cero, 
b) La varianza de una variable estandarizada 

•VfiRl ?k] í 

tL , A / U 

wCi] ••?} i. 

VA* 
r A 1 1 i 
UJ : ¿ 4 l \/vá8ÍXk¡i / 

ti , : _ v? 

r í 7 , « ñ j d t á - -1 
t'J 

Luego la varianza de una variable estandarizada es igual a uno. 

c) Evaluemos la correlación entre dos var iables estandarizadas 

/ y /f-1 



X * ] 
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N ,A . A 

x ; x , 
a-A 0 

H A • * : 
I V 

2. Planteamiento del problema 

Una manera de presentar e l problema es ubicar a los países 

en usa espacio de M disensiones, en e l que l a s variables constituyen los 

e jes d® un sistema ortogonal. Por l o tanto, cada uno de estos e j es contiene 
los valores de los N países. I la posición de cada paie en e l espacio 

está determinada por M coordenadas. En otras palabras, se tienen N vectores 

cada uno de e l l o s con M componentes, que f i j a n l a posición de los países 
M en el espacio B . 

As í , por ejemplo, la posición de un país cualquiera ( i ) serias 

• el*) 

,<n«M 

.pi») 

. pH 

5 

pm 

PU) [ W , x2a), J*n WJ 

Este planteamiento a pesar de contener l a totalidad d® l a 

inforfflaciosa, no permite realizase ninguna ordenación de los países? a l o 

sumo sería posible calcular l a s distancias entré países. Si bien es cierto 

qu® e l l o proporcionarla una manera d© compararlos, seria de d i f í c i l 

interpretación debido a l a smltidiraensionalidad ®n que están espresadas las 

observaciones«, Dado que l a dimensión del espacio es lo qu® hace engorrosa 

la interpretación, se busca reducir el numero de var iables a una única 

disensión, logrando qu® cada país quede determinado por una sol© coordenada 

en lugar d© l as 

Este proceso de reducción sólo es posible suponiendo un c ierto 

grado de asociación entre l a s var iab les» Lo que se busca es uina nueva 
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variable, que contenga tantos valores como observaciones existan. En 
nuestro caso, esta variable tendrá N valores, cada uno de ellos pertene-
ciente a un país. El conjunto de valores de esta variable se denomina 
componente o factor, y cada uno de los valores que asume corresponde a una 
combinación lineal de las M variables iniciales. Así por ejemplo, un país 
cualquiera i tendrá un solo valor y este será igual a: 

• \ A . \ a 
País (i) a ^ 1 t4) +" 2 X¿ ( ' ti) 

Esta nueva variable esta contenida en una recta I», que pasa por el 
origen, los valores de ella son determinados por las proyecciones de las 
observaciones sobre la recta L, denominada recta solución o primer eje 
principal. Pt*\ 

Cada uno de los puntos encontrados 
en la recta L corresponde a una 
combinación lineal de las variables 
primitivas y representa un valor 
del índice. 
El conjunto de valores es el índice, 
que como se había mencionado se 
denomina también componente o factor-

No s© debe confundir el componente o factor con la recta solución 
ya que esta última contiene infinitos puntos, en cambio, la componente 
sólo tiene tantos como sean las observaciones proyectadas sobre la recta 
solución, en nuestro caso serán N puntos. En otras palabras, la componente 
es un subconjunto de la recta solución. 

P[o) 

o 

m 

Expresemos matemáticamente lo que 
hemos formulado conceptualmente. 
Consideremos hipotéticamente que 
hemos determinado la recta solución 
L. Sobre esta recta se proyecta la 
observación del país (i) /P (i) del 
espacio 
La proyección es el trazo OA 
OA = OP (i) eos cx{ . 
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— > — Por otra parte, definamos los vectores OP y OU 
A 

O P 
- » 

-.til,a), x . m ) , 

imponiendo la restricción que el vector 00 sea unitario, 
. * á 

tenemos que I 0 Uy ¡ - X "Ó, - 1 
M 0 

l<9tt/ = í 

luego ^ ^ 0 f A ) - I ^ X, 

como ¿P Oü = «=<1 f" " 

con la restricción de que J] ¡ - y 

0 sea, el producto punto entre 2 vectores, uno de los cuales es 
unitario, es igual a la proyección del vector no unitario sobre la recta 
definida por el vector unitario y el origen. 

Destaquemos las siguientes relaciones: 
1) La proyección del país (i) sobre la recta Solución L, es igual a 
la combinación lineal de las variables primitivas [_ ]T ^ ^ U 

Por lo tanto, la proyección del conjunto de observaciones determinan el 
índice. 
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2) La recta solución está determinada por el origen y el vector unitario 
siendo las componentes de este ultimo las ponderaciones de las combinaciones 
lineales de las variables. 

El paso siguiente es encontrar algún criterio que permita determinar 
la recta solución. Este se puede deducir de los requisitos exigidos a las 
ponderaciones para asegurar una buena calidad del índice. Recordemos que 
estos eran l) lograr la menor pérdida de información en el proceso de 
síntesis que supone todo índice, y 2) conseguir una clara diferenciación 
entre los valores que componen el índice. 

En relación a la primera condición, habíamos mencionado que las 
distancias que mantienen las observaciones en el espacio conservan la 
totalidad de la información. Por lo tanto, uno de los requisitos que se 
debe cumplir es que el conjunto de proyecciones sobre la recta buscada 
permita reconstruir en forma óptima las distancias que mantienen entre sí 

M 
las observaciones en el espacio R . 

Como la operación de proyección reduce, en general, la distancia 
entre dos puntos, el criterio natural es usar aquel que maximiza la dis-
persión de las proyecciones sobre la recta. 

Gráficamente se puede i l u s t ra r con el ejemplo siguiente; 

Z>üLt/<?S ctoí ptOYj&S !>l4)jp(z), de-

.ostial Atún* L ¿4 Pt B -

A 4 - r>n) p/z) 

0 sea, en l a medida que el tienda a cero l a proyección se hace 

máxima reproduciendo con mayor f ide l idad l a distancia de las observaciones. 

Recapitulando, l a primera condición ( ev i ta r pérdida de información) 

se sat is face logrando que la dispersión de las observaciones sobre la 

recta sea máxima, e l l o también implica cumplir la segunda condición (una 

clara di ferenciación de los valores que componen el índice. 
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Por lo tanto, el medio para determinar las ponderaciones (componentes 
del vector unitario) es hacer máxima la varianza de las proyecciones. 

Si designamos por F (i) la proyección de una observación i, recordemos 
que esta era igual a F( i) = I °<j. (¿) , con la restric-
ción de que jr *<j ~ i 

J'-i é 

Luego, la varianza del conjunto de proyecciones será igual a 

V A * [ 0 [ F l V - f ] 

Í = 1 

« [ r ] : Z- i 2 

Por lo tanto, la varianza del conjunto de las proyecciones es igual al 
promedio de la suma cuadrática de la combinación lineal de las variables. 

0 sea, la expresión que debe maximizarse es la varianza de las 
proyecciones, con la restricción que el vector de las ponderaciones sea 

^ i unitario, es decir, z ¡~ 1 
r - 1 * 
<w 2 A - O o lo que es igual 2 "^J-' ~ 

j-.Í ' 

Por lo tanto, nos encontramos frente a un problema de máximo 
condicionado, que se resuelve mediante el método de los multiplicadores de 
Lagrange: 
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V f l R [ F ] ~ V 

i N 

H « 
N , M - • ' <c 

luego, 
H , "l A l i £ * A 

N A'.* ^ ¿"I N v 

Derivando respecto a un K se tiene z O 

I 
/V M A A _ /-) 

" ¿j [J-< * ^ 

- / f v y " ' ) X k ~ 
luego 7JT ¿ 7 V ' ' ;r V" 

Reagrupando el primer término de la ecuación 

M CL Á • A / 

i->i 

Recordemos que en las consideraciones previas evaluamos la correla-
ción entre dos variables estandarizadas, la cual era: 

yy ^ A 

Expresión que puede expresarse como 
/V /\ A 
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Reemplazando esa expresión en la ecuación anterior se tiene 

n , . k = 

Esta ecuación corresponde a una derivada cualquiera de V (función 
a maximizar). 

Como V tiene M variables, el máximo se encontrará haciendo nulas 
las derivantes parciales, resultando ese un sistema de M ecuaciones. 

Desarrollando la sumatoria y tomando K diferentes valores de la M 
se llega al siguiente sistema de ecuaciones 

/|f.í f + ^ 1 r Para K = 1 

Para K = 2 * 1 , L a 

Para K = 

0 lo que es lo mismo 
n + - t- 1 ~ ° 

A/vi . -/ ^ ^ M . z f 

0 sea, se tiene un caso especial de un sistema de ecuaciones 

homogéneas, el problema de vectores y valores propios. 

Designando por R a l a matriz de correlaciones y por u a l vector 

de las ponderaciones se puede esc r ib i r en forma matricial 
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O") U - r Ác 

bien [ R 1 > l ] J» ~ O 

En esta clase de problemas el valor propio ( ̂  ) debe cumplir la 
función de hacer que la matriz sea singular. Este es el único medio de 
obtener soluciones diferentes a ."La trivial. Ya que de ocurrir que la 
matriz no fuera singular, sería posible: , 

i t -- ° 
¡* - O 

En este caso la única solución posible es la trivial. Luego para 
encontrar soluciones diferentes a la trivial, es necesario que la matriz 
sea singular. 

Por lo tanto, el primer paso es resolver el determinante 

Ir->II- O 

La resolución de este determinante origina una ecuación caracterís-
tica de orden M en > 

f 'O 

Cada uno de los valores propios r (i) da origen a un vector 
propio u (i), o sea, en nuestro caso se obtienen M vectores propios 
determinados por los H valores propios. El procedimiento para encontrar 
un vector propio cualquiera u (i), es reemplazar el valor de ^ (i) 
en la matriz de coeficientes. Sin embargo, ello da origen a un sistema 
de ecuaciones lineales homogéneas, cuya resolución tendría infinitas 
soluciones. Por lo tanto, para obtener un número determinado de soluciones 
es necesario imponer la restricción establecida en el planteamiento inicial, 
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que cada vector propio u (i) sea unitario ¡Z¿*)l 
n -e À 

- £ '1 

De ese modo, por cada valor propio ^ (i) se obtienen dos solucioaee, 
cuyos valores absolutos sea idénticos difiriendo únicamente en el signo 
de sus componentes 

2 j - . = / 

Resumamos lo que se ha logrado: 
1) Se han determinado los vectores propios unitarios, y, por lo tanto, 
las ponderaciones de las combinaciones lineales de la variable 
2) Se han encontrado tantos vectores propios unitarios como variables 
primitivas que intervienen en el planteamiento del problema, es decir, 
M vectores propios unitarios que originan M reetas solución» En cada una 
de ellas es posible proyectar las N observaciones? además hay que tener 
presente que cada recta solución está determinada por un valor propio h (i) 
diferente, de modo que las ponderaciones de las combinaciones lineales de 
las variables son distintas en cada componenteo 
3) Por cada valor propio ^ (i) se obtienen dos soluciones, cuyos 
valoree absolutos son idénticos difiriendo únicamente en el signo de sus 
componentes, pudiendo ocurrir que el algaritoo usado elija aquel vector 
que asigne valores con signo negativo a los países mejor clasificados en el 
índice» 

El paso siguiente es determinar cual de los M vectores propios 
unitarios cumple mejor los requerimientos de confiabilidad que debe contar 
el índiceo 



- 14 -

Para coienzar, examinemos laB propiedades que poseen los vectores 
propios unitarios de una matriz simétrica» 

Recordemos que J U* - > 

en que R es la matriz de correlaciones, y por lo tanto, es una matriz 
simétrica, y ¿v y > Bon vector y valor propio de R. 

Ahora bien, supongamos que se tienen dos valores propios distintos 
> y > , queremos indagar los atributos de loe vectores propios 
¿fcj y îj. que originan esos valores propios. 

Por ser $ ¡ y ^ vector y valor propio de R, se tiene 
a ) R -

y por la misma razón 
b ) R \ Ux 

^ \ t -> t 
I n ) ~ >4 ^ Operando en a): 1 ' 

-y t n . . ./>£ JjL/\ K ~ multiplicando por la derecha por ¿C^ 
i. —•*> £ —> 

z > Operando en b): R 2- ¿ multiplicando por la izquierda 
t ^ -v ->t' 

Jt¿ñ R \ Ut 

JL - > 
7 / / ? A , ~ ^ Luego a) ^ ^ 

b) > 
¿ f? - >, ̂  Mz 
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z ? _ > Mi 4A 2 - O 
de donde a) - b) . h l 2 

A i 
- > / A __ > I - O 

M-l i 

como por hipótesis ^ 

luego 

Es decir, los vectores propios unitarios de una matriz simétrica 
son perpendiculares entre sí» 

Por lo tanto, las M rectas solución, determinadas por los M vectores 
propios unitarios y el origen, constituyen un sistema de ejes ortogonales, 
o sea, los componentes originados en cada recta solución están totalmente 
descorrelacionadas entre sí. 

Otra derivación importante surge al asociar las propiedades que 
presentan los vectores propios unitarios de la matriz simétrica R. 

•—>> £! Z 

v A . . I uU)\ = ' A Es decir: ' j-a u 

~yí _ n 

y U 1 U2 - U 

Estas propiedades determinan que el conjunto de vectores propios 
de R forman una matriz ortogonal U, en que todos sus vectores son perpen-
diculares entre sí, y cada uno de ellos es unitario. ^ 

La propiedad de esta matriz ortogonal es que Li CL - I 

o sea que el inverso de la matriz ortogonal 0 es igual a su traspuesta. 
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Procedamos ahora a evaluar la traza de la matriz simétrica R aplicando 
las propiedades de II. 

t 
traza R = traza tt U, LL 

Designemos por B = RU 
traza R = traza 6 

i j. trazad = traza Ur § 
Reemplazando B traza R11 & - trassa I T F i d 

por lo tantos traza R = traza ^ R & 

Evaluemos, por lo tanto, «si producto matricial f\ M^ 

a1 R a-- ^ [ « á — 

en que los XX(Á) representan vectores columnas de la matriz ortogonal 

ju^RÁl- ^ J 

como 

luego 

juC K Ál 

> M = 
matriz diagonal en que todo - O 
para -toda A $ r a todo ¿ 

luego: traza U/ LL = traza S: = traza D » ^ 
1 
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Considerando, además, que cada elemento de la diagonal de la 
matriz de correlaciones H¡ í^tf) , representa la varianza normalizada de 
una variable,, Por lo tanto la traza de R será igual a la varianza total 
y será igual a M. 

La varianza total es igual al promedio de la suma cuadrática de 
las distancias que mantienen las observaciones (países) con el origen. 
Habíamos mencionado la importancia de reproducir esas distancias al hacer 
las proyecciones ya que ellas contienen toda la información original. 

Sin embargo, al proyectar las observaciones sobre una recta solución, 
se altera, en alguna medida, esas distancias originales. La mayor o menor 
fidelidad con que se cumple esta condición básica es expresada por la 
varianza de la componente. 

Calculemos la varianza de una componente cualquiera 

Luego? traza R = - VARIANZA TOTAL 

3» Calidad del indice 
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/A 
ST oí 4 /li k " ^ Del desarrollo de pagina 9 se dedujo que ¿-i ¿ q * 

Como F^ está contenida en una recta L^ originada por un vector propio 
unitario y éste, a su vez, es determinado por un valor propio ^ 

M 
oí X y 

por lo tanto ^ ^ ^ /r ~ ^ 

luego VAR L z * K k ^ 
J K-j 

VAR - íf ¡ ^ ^ 

M 2 

como, la restricción impuesta es 

luego VR R i fu] - \ 

0 sea, la varianza de una componente F^ es igual al valor propio 
Como se había demostrado que la varianza total era igual a la 

sumatoria de todos los valores propios y era igual a M. 
Cada componente estaría representando una parte de la varianza total; 

y la calidad de cada una de ellas estaría determinada por el cuociente entre 
el valor propio respectivo y M. Esta última operación representaría el 
porcentaje de distorsión de la nube de puntos (observaciones) al ser 
proyectadas sobre la recta solución. 

Resumiendo, la interpretación será que en la medida que el resultado 
del cuociente sea cercano a uno, el resultado obtenido es bastante bueno 
ya que indicaría que las distancias iniciales son reproducidas casi 
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íntegramente. Si, por el contrario, el resultado se aleja de uno hacia 
cero, mayor ©s la pérdida de información y por lo tanto, menos confiable 
la ordenación. Luego, los componentes pueden ordenarse en relación al 
porcentaje de varianza total que representan, denominándose primera 
componente a aquella que representa el porcentaje más elevado de varianza, 
y asi sucesivamente. 

Visualización geométrica de la 
información e interpretación 

Los resultados pueden presentarse; 
a) en forma de índice 
b) mediante el plano principal. 

Y es posible interpretarlos mediantes 
1. La correlación entre variables y factores (cuya representación 

gráfica es el círculo de correlaciones) y 
2. La matriz de correlaciones de las variables. 

a) El índice 
Aquella componente que retiene el mayor porcentaje de la varianza es 

el que se presenta como índice. Si en el índice aparecen con signo nega-
tivo aquellos países mejor representados en la ordenación, este hecho no 
altera en absoluto la validez del resultado. Recordemos que ello se debe 
a que cada valor propio tiene dos soluciones, ambas con valores absolutos 
idénticos, difiriendo únicamente en el signo de sus componentes. Por lo 
tanto, puede ocurrir que el algaritmo usado elija aquel vector que origina 
valores negativos. 

Por el hecho de estar normalizadas las variables la media de la 
componente es igual a cero. Por lo tanto, los valores del índice próximos 
a cero representarían los valores medios del íaáice. El índice puede 
considerarse como una nueva variable cuyo nombre se deriva del carácter de 
las variables primitivas, así por ejemplo, si estas describen aspectos del 
desarrollo socioeconómico, el índice tomará ese nombre. 
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b) Plano principal (visuali«ación geométrica de la información) 
Si el porcentaje de la varianza total que retiene la primera 

componente es muy bajo es posible incorporar la segunda componente para 
describir la información. 

Como ambas componentes, y F£ están contenidas en las rectas 
solución L(l) y L(2), que representan los ejes de un sistema ortogonal. 
Ellas originan por lo tanto un plano denominado plano principal, en el 
cual la posición de los países estarla determinado por las nuevas coorde-
nadas F^(i) y F^ (i). 

El hecho de que las componentes esten descorrelacionadas entre sí, 
implica que la segunda componente incorporada al análisis aporta aspectos 
adicionales de la información no descritos por la primera componente. 

La calidad de esta representación plana se mide por el cuociente 
entre la suma de las varianzae de ambos componentes y la varianza total, 
o sea, 

VAR /~F(1) + VAR ¿~F(2)_7 _________ 

por el hecho ya mencionado que la correlación entre F(1) y F(2) es nula. 
El plano principal permite juzgar la homogeneidad del conjunto de 

observaciones ya que mediante él se puede visualizar aquellas observaciones 
que están distanciadas en el plano y las que están muy próximas entre sí. 
Las primeras corresponderían a palees con características muy diferentes 
entre sí, y las segundas a países semejantes. Ello puede constituir la 
base para construir eventualmente una tipología de países. 

1. Correlación entre variables y factores 

Tanto el índice como el plano principal constituyen los resultados del 
análisis de componentes principales; el primero expresa una ordenación de 
las observaciones, mientras el segundo muestra la dispersión de los países 
en el plano principal. 

Si se pretende hacer ua. análisis más fino, es necesario explicar 
las causas que determinan la diferente posición de los países en el 
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índice, © bien poetes0 interpretar la dispersión d© estos en el plano 
principalo 

Al eoapar&r dos países á® la árabe d® puntos, éstos pueden diferir 
por un s©l© par&aetr® o wrios, o todos a la regó Por lo tanto, identificar 
estas diferencias posibilita la interpretación de los resultados. 

Paya facilitar la ©aplicación supongamos que se tiene un 
A A 

conjunto á© países caracterizados por dos variables £ » 
De es© eeajunt® i© observación©® consideraremos dos países P(1) y P(2), 
estableeieado las eausas qu© ©rigiaaa la diferente ordenación de estos 
países en las áas primeras componentes^ 

Para desarrollar ©1 análisis se presenta un diagrama en el que 
aparecen? la aub© é© pusat©s9 los ojea de las variables primitivas A * 

C tf-j y, ) J los suevos ejes, © sea las rectas solución L( 1) y L(2) que 
eontieaea las e®ap©n@nt®@ F(1) y F(2)o 

Loe datos con que se euentaa para la iaterpretaeión d© este 
diagrama soas 

1) Loa ^©éteres pr@pi@e uaitari@s qu© ©rigiaam las rectas solución 

^[4J- f^í U 3 J deteralaa L ( 1 ) 

ufa) deteraiaa 1 ( 2 ) 

A A 
2) 3La pesieiéa los países en los ©je© primitivos ( ] z )® 

pu) , [ i?, M • h 

3) los valores d© las componentes 

F ( 1 ) = / " A B J 

F( 2) a ¿fá» w j 
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/ 

La primera consideración que se puede deducir del diagrama es que las 
proyecciones de los países P(1) y P(2) sobre la recta L(1) reproducen 
con mayor fidelidad la distancia entre P(1) y P(2) que las proyecciones que 
recaen sobre L(2). 

La consideración geométrica de ello es: 
La distancia P(1) P(2) = hipotenusa del triángulo rectángulo P2, C, P(1) 

AB = C P (1) 
CP(1) = cateto mayor del triángulo rectángulo P^, <", P(1) 
A' B* = C P (2) 

CP(2) = cateto menor del triángulo rectángulo P_, C,P(1) 
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segunda consideración surge a l anal izar la proyección del país 

uno ( P ( 1 ) ) sobre las rectas L(1) y L ( 2 ) . En el diagrama se puede apreciar 

que la proyección del país uno sobre la recta L ( 1 ) , ( e l valor A) 

representa un valor elevado de ese eje,. y por l o tanto indicaría una 

c las i f i cac ión buena del país uno ©n e l índice ( F ( 1 ) ) . En cambio» a l 

examinar l a proyección del mismo país ( P ( D ) en l a recta L (2 ) ( e l valor A 9 ) » 

representa un valor próximo a l a media d® l a c las i f i cac ión en l a componente 

F( 2) o 

Comparando ambas proyecciones? 

Proyección de P (1 ) en l a recta L(1) A = 1 l * ) f 

Proyección de P (1 ) en la recta L (2 ) A '= /3? Xi M ) * f*¿ 

Se constata que siendo iguales los valores de las var iables lo que 

establece la d i ferencia en l a c las i f i cac ión de los países es el hecho de 

que las var iables no intervienen con los mismos pesos en l a determinación 

tercera consideración se desprende a l analizar l a proyección 

países sobre una misma recta solución» 

Comparemos la proyección de dos países (P (1 ) y P(2) en la recta L (1 ) 
a A > 

Proyección de P (1 ) en l a recta L (1 ) A = 1 X1 (4) + í V 

Proyección d© P(2) en l a recta L ( 1 ) B = <?<T X^ (0.) f °<z Xx fi) 

En este caso se puede ve r i f i c a r que las ponderaciones son iguales 

y lo que determina la d i ferencia en la c las i f i cac ión de los países 6on los 

valores de l a variable** Por lo tanto, e l paso siguiente es ident i f i ca r 

aquellas var iables que inciden con más fuerza en la ordenación de las 

observaciones» Mientras más acentuadas son l as di ferencias del valor de una 

variable en los países mayor es su poder de discriminación sobre l a s 

observacionesc En consecuencia, las variables qu® presentan una correlación 

más elevada con l a componente son las que mejor explican la c l as i f i cac ión 

de los países» 
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Calculemos la correlación entre una componente cualquiera F̂  
A 

y una variable 
a CP 

c o t R [ f K , x t J -

A 
* i 

- - ¿ ^ ^ 

W J - J 

10" [ 

/y Al 

• 4 £ ^ 
^ X* 

^ A 

A L 
K 

A 
J 

/ itl 

A l 

i'- A d 
* * 

= / K * f't 

Recordemos que del desarrollo hecho en página 9 se dedujo que: 
M 

Z- '' 

Como F^ está contenida en una recta L^, originada por un vector propio 
unitario ¿c^ y este a su vez por un valor propio "Y-

A 

luego ÍOV i F K , XXJ - ^ 

fVD Por lo tanto, COR F K ¡¿¿jZ ^ ^ ^ 

como - ^ 
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-

r 7 
K 

re 1 -luego: C o a f? L '/< , X / U 7= 
$ 

0 bien: UDRR [ F^ , X¿J r ^ 

Representación simultánea de variables y observaciones en 
el plano principal 

A 

En el plano principal además de proyectar las observaciones se 
pueden proyectar también las direcciones de los antiguos ejes, eso 
permite - aún si estas direcciones son sólo aproximaciones - interpretar 
las diferencias que existen entre las observaciones. 

Para ilustrar el procedimiento supondremos un conjunto de N países 
A A caracterizados por dos variables y . En este ejemplo, primero se 

A 

calculará la dirección en que se proyecta la variable en el plano 
principal y luego se hará una interpretación de la clasificación de dos 
países (P(1) y P(2)) de la nube de puntos en la componente F(2). 
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fu x x En el diagrama se presentan la nube de puntos, los antiguos ejes ^ ^ 
los nuevos ejes L(1 L(2), los puntos P y P que representan los vectores 
propios unitarios \ Us\ \ ~ * y ¡-U^ j - 4 que determinan las rectas L(1) y 

Á 

L(2), y la magnitud OA = 1 de la variable x^5 es decir, el punto A tiene 
coordenadas (0,1) en el antiguo eje» 

La proyección del punto A sobre las rectas L(1) y L(2) determinan 
los puntos F y E respectivamente. 

¿ --lo o£?¿I Of - ¿7/9 fcf 
— > 

Luego el eje que corresponde a la variable se proyecta en el 
plano principal en la dirección del vector 
Mientras más próxima sea la dirección de una variable a una de las rectas 
solución, mayor es la asociación de esa variable con la componente conte-
nida en esa recta. A 

En el diagrama es posible constatar que la variable ^z 
esta más próxima a la recta L(2) que a L(1); indicando con ello una 
asociación más estrecha con la componente F(2). Ello significaría que la 
variable X¿ tiene valores muy diferentes en el conjunto de países, y por 
lo tanto, ejerce una influencia decisiva en la clasificación de los países 
en esa componente. Sin embargo al establecer la comparación de dos obser-
vaciones del conjunto, los países P(1) y P(2) se verifica que la variable 

A 
/1 tiene valores muy semejantes en ambos países? y en este caso 

específico la ordenación de estos dos países en la componente F(2) estaría A 

determinada por la variable ^ f . 
0 sea que una representación de esta naturaleza permite visualizar 

rápidamente las causas que explican la diferencia en la ordenación en 
algunos países del conjunto, aspecto que no es tan fácil de descubrir 
mediante el análisis matemático cuya preocupación principal es 
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interpretar la ordenación del conjunto de países» 

Círculo de correlaciones 

F(2) 

Este gráfico permite visualizar correlaciones entre variables. 
Cada punto representa a una variable? se la caracteriza por su6 
correlaciones respectivas con la primera y segunda componentes principales. 
Siendo el módulo de las correlaciones inferior a uno, todos los puntos 
se encuentran al interior del círculo de centro cero y radio uno. Mientras 
más alejado del centro del círculo este la variable menos deformada es su 
representación original y más importante es su peso en la construcción de 
las componentes principales. Si dos variables bien representadas 
(alejadas del centro de la circunsferencia) son vecinos (x^, x^), tienen 
una correlación alta positiva, mientras que si son ortogonales (x^, x^) 
tienen entre sí una correlación baja y finalmente sí son opuestos 
(xp, x^)« tienen una correlación alta negativa» 
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