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Introeduceidn

En loz fendusnos sccicccondmicos intervismom una infipided de variables
de naturaleza woey diversa estrecharente interrelaecionades entre 8i. Para
peder imterpretar esta gran wass de inforvacibm se utilisen las técnicas de
znblisis do datoes muitidimcusionales, desiacindoss sntre sllas como 1o mas
importante el enélisis de componsntes primcipasles. ¥Wediante eate método se
reduce une gren cantidad de variables ep un nbecre pogueiio de nuevas
variabies (coupopentes principales) guo tiemecn ia propicdad de estar des-
correlacionadas ontwve si. Eatas nvovas variebles resumen los caracteris-
ticas de las vorisbles primitives y cada velor do gllas representa una
suma pondeprada de loe variables primitivas. Bl peso con gue zmecthan las
varizbles cn cada couponente es8 determinndo por sl método, ¢l gue adembs
proporciona c¢riterios para eveluar los resultades logrades.

El objetive de gste trobajo ceta oriemtade & divulgar em un
lengua je sencille, aplicandc s6lo clomonios basicos del Zlgebwxa limeal,
eate wétodo, cuyo conocimiento ¢a de gram utilidad come herramiente anali-
tica para los investigadores qua trabajar em la problemética del
desarrolle.

Su aplieacién es sumamente valiosa en la clasificacibdn de regiones
en up pais, o0 ¢n la clasificacidn ds peaiscs, permitiendo conaiderar
nuaerssos puntes de vista 2 la vez y sstudiar ¢ deseribir las relaciones
entre conjuntes de varigbles.

El hecho de que las ponderaciones seam un eleomento objetive deter-
minade por ¢l wétedo, favorece su use on la construccibéa de indices y en
la determinacidén del status aocioeconduico de las foawiliag.

La particularidad que las nuevas variables (cowponentes principales)
esten descorrclacionadas entre si hace cspecialmente aGtil su aplicaciéa en
tarcas predictivas (consiruccidn de wodelos limealces).

Otra aplicacidén que puade wencionarse €5 su usSo on problemas de
filtrado deo series de ticwepo al slimipar lag variaciones locales. B1
trabajo esté presentado en cuatro secciones. BEn la priwera, comsidera-

ciones previes, se intvcduce en el tema, plopteande una clagificacidn de



paises y seflalando algunos pasos preliminares al desarrocllo del problema;
en la segunda, planteamiento del problema, se presenta el desarrolle
matemaAtico mediante un lenguaje sencillo con elementos basicos del &lgebra
lineal (vectores y matrices); ea la tercera, calidad del indice, se
explica como se pusde medir la representatividad de las nuevas variables
(componentes principales); y en la ltima parte, visualizacidn geométrica
de 1la informacidén e interpretacidn, se expone la manera de interpretar

los resultadoa mediante diagramas que facilitan el andlisis y comprensidn

de ellos.

1. Consideraciones previas

Para ilustrar la aplicacidén del método supondremos que nuestra
tarea es la de clasificar paises. Por lo tanto consideraremos un conjunto
de M paises caracterizados por M variables, en base a esta informacidn se
pretende ordenar los paises en funcidn de las variables. El objetivo
perseguido es reducir las M variables a una sola variable que contenga
‘N valores. Cada unc de los valores de esta nueva variable corresponds a
una suma ponderada de las variables originales.

Nuestros datos son los valores de las variables y nuestra incdgnita,
las ponderaciones. Estas filtimas deben actuar sobre las variables asegu-
rando una buena calidad del indice, es decir, doténdolo de las siguientes
caracteristicas:

i) Una representacidn confiable de los valores del indice conseguidos
minimizando 1la pérdida de informacidén en el proceso de sintesis que supone
todo indice, ¥

ii) Una clara diferenciacibdn dée lo:s valores que lo componen.

La informacidn de los paises esta :epresentada por variables de
diversa magnitud y expresadas en unidade:;s diferentes. Por lo tanto; un
paso previo al planteamiento del problemn es considerar la forma de
homogeneizar la informacidn que se dispone. Ello se consigue estandarizando

las variables.



Una variable xj estandarizada de un pais i se simbolizaré por 2; y Bera

igual & ; _
;i - xj - J::I
‘VAR x

3

Esta variable &i ) que mide la desviacibén de la media en unidades de
desviacién tipica, se llama varisble normalizade y sus cantidades son
adimensionales (es decir, independientes de las unidades empleadas).
El nimero de este cuociente determina el centro de gravedad de la nube de
puntos (observaciones). El nuevo origen representa la media aritmética de
las variables.

Al normalizar las variables algunos momentos estadisticos asumen

determinados valores y antes de plantear el método se hard una evaluacién

de ellos.
a) La media aritmética de una variable X, estandarizada ( Qk )
- N
A _1 &
* "W i=1 Kk
- P X - %
3.1 £ %)
k N i=1 \/VAR(ka
M
A 1 44.. xi-ﬂ‘ik
X = Ni=1 k N
\/VAR(xk)
. S
VVYAR x



Luego la media aritmética de una variable estandarizada vale cero.

b) La varianza de una variasble estandarigzada

vaRLR] = 2 (X Re)’
(5] % 5 (%)
iz 2

Lomo w}R[Xk] = % .i
44
A
AR K, | 7 =t
v [ k] vk {X]

Luego la varianza de una variable estandarizada es igual a uno.
Evaluemos la correlacidn entre dos variables estandarizadas
| o am L e[ Ry
corr [ Xy, X/J Vo (5] vanl %]
NooA R el A
> (K= %) (%= X)
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2. Planteamiento del problema

Uns manera de presentar el probleme ¢8 ubicar a los paises
en un ¢spacio de ¥ dimensionss, en el que las varisbles constituyen loa
ejes de un sistema ortogonal. Por lo tanto, cada uno de estos ejes contiene
los valores de los N paises. Y la posicién de cada pais en el espacio
¢std determinada por M coordenadas. En otras palabras, se tienen N vectores
cada uno de ellos con M componentes, que fijanm la posicibn de los paises
en ol espacio BMo

Azi, por ejemplo, lm posicidn de un pais cualquiera (i) seria:

aD[ﬁ’ IO . Pp) 5 A ‘ A ~ .
‘ :p{t.] . Pl 7 ({) = [ X4 ()5)) X, (4]} ey ‘XM (‘E)J

LY
ra

- Pl 'Pfﬁ)

Este planteamiento a pesar de contener ia totalidad de la
informacidén, no permite realizar ninguna ordenacién de los paises; a lo
aumo seria posible caleular las distanciss entré paises. Si bisn es cierto
que cllo proporcionaria une manera de compararios, seria de difieil
interpretacidn debido a la multidimensionalidad en que estan expresadas 1as
chgervaciones. Dado que la dimensidn del espacio es lo que hace emgorrosa
iz interpretacibn, se busca reducir el nimero de varisbles a una Gmnica
diwensibén, logrando gque cade pais quede determinade por una sola coordenada
en lugar de las M.

Este proceso de reduccidén s6lo es posible suponiendo um cierto

grado de asociacidén entre las variables. Lo que se busca ¢s una nueva



variable, que contenga tantos valores como observaciones existan. En
nuestro caso, esta variable tendrd N valores, cada uno de ellos pertene-
ciente a un pais. E1 conjunto de valores de esta variable se denomina
componente o factor, y cada uno de los valores que asume corresponde a una
combinacién lineal de las M variables iniciales. Asi por ejemplo, un pais

cualguiera i tendrd un solo valor y este serad igual a:

Pais (1) = g X1 04) + oty Xy ()47 #oty Xpm (4)

Esta nueva variable esta tontenida en una recta L, que pasa por el
origen, los valores de ella son determinados por las proyecciones de las

observaciones sobre la recta L, denominada recta solucidn o primer eje

principal. A P
i) L
\\ \ate) Cada uno de los puntos encontrados
- en la recta L corresponde a una
Y 7 combinacién lineal de las variables
/;V/Ag/ primitivas y representa un valor
e del indice.
El conjunto de valores es el indice,
que como se habia mencionado se

denomina también componente o factor.

No se debe confundir el componente o factor con la recta solucidn
y& que esta 0ltima contiene infinitos puntos, en cambio, la componente
56lo tiene tantos como sean las observaciones proyectadas sobre la recta
solucidn, en nuestro caso serén N puntos. En otras palabras, la componente

es un subconjunto de la recta solucidn.

Expresemos matemdticamente lo gque

hemos formulado conceptualmente.

_ Consideremos hipotéticamente que

4 “h hemos determinado la recta solucidn
L. Bobre esta recta Be proyecta la

- observacifn del pais (i) /P (i) del

P () espacio RM Yo /

La proyeccidon es el trazo QA

0A = OP (i) cos x.

A o)
fp) i

~
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Por otra parte, definamos los vectores OP y OU
“ .
—_ ~ . A ;
h [ Rild), XU, o, X U]
LT VR,

—

imponiendo la restriccidn que el vector OU sea unitario,

Moo
tenemos que [ OW/ = > "(0(,. =
J:f

- -
| - Jor| low| tof=
luego or dw / {
-
lowf = 1
E;; 5:; = oP tofX
= 2
comogg:= "(1;(\1('&)*'“1)(2“)}-’_#“” " g1

M
con la restriccidn de que Di/ =1

S

0 sea, el producto punto entre 2 vectores, uno de los cuales eB
unitario, es igual a la proyeccidn del vector no unitario sobre la recta
definida por el vector unitario y el origen.

Destaquemos las siguientes relaciones:

1) La proyeccidén del pais (i) sobre la recta Solg&ién;Lefes igual =
la combinacidén lineal de las variables primitivas[lg;“yng4i]
Por lc tanto, la proyeccidn del conjunto de observaciones determinan el

indica.



2) La recta soclucibn estd determinada por el origen y el vector unitario
siendo laa componentes de este (ltimo las ponderaciones de las combinaciones
lineales de las variables.

El paso siguiente es encontrar algun criterio que permita determinar
la recta solucién. Este se puede deducir de los requisitos exigidos a las
ponderaciones para asegurar una buena calidad del indice. Recordemos que
estos eran 1) lograr la menor pdrdida de informacidén en el proceso de
sintesis que supone todo indice, y 2) conseguir una clara diferenciacidn
entre los valores que componen 21 indice,

En relacidn a la primera condicidon, habiamos mencionado que las
distancias que mantienen las observaciones en el espacio conservan la
totalidad de la informacidn. Por lo tanto, uno de los requisitos que se
debe cumplir es que 21 conjuntoc de proyecciones sobre la recta buscada
rermita reconstruir en forma éptima las distancias que mantienen entre si
:1as observaciones en el espacio RM.

Como la operacidn de proyeccidn reduce, en general, la distancia
entre dos puntos, el criteric natural es usar aquel que maximiza la dis-~
persibn de las proyecciones sotre la recta.

Gréficamente se puede ilustrar con el ejemplo siguiente:

o) Dados dos puntos P g Pl2), &L/M‘/e'cuoﬁ. e
L
;,t"’ 3 Ambol Aobne L ¢4 A B = P4} P(2] tof<
A Aigmt= O, tofoc= 1
AR = Pl1) P(2)
0 sea, en la medida que el & <X tienda a cero 1la proyeccibn se hace

mAxima reproduciendo con mayor fidelidad la distancia de las observacionea.
Recapitulando, la primera condicidn (evitar pérdida de informacidn)

se satisface logrando que la dispersién de las observaciones sobre la

recta sea méxima, ello también implica cumplir la segunda condicién (una

clara diferenciacidn de los valores que componen el indice.



Por lo tanto, el medio para determinar las ponderaciones {componentes
del vector unitario) es hacer madxima la varianza de las proyecciones.

Si designamos por F (i) la proyeccidn de una observacidn i, recordemos
que esta era igual a F(i) =J§ =<4 %}[i) , con la restric-

M 2
cién de que < : 4
g1

Luego, la varianza del conjunto de proyecciones serd igual a

N - 52
var [ F] ,':','Z[F“)_F-]

i

N R
e [F]i sz" > [F[A}J

41

Por lo tanto, la varianza del conjunto de las proyecciones es igual al
promedio de la suma cuadratica de la combinacidén lineal de las variables.
0 sea, le expresidn que debe maximizarse es la varianza de las

proyecciones, con la restriccidén que el vector de las ponderaciones sea

M
unitario, es decir, ¥ a(Z: f
J'.'.f 0[
m 2 -
o lo que es igual X “a'7"0

D{:l'

Por lo tanto, nos encontramos frente a un problema de midximo
condicionado, que se resuelve mediante el método de los multiplicadores de

Lagranget
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var [ F]~ A[%“’(;fj =V

J
\/ﬂﬂ[F] 1;]—!;:62
"e m it
vﬁf?[r] "N ,%;‘ {}j 4 })
-h-q.. AJ’ 2 "M"a{a__ j_‘__\/
luego, ;3-' % (JZ_\ O{d" XJ} - }‘{J:ﬁ: 4)

G< K se tiene.jﬂi = O

Derivando respecto a un
{otx

D%K 431 J:4
A M A i M
A p 4) X K
luego :( ‘%\ (J; J, J, K

Reagrupando el primer término de la ecuacidn
Ny X
= N
L Y Z X X "

Recordemos que en las consideraciones previas evaluamos la correla-

cion entre dos variables estandarizadas, la cual era:

A LA A

. . - 1 ¢ 4

corR [ Xy Xk ] =4 % Xy Xk
Expresidn que puede expresarse como

TYn =5 2 X X
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Reemplazando esa expresidn en la ecuacidn anterior se tiene

b
J:d

Esta ecuacidn corresponde a una derivada cualquiera de V {funcién
a maximizar).

Como V tiene M variables, el midximo se encontrarid haciendo nulas
las derivantes parciales, resultando ese un sistema de M ecuaciones.

Desarrollando la sumatoria y tomando K diferentes valores de la M

se llega al siguiente sistema de ecusciones

= =y
Para K = 1 Xy nq.f +°<2/'12,1+--'~-+=’<m /IMJ } b
= Mo,
Ay flogt -~ Ft=<mllnz -~
Para K = 2 X1 flaa + 7274
ety N = MM
<y Tl .Mt - +=<m Emm
Para K = M cﬂfnLMF &
C lo que es lo mismo » -
) o .. M =
(/—fo—})°4'1* Mgz =0+ T
- Am = O
ﬂ2_4 0<1'}' (/72-1—7‘)"(1.*”’ + nz'M M

[

oot . : (2 ) W)= O
ﬁm.4d4 + Nya et ""+( - 7\) &

O sem, Be tiene un caso especial de un sistema de ecuacionss
homogéneas, el problemaz de vectores y valores propios.
-
Designeando por R a la matriz de correlaciones y por u al vector

de las ponderaciones se puede escribir en forma matricial
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[ﬂ] Z = W
o bien [R:}‘I] ’Z;’):O

En esta clase de problemas el valor propio { A ) debe cumplir la
funcidén de hacer que la matriz sea singular. Este es el finico medio de
obtener soluciones diferentes a la trivial. Ya que de ocurrir que la

matriz no fuera singular, seria posible: /
! 4 - o -
(- 1] "' [r>D] Z=[R2T]0
I &£=0
& =0

En este caso la i{inica solucidn posible es la trivial. Luego para
encontrar soluciones diferentes a la trivial, es necegario que la matriz

sea singular.
Por lo tanto, el primer pasc es resolver el determinante

[g-»1|=0

La resolucidn de este determinante origina una ecuacidn caracteris-

tica de orden M en >

. M-2 _
7\M+C1 7\Mf+ C, N 1‘""‘9'(4."47\ £, =0

Cada uno de los valores propios ), (i) da origen a un vector
propio ‘Z (i), o sea, en nuestro caso se obtienen M vectores propios
determinados por los M valores propios. El procedimiento para encontrar
un vector propio cualquiera -Z (i), es reemplazar el valor de I (i)
en la matriz de coeficientes. 3in embargo, ello da origen a un sistema
de ecuaciones lineales homogéneas, cuya resolucidén tendria infinitas
soluciones. Por lo tanto, para obtener un niimero determinado de soluciones

es8 necesario imponer la restriccidn establecida en el planteamiento inicial,
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- Ry

., - - P

que cada vector propio g (i) sea unitario / i"i4j) %5

De ese mode, por cada valor prepio » (i) se obtienen dos soclucionese,
cuyos valores absolutos son idénticos difiriendo Gnicamente en sl signo

de sus compenentes

A — 2 2

e 2 2 -
Moy . oot
2012, i fs)] = =1 4o "

)
-—_-,> - (_,(4)271- (-42\)2»-—-4"[—@(}'27

1. s

4
120 5 L) = 4
4

(v M~

f

Resumamos lo que se ha lograde:
1) S5e han determinado los vectores propios unitarioe, y, por lo tanto,
las ponderaciones de las combinaciones lineales de la variable
2) Se hap encontrado tantos vectoree propios unitarios como variables
primitivas que interviemen en el planteamiento del problema, es decir,
M vectores propios unitarios que or;ginan M rectas solucidn. En cada una
de ellas es posible preyectar las N observaciones; ademds hay que tener
presente que cada recta solucidn estéd determinada por un valor propio A (i)
diferente, de wodo que las ponderaciones de las combineciones lineales de
las variasbles son distintas en cada componente.
2) Por cada valor propio » (i) se abtienen dos soluciocnes, cuyos
valores absolutos son idénticos difiriendo ﬁnicamente en ¢l signo de sus
componentes, pudiendo ocurrir que el algaritmo usade elija agquel wector
que asigne valores con signo rpegativo a los paises mejor clasificados en el
indice.

El paso siguiente es determinar cual de les M vwectores propiocs

unitarios cumple mejor los requerimientos de confiabilidad que debe contar

el indiecs.



- 14 -

Para conenzar, examinemos las propiedades que poseen los vectores
propios unitarios de una matriz simétrica.
~ b
Recordenos que [2 7 7V N/

en que R es 1la matriz de correlaciones, y por lo tanto, es una matriz

7

simétrica, y & y A &on vector y valor propio de R.
Ahora bien, supongamos que se tienen dos valores propios distintos
>y 71 , queremos indagar los atributos de los vectores propios

™y Ji que originan esos valores propios.

Por ser £?1 ¥ }} vector y valor propio de R, me tiene

= -
&) R, N A

¥y por la misma razdn

4 )t: R, by

Operando en a): (/? 4y

‘?f >
f? ) multiplicando por la derecha por .,

'->45 -
;azi:R thy = ?4 My Ay
Operando en b): /7 J”Q" ‘l multiplicando por la izquierda A4

5t >t >
4R/£(/‘2 /LL, 'a’z

) K ELQ, = h My A

. > _ N P o7
b) JXMP’(’”' R

Luego a)
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>4 -

""?i ) __'} ,{,{,f ,{,éz -‘O
de donde a) - b) . N Mg M1 72

=>4 _ - O

A1 M2 ((}‘. }2)
como por hipbtesis 7>'¢: ?é

~1 7

luego g Hi = o

Es decir, los vectores propios unitarios de una matriz simétrica
son perpendiculares entre si.

Por lo tanto, las M rectas solucidn, determinadas por los M vectores
propios unitarios y el origen, constituyen un sistema de ejes ortogonales,
o sea, los componentes originados en cada recta solucibn estan totalmente
descorrelacionadas entre si.

Otra derivacién importante surge al msociar las propiedades que

presentan los vectores propios unitarios de la matriz simétrica R.

— f- o %y
Es decir: /Ml“' i J34 j/
>t >
¥ g My =0

Estas propiedades determinan que el conjunto de vectores propiocs
de R forman una matriz ortogonal U, en que todes sus vectores son perpen-
diculares entre si, y cadea uno de ellos @8 unitario.

La propiedad de esta matriz ortogonal es que (o ow =1

o semr que el inverso de la matriz ortogonal U ez igual a su traspuesta.
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Procedamos ahora & evaluar la traza de la matriz simétrica R aplicando

las propiedades de U.

_ t
traza R = traga Rl

Designemos por B = RU
traza Rf traza B L
trazaBhd = traza 4PN
£ A “L
Reemplazando B traza RU U = traza U A

£
por lo tanto: traza R = traza urrd

t
Evaluemos, por lo tanto, ¢l producto matricial U /?/4{,
> = >
at[{ U “t[ﬁu, Ric, - - - H’MMJ
en que los Z{ij representan vectores columnas de la matriz ortogonal U
- “') )
como RM(“‘}:}’M’(J

> — -
,u,tRM’ ,a,t[}uq Mz,f s .- %Mm]

,{,(,t/?,é(,: )[l_]

luego

1) - [ D]

matriz diagonal en que todo LC? =
para fodo 4 ‘f'%f a'j “’y:}Para todo 4 :ﬂt

t M
luego: traza Ui - traza F = traza D = 2 >‘,;
£ 1



- 17 -

Considerando, ademfs, que cada elemento de la diagonal de la
matriz de correlaciones R, [@}}) , representa la varianga normalizada de
una variable. Por lo tanto la traza de R sera igual a la varianza total
y serd igual a M.

}
Luego: traza R = )y 74 = M = VARIANZA TOTAL
FER |

3. Calidad del indice

La varianza total es igual al promedio de la suma cuadratica de
las distancias que mantienen las observaciones (paises) con el origen.
Habiamos mencionado la importancia de reproducir esas distancias al hacer
lae proyecciones ya que ellas contienen toda la informacidn original,

Sin embargo, 2l proyectar las obmervaciones sobre una recta solucidnm,
se altera, en alguna medida, esas distancias originales. La mayor o menor
fidelidad con que se cumple esta condicidén bidsica es expresada por la
varianza de la componente.

Calculemos 1a varianzae de una componente cualquiera

ol
M
A4 ‘/:1
M M N As B
VRK[FK]:LKK Z"‘»’J;’{-ZX Xk
K24 J=" AT
lyomo§ gue sk ’ff X* "
fLiéprettomel it Ko -
/ N & k
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'§ y Nyk » K
g1

Como FK estA contenida en una recta LK originada por un vector propio

Del desarrollo de pAgina 9 se dedujo que

unitario -EZK y éste,‘ a su vez, e& determinado por un valor propio )k
il

por lo tanto 2_ "<OL n‘J'k = ?;< "{l-(
s,

luego VAR [FK] = k%I K ?a"\’ ¢<k

ol 2
' L
VAR [FK] - C( L K
ka4
. M 2
como. 1la restriccidn impuesta es Z_ "<K =1

kz4

luego VA R LFK] = 7;<

0 sea, la varianza de una componente FK eg igual =l valbr propio 7;

Como se habia demostrado que la varianza total era igual a la
sumatoria de todos los valores propios y era igual a M.

Cada componente estaria representando una parte de la varianza total;
y la calidad de cada una de ellaz estaris determinada por el cuociente entre
‘el valor propio respeétivo y M. Esta filtima operacidn representaria el
porcentaje de distorsidn de la nube de puntos (observaciones) al ser
proyectadas sobre la recta solucidn.

Resumiendo, la interpretacidn serd que en la medida que el resultado
del cuociente sea cercano a uno, el resultado obtenido es bastante bueno

ya que indicaria que las distancias iniciales son reproducidas casi
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integramente. Si, por el contreric, el resultado se aleja de uno hacia
cero, mayor es la pérdida de informacidén y por lo tanto, menos confiable
la ordenacidn. Luego, los componentes pueden ordenarse en relacién al
porcentaje de varianza total que representan, denomindndose primera
componente & agquella que representa el porcentaje mAs elevado de varianza,

y asi sucesivamente.

h. Visualizacidn geométrica de la
informacion e interpretacion

Los resultados pueden presentarse:
a) en forma de indice
b) mediante el plano principal.
Y es posible interpretarlos mediante:
l. Lla correlacidn entre variables y factores (cuya representacién
grafica es el circulo de correlaciones) y

2. La matriz de correlaciones de las variables.

a) El indice

Aquella componente que retiene el mayor porcentaje de la varianza es
el que me presenta como indice. Si en el indice aparecen con signo nega-
tivo aquellos paises mejor representados en la ordenacidn, este hecho no
altera en absoluto la validez del resultado. Recordemes que ello se debe
a que cada valor propio tiene dos soluciones, ambas con valores absolutos
idénticos, difiriendo Gnicamente en el signo de sus componentes. Por lo
tanto, puede ccurrir que el algaritmo usado elija aquel vector que origina
valores negativos.

Por el hecho de estar normalizadas las variables la media de la
componente es igual a cero. Por lo tanto, los valores del indice proximos
a cero representarien los valores medios del imdice. El indice puede
considerarse como una nueva variable cuyo nombre se deriva del caracter de
las variables primitivas, asl por ejemplo, si estas describen aspectos del

desarrollo socioecondmico, el indice tomaré ese nombre.
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b) Plano principal {visualizacién geométrica de la informacién)

5i el porcentaje de la varianza total que retiene la primera
componente es muy bajo es posible incorporar la segunda componente para
describir la informacidn.

Como ambas componentes, Fl y F2 astan contenidas en las rectas
solucidn L{1) y L(2), que representan los ejes de un sistema ortogonal.
Fllas originan por lo tanto un planc denominade plano principalgs en el
cual la posicidn de los paises estaria determinado por las nuevas coorde-
nadas Fl(i) y F, (i).

El hecho de que las componentes esten descorrelacionadas entre si,
implica que la segunda componente incorporads al andlisis aporta aspectos
adicionales de la informacidn no descritos por la primera componente.

La calidad de esta representacidn plana se mide por el cuociente
entre la suma de las varianzase de ambos componentes y la varianza total,

o sea,

VAR /F(1) + VAR /[ F(2) 7
VAR total

por el hecho ya mencionado que la correlacidén entre F(1) y F(2) es nula.

El planc principal permite juzgar la homogeneidad del conjunto de
observaciones ya que medimante &1 se puede visualizar aquellas observaciones
que estan distanciadag en el plano y las que estan muy proximas entre si.
Las primeras corresponderian a paises con caracteriasticas muy diferentes
entre si, y las segundas & paises semejantes. Ello puede constituir la

base para construir eventualmente una tipologia de paises.

k.1, Correlacidn entre variables y factores

Tanto el indice como el plano principal constituyen los resultados del
anilisis de componentes principales; el primero expresa una ordenacidn de
las cbservaciones, mientras el segundo muestra la dispersién de los palises
en ¢l plano principal.

Si se pretende hacer un andlisis més fino, es necesario explicar

las causas que determinan la diferente posicidén de los paises en el
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{ndice, o bien peder interpretar la dispersidén de estos en el vlanc
principal.

Al comparar dos paises de la nube d¢ puntos, €stos pusden diferir
por un golo parémeire o varies, o todos a la veg. Por lo tanto, identificar
estas difercneias p@sibilifa la intevpretacidn de Los resultados.

Para facilitar la explicacién supongewos que Be tiems un
conjunte Go paises curacterizados por dos veriables g} q 92 .

De ese comjunto de observaciones comsideraremos dos paises P(1) y P(2),
estableciende las ceusas que originan lo diferente ordenmcidn de eatoé
paises en lag dos primeras compomentes.

Para desarrollar ¢l amélisie se presents un diagrama en el que
aparecen: la nube de pumtos, los ejes d¢ las variables primitivas
{ ?4?,§l ) v los nueves ejesd, ¢ sea las rectas soluciém L(1) y L{2) que
contienen las cowponentes ¥F{1) y F(2).

Los datos com que 8¢ cuentan para la interpretacién de este
disgrama s8om?

1) Les vectores propics unitarics gue origiman las rectes solucidn

;4:1?(” = [""f "‘2] gue detormina L{1)

,4?!2] - [[31 ﬁZ] que deteraina L{2)

A
2) La posicidén de los puises en los ejes primitives ( X4 j

P(1) = [}?1 M) } %3(4)]
[ )?,3 [2) ! X,z, [2)}

P(2)

[{

3) Loa valores de¢ las couponentes

¥(1) = /A B/
F(2) = /a0 B/



- 22 =

La primera consideracidén que se puede deducir del diagrama es que las
proyecciones de los paises P(1) y P(2) sobre la recta L{7) reproducen

con mayor fidelidad la distancia entre P{1) y P(2) que las proyecciones que
recaen sobre L{(2).

La consideracién geoméirica de ello es:

La distancia P(1) P(2} = hipotenusa del tridngulo rectdngulo P, C, P(1)

AB =CP (1)
CP(1) = cateto mayor del tridnguloe recténgulo P, 0, P(1)
A'* B* = C P (2)
CP(2) = cateto menor del tridngulo recténgulo P,, C,P(1)
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Una segunda consideracidon surge al analizar la proyeccidén del pais
uno (P(1)) sobre las rectas L(1) y L(2). En el diagrama se puede aprecisr
que la proyzccidn del pais uno sobre la vecta L{1), (el valor A)
representa un valor elevado de ese eje, ¥y por lo tanto indicaria una
clagificacidn buena del pais uno en el indice (F{1)). En cambio, sl
examinar la proyeccidén del mismo pais (P(1)) en la recta L{2) (el valor A'),
representa un valor prdximo a la media de la clasificacidn en la componente
F(2).

Comparando ambas proyecciones:

~ A
Proyeccién de P(1) en 1la recta L(1) A = =<y x1£4) + oz Xilf)

A A
Proyeccidn de P(1) en 1la recta L(2) Av= (35 Xy [4)*'f§ XQ(*)

Se¢ constata que siendo ipuales los valores de las variables lo que
establece la diferencia en la clasificacibén de los paises es el hecho de
que las variables no intervienen con los mismos pescs en la determinacidn
de A v A%, '

Una tercera consideracidn se desprende al analizar la proyeccidn
de ambos paises sobre una misma recta solucidn.

Comparemos la proyeccibn de dos paisea (P(1) y P(2) en la recta L{1)

A A
=g Xq (1) +ty X; (1)
44 ;'\»i [fl){’a(z )?1(2')

Proyeceidn de P(1) en la recta L(1) A

1

Proyeccidn de P(2) en la recta L (1) B

En este caso se puede verificar que las ponderaciones son iguszles
¥ 1o gue determina la diferencia en la clasificacidn de los paleses son los
valores de la variable. Por lo ¢{ento, el paso siguiente es identificar
aquelles variables que inciden con més fuerza e¢n la ordsnacidn de las
observaciones. Mientras més acentuadaa gon ias diferencias del valor de una
variable en los paises wmayor es su poder de discriminacién sobre las
observaciones. En consecuencia, las variebles que presentan una correlacibn
més elevada con la componente son las que mejor explican la clasificacidn

de los paises.
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Calculemos la correlacidn entre una componente cualquiera F;{

y una variable 21:
ven [Fe, 5l = = bl
Gr)fc‘ﬁ'[ kK1 7% Vvag F, \/vmext
N FA
) ) A ) :1__ —_— FJ. x--&
WV[FK.Xt] TN ;Z? KE
; & o - )’;x, O 4
(,f)V[FK.x/t] ’/:I—,Z; J%a_ / *
M Noa,n
~ - 1
o [Fe %] = 2 g &% T

.

Mz ¥
%‘)\
Qg
&

QV[&.ZJ:

Recordemos que del desarrollo hecho en pAgina 9 se dedujo que:

M

J:‘f

Como FK estd contenida en una recta I"K' originada por un vector propio

_..?
unitario 4y y este a su vez por un valor propio 7;(

luego COV[FKFXI] °<t
h <z
Por lo tanto, LORR [ FK ’X‘J: Vvar( fe)

var[ Fk] = S

como
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A= _ & <¢
luego: GOoR R [ F[< ,X,t] N \f?——-;
K

0 bien: ORR [FK l;/t]: 4 Vi

Representacidn simulténes de variables y observaciones en
el plano primcipal

P(2)

L [ZJ Pﬁ) )

R

Pl ) Lty

Y
> >

——

)

En el plano principal ademés de proyectar las observaciones se
pueden‘proyectar también las direcciones de los antiguos ejes, eso
permite - aln si estas direcciones son sdlo aproximaciones - interpretar
las diferencias gue existen entre las observaciones.

Para ilustrar el procedimia?to sgfondremos un conjunto de N paises
caracterizados por dos variables ¥y y X, . En este ejemplo, primeroc se
calculard la direccién en que se proyecta la variable g}, en el plano
principal y luego se hard una interpretacidn de la clasificacidn de dos

paises (P{1) y P(2)) de la nube de puntos en la componente F(2).
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A ”
En el diagrama se presentan la nube de puntos, los antiguos ejes ﬁ ; ’

los nuevos ejes L(1) y L(2), los puntos P y R que representan los vectores
propios unitarios 1 &l =1 ;]5%I=4 que ieterminan las rectas L(1) y
L(2), ¥y 1a magnitud OA = % de la variable x,; es decir, el punto A tiene
coordenadas (0,1) en el antiguo eje.

Lz proyeccidn del punto A sobre las rectas L(1) y L(2) determinan

los puntos'F y E respectivamente.

.,
OF = op wy =L° 11l

0‘;}' J;;): [0 4][::‘2]

t
&~
b
N

bE =

Luego el eje que corresponde a la variable ?i_ se proyecta en el
plano principal en la direccidédn del vector [::::J
Hientras wmAds prbéxima sea la direccidn de una variable a una de las rectas
solucidén, mayor es la asociacidén de esa variable con la componente conte-
nida en esa recta. A

En el diagrams es posible constatar que la variable X2
esta mas proxima a la recta L(2) que a L{1); indicando con ello una
asociacibn }\nés estrecha con la componente F(2). Ello significaria que la
variable X3 tiene valorese muy diferentes en el conjunto de paises, y por
lo tanto, ejerce una influencia decisiva en la clasificacidén de los paises
en esa componente. Sin embargo al establecer la comparacidn de dos obser-~
vaciones del conjunto, los paises P(1) y P(2) se verifica que la variable

Ql tiene valores muy semejantes en ambos palses; y en este caso

especifico la ordenacidn de estos dos paises en la componente F(2) estaria
determinada por la variable X1 .

0 sea que una representacidn de esta naturaleza permite visualizar
rédpidamente las causas que explican la diferencia en la ordenacidn en
algunos paises del conjunto, agpecto que no es tan facil de descubrir

mediante el anélisis matemdtico cuys preocupscidn principal es
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interpretar la ordenacidn del conjunto de paises.

Circulo de correlaciones

Eate grafico permite visualizar correlaciones entre variables.
Cade punto representa a una variable; se la caracteriza por sus
correlacionas respectivas con la primera y segunda componentes principales.
Siendo ¢1 wddulo de las correlaciones inferior a uno, todos los puntos
se encuentran al interior del circulo de centro ceroy radio uno. Mientras
mAzs alejade del centro del circulo este la variable menos deformada es su
representacidén original y mds importante es su pesc en la construccidn de
las componentes principales. Si dos variables bien representadas
(alejades del centro de 1la circunsferencia) son vecinos (xe. x1), tienen
una correlacidn alta positiva, mientras que &i son ortogonales (xj, xh)
tienen entre si una correlacidn baja y finalmente si son opuestos

(xP, xu)g tienen una correlacién alta negativa.
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