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ANALISIS DE DESCOMPOSICION: UNA GENERALIZACION
DEL METODO DE TIÎEIL

I .  In tr o d u c c ió n

En e l  c o n te x to  de l a  t e o r ía  de l a  in fo rm a ció n  H. T h e il  (1 9 6 ? , 1972) 
d e fin e  e l  .con cep to  de e n tr o p ía  o in fo rm a ció n  esperada  de una d i s t r i 
b u c ió n  de p r o b a b il id a d e s  como e l  v a lo r  esperad o d e l  lo g a r itm o  de la s  
p r o b a b il id a d e s  con  s ig n o  n e g a t iv o .

E ste c o n c e p to , que corresp on d e  básicam ente a una medida de 
in certid u m b re  o d e sord en , tuvo su o r ig e n  en l a  c ie n c ia  f í s i c a ,  p ero  
ha te n id o  a p l i c a c io n e s  en e l  campo de l a  Economía y P o l í t i c a .  Dos 
e jem p los  de e s ta s  a p l i c a c io n e s  son e l  In d ic e  de C o n cen tra c ión  In d u s t r ia l  
de Hirschman (19^ 5) y de H erfin d a h l (1950 ) y e l  In d ic e  de C oh esión  
de R ice  (1 9 2 8 ).

A p a r t i r  de e s te  co n ce p to  de e n t r o p ía ,  T h e il (1 9 6 ? , 1972) 
d e r iv a  una medida de l a  desigUialdad de l o s  in g r e s o s  de una determ inada 
p o b la c ió n . E sta medida se  d e fin e  como l a  in fo rm a ció n  esperada d e l 
m ensaje que transform a p o r c e n ta je s  p o b la c io n a le s  en p a r t i c ip a c io n e s  
de in g r e s o s .  E sta m edida, co n o c id a  como e l  In d ic e  de T h e i l ,  t ie n e  
c i e r t a s  p ro p ie d a d e s  de d e sco m p o s ic ió n  que l a  hacen p a rt icu la rm e n te  
a t r a c t iv a  para e l  a n á l i s i s  m u lt iv a r ia d o  de l a  d esig u a ld a d  de l o s  
in g r e s o s  m ediante una e v a lu a c ió n  de l a  in f lu e n c ia  o e f e c t o  " a t r i b u i b l e ” 
a d i fe r e n t e s  f a c t o r e s  en l a  g e n e ra c ió n  de esa  d e s ig u a ld a d .^

S i b ie n  e s te  a n á l i s i s  de d e scom p osic ión  de d a tos  no l l e g a  a 
a v en tu ra rse  en e l  campo de l o s  mecanismos de ca u s a lid a d  e n tre  e l  
in g re s o  y l a s  d i s t in t a s  c a r a c t e r í s t i c a s  o v a r ia b le s  " e x p l i c a t i v a s " ,  
é l  f a c i l i t a  e ilu m in a  l a  fo rm u la ció n  y v e r i f i c a c i ó n  de h ip ó t e s i s  
con r e s p e c to  a e s ta s  r e la c io n e s  c a u s a le s .

1 /  E stas  p ro p ie d a d e s  de d e sco m p o sic ió n  se deben a la  a d it iv id a d  
de l a  fu n c ió n  de p r o b a b il id a d  de l a  in fo rm a ció n  p rop u esta  
porShannon (19^8) como h (p )  = -  Log p
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La a p l i c a c ió n  d e l In d ic e  de T h e i l ,  como m étodo de a n á l i s i s  de 
d e sco m p o s ic ió n , ha s id o  ya u t i l i z a d a  en a lg u n os  a n á l i s i s  e m p ír ico s  
de d is t r ib u c ió n  de in g r e s o s .  (F ish lo w , 1972; Van Ginneken, 1975> 
üllm an C h isw ick , 1976). S in  em bargo, e s ta s  a p l ic a c io n e s  han s id o  
co n d ic io n a d a s  p o r  l a s  l im it a c io n e s  y c a r a c t e r í s t i c a s  de l a s  bases  
de d a tos  u t i l i z a d o s .

En e l  p re se n te  t r a b a jo  se propone una g e n e r a l iz a c ió n  form al 
d e l m étodo de d escom p osic ión  de T h e il  y se avanza en l a  d eterm in a ción  

de sus p ro p ie d a d e s  y en l a  in t e r p r e t a c ió n  de la s  in t e r a c c io n e s »  
con e l  o b je t o  de h a b i l i t a r  su a p l i c a c ió n  a d iv e r s a s  bases  de d a tos  
sob re  d is t r ib u c ió n  de in g r e s o s .

I I .  F orm ulación  de T h e il

E l c o e f i c i e n t e  de e n tr o p ía  de l a  d is t r ib u c ió n  de in g r e s o s  de una 
determ inada p o b la c ió n  e s tá  dado por

N

( 1 ) H (y) = -  y
u=1

y u  L o g  y ^

en que N es  e l  número de in d iv id u o s  en l a  p o b la c ió n  e y^ la  
p a r t i c ip a c ió n  d e l in d iv id u o  u -ésim o en e l  in g re s o  to teú ..

E ste  c o e f i c i e n t e  es  xma medida de d es ig u a ld a d  que f lu c tú a  e n tre  
0 y Log N, extrem os que corresp on d en  a l o s  ca so s  de p e r fe c t a  d esig u a ld a d  
y p e r fe c t a  ig u a ld a d , re sp e c t iv a m e n te . 2 /

T h e il  ( 1 9 6 7 ) tran sform a e s te  c o e f i c i e n t e  de e n tr o p ía  en una 
medida de d e s ig u a ld a d  resta n d o  su v a lo r  de su p r o p io  v a lo r  máximo.

N

(2 ) T = Log N -  H (y)

N

Ju Log ^
/ “ u U=1

y ^  L o g

1 /K

e x p re s ió n  co n o c id a  como ín d ic e  de d es ig u a ld a d  de l o s  in g r e s o s  de T h e i l ,  
en que n^ re p re s e n ta  la  p a r t i c ip a c ió n  de l a  u -ésim a unidad en la  
p o b la c ió n  t o t a l  y co rresp on d e  a 1/N para cada in d iv id u o .  E ste ín d ic e

Véase e l  A péndice  M atem ático 2 , para  una d em ostra ción  de e s to s  
l í m i t e s .
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de d es ig u a ld a d  e s tá  a co ta d o  en ambos s e n t id o s :  f lu c tú a  en tre  
c e r o  para e l  ca so  de p e r fe c t a  igu a ld a d  (y^  = l /N  para tod o  u) y 
Log N para e l  c s s o  de p e r fe c t a  d es ig u a ld a d  (y^  = 1 para usk e y^ = 0 
para tod o  u ^ k ) « ¿ /  E l hecho de que e l  campo de v a r ia c ió n  de e s te  
ín d ic e  no sea  in v a r ia n te  con  r e s p e c to  a l  tamaño de l a  p o b la c ió n  
re p re se n ta  un in co n v e n ie n te  para l a  com paración  d e l grado de 
d es ig u a ld a d  en l a  d is t r ib u c ió n  d e l in g re s o  e n tre  p o b la c io n e s  de 
d i s t in t o  tamaño. Una form a de o b v ia r  e s te  in co n v e n ie n te  es  e s ta n d a r iz a r  
e l  ín d ic e  d iv id ie n d o  e l  v a lo r  que é s te  tome p qr e l  lo g a r itm o  n a tu ra l 
d e l tamaño de l a  p o b la c ió n  r e s p e c t iv a

( 3 )  T *  = ------- 2 -------
Log N

de manera que e l  v a lo r  e f e c t i v o  de cada ín d ic e  de T h e i l ,  quede 
expresado como p r o p o r c ió n  de su p r o p io  v a lo r  máximo.

^  S i l a  p o b la c ió n  N se  p a r t ic io n a  en G grupos e x c lu y e n te s  e n tre  s í
S d en tro  de l o s  c u a le s  no e x i s t e  o no se c o n s id e ra  l a  v a r ia b i -

S
l id a d  en e l  in g r e s o ,  e n ton ces  e l  campo de v a r ia c ió n  d e l ín d ic e  
de T h e il d ism in u ye. S i to d o s  l o s  grupos son de ig u a l tamaño

N= -̂ 1 e l  campo de v a r ia c ió n  se rá  0 =  T :^ L o g  G ^ L o g  N.G
S i l o s  grupos son de d i s t in t o  tamaño, en ton ces  e l  campo de 

O ^ T - ^ L o g  M g^^Log N en que = Maxv a r ia c ió n  sera
 ̂ I
sj

E sta d ism in u ción  d e l  campo de v a r ia c ió n  im puesta p or  l a  e x is t e n c ia  
de grupos d en tro  de l o s  cu a le s  no se  c o n s id e ra  l a  v a r ia b i l id a d  
de in g re s o  es  p a rticu la rm e n te  im portan te  d eb id o  a que en l a  m ayoría 
de l o s  e s tu d io s  e m p ír ic o s , l a  p o b la c ió n  se o b t ie n e  a p a r t i r  
de l a  exp án sióh  de una m uestra a p lic a n d o  a cada o b s e rv a c ió n  
m u estra l su r e s p e c t iv o  c o e f i c i e n t e  de exp an sión  y e l l o  gen era , 
p or  l o  t a n to , grupos en l a  p o b la c ió n  d en tro  de l o s  cu a le s  no 
e x is t e  v a r ia c ió n  en e l  in g r e s o .
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Una de la s  v e n ta ja s  d e l ín d ic e  de T h e il r e s id e  en sus p rop ied a d es  

de d e sco m p o s ic ió n . T h e il (1 9 6 ? , 1972) dem uestra que s i  l a  p o b la c ió n  
s e  p a r t ic io n a  en G grupos (S , S_ . . .  S ) de manera que cada uno1 ¿  g ^
de l o s  in d iv id u o s  que l a  c o n s t itu y e n  p e r te n e z ca  a uno y s o lo  uno de 
e s to s  g ru p os , e l  ín d ic e  de T h e il  puede d esa g reg a rse  en dos com ponentes;

i )  un componente (B) que re p re se n ta  e l  a p o r te  a l a  d es ig u a ld a d  
t o t a l  de l a  d es ig u a ld a d  en tre  l o s  prom edios de in g r e s o s  de l o s  
d i s t in t o s  g ru p os ,

i i )  O tro com ponente (W) que re p re s e n ta  e l  a p o r te  a l a  d esig u a ld a d  
t o t a l  de la s  d e s ig u a ld a d e s  en e l  i n t e r i o r  de cada uno de l o s  g ru p os . 
Puede descom ponerse en

T = ;
S=1

y Log
O

G

y  y

® g=1
/
u

^ g

—SH- Log 
Ŷ

g

^g _
1/N

(g

(5 )  T = B + W 
g g

en que

( 6 ) B
g

G

= r
g = i

g
Log I s -

n
g

(7 )  W_ = \
/
g=1 u t  Sg

ÍS J L .

^ g
Log

1/N g

En que y^^ es la  p a r t i c ip a c ió n  de l a  u -ésim a o b s e r v a c ió n  d e l
grupo g en e l  in g re s o  t o t a l  e y y n la s  p a r t i c ip a c io n e s  d e l

g g
grupo g en e l  in g re s o  t o t a l  y l a  p o b la c ió n  t o t a l  re sp ectiv a m en te

\

^ g u  ’ g
n

u l S
u

/
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La e x p re s ió n  (^ ) puede r e e s c r i b i r s e  como

(8 )  T = B + \ Y T
g ¿___  g g

güi
en que

(9 )  T = 
g > IS IL . Log

i s H

Í 6 _

V H
g

El prim er térm ino de la s  e x p r e s io n e s  ( ^ ) ,  (5 )  y (8 )  co rresp on d e  a 
l a  com ponente ’ ’ e n tre  gru p os" (T h e i l ,  1967* 1972) o "p a r te  e x p lic a d a "  
de l a  d es ig u a ld a d  t o t a l  T (van G inneken, 1 97 5 )»  El segundo térm ino 
de estav=: e x p re s io n e s  corresp on d e  a l a  componente "d e n tro  de gru p os" 
(T h e i l ,  1 9 6 7 , 1 9 7 2 ) o "p a r te  no e x p lic a d a "  de la  d esig u a ld a d  t o t a l  
p or  l a  p a r t i c i ó n  G (van G inneken, 1 9 7 5 ) .  E ste ú ltim o  térm ino c o r r e s 
ponde a un prom edio ponderado de m edidas de d es ig u a ld a d  de T h e il 
com putadas d en tro  de cada uno de i o s  g ru p os , en que la s  p o n d era c ion es  
corresp on d en  a l a s  p a r t i c ip a c io n e s  de l o s  grupos en e l  in g re s o  t o t a l .

Es im portan te  r e c o r d a r  que e l  campo de v a r ia c ió n  de T esg
fu n c ió n  d e l tamaño de cada gru p o , ya que T v a r ía  e n tre  ce ro  y Log N

S g
(s ie n d o  N e l  tamaño d e l grupo " g " ) .  Por l o  ta n to , en l a  medida en 

g
que l o s  grupos d i f i e r a n  en tamaño, d i f e r i r á  tam bién e l  rango de 
v a r ia c ió n  d e l ín d ic e  r e s p e c t iv o .  E sto d i f i c u l t a  la  u t i l i z a c i ó n  d ir e c t a  
de l o s  ín d ic e s  de T h e il c a lc u la d o s  d en tro  de cada uno de l o s  grupos 
para com parar e l  grado de d es ig u a ld a d  de sus d is t r ib u c io n e s  de in g re s o  
y hace n e c e s a r io  e l  p r o ce s o  de e s ta n d a r iz a c ió n  m encionado a n ter io rm en te .

E sta p rop ied a d  de d e sco m p o sic ió n  d e l ín d ic e  de T h e il hace e x t r e 
madamente a t r a c t iv a  su a p l i c a c ió n  a l  a n á l i s i s  de la  d e s ig u a ld a d  de l o s  
in g r e s o s .  Se puede p a r t i c io n a r  e l  u n iv e sso  m uestra l de acuerdo con  una 
o más v a r ia b le s  c l a s i f i c a t o r i a s  -  graduadas o no -  y l a  d escom p osic ión  
de l a  d es ig u a ld a d  t o t a l  p erm ite  d e r iv a r  m edidas de l a  c o n t r ib u c ió n  
o e f e c t o  sob re  l a  d esig u a ld a d  de in g re s o s  a t r ib u ib le  a cada una de la s  
v a r ia b le s  u t i l i z a d a s  para p a r t i c io n a r  l a  p o b la c ió n .
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I I I .  El ca so  p articu 3 .a r  de dos c a r a c t e r í s t i c a s  c l a s i f i c a t o r i a s

S i l a  p a r t i c i ó n  de l a  p o b la c ió n  se  hace de acu erdo  con  una c a r a c t e r í s 
t i c a  e s t r a t i f i c a d o r a  i  que puede tomar i  v a lo r e s  d i s t in t o s  gen e
rando p o r  ta n to  I  grupos d i s t i n t o s ,  S¿* con in d iv id u o s  cada
uno, e n to n c e s , s ig u ie n d o  l a  e x p re s ió n  ( ^ ) ,  e l  ín d ic e  de T h e il se 
puede e s c r i b i r  como:

( 1 0 ) T = Log
i=1 n .

1

\

i=1 ^ i
; ^ i u

u ^ S .
1

Log
1 / '^ ,

(11 )

T = B. + W. 1 1

W. = /  y . T.
1  Z_____ • 'i  1

i=1

En que y corresp on d en  a l a s  p a r t i c ip a c io n e s  d e l grupo i
en e l  in g re s o  t o t a l  y en l a  p o b la c ió n  t o t a l ,  r e sp e c t iv a m e n te , y 
a l  ín d ic e  de T h e il c a lc u la d o  den tro  d e l grupo i .

re p re se n ta  a q u e lla  p a rte  de l a  d es ig u a ld a d  t o t a l  " e x p l ic a d a ” p or
l a  v a r ia b le  i  (com ponente e n tre  grupos S^) re p re se n ta  a q u e lla
p a rte  de l a  d e s ig u a ld a d  t o t a l  "no e x p lic a d a "  p o r  l a  v a r ia b le  i  
(com ponente d en tro  de l o s  grupos S^) y co rresp on d e  a un prom edio 
ponderado de l a s  m edidas de d esig u a ld a d  com putadas den tro  de cada 
grupo i .

B.1 W.1 in d ica n  l a s  p r o p o r c io n e s  de la  d esig u a ld a d  
t o t a l  " e x p l ic a d a "  y "no e x p l ic a d a " ,  r e s p e c t iv a -T T

m ente, p o r  l a  v a r ia b le  i . j+ /  S i se  in tro d u ce  una segunda v a r ia b le

y  El uso de l a  te r m in o lo g ia  " e x p l ic a d a "  y "no e x p lic a d a "  tomada 
de van Ginneken (1975 ) no im p lica  n ecesariam en te  l a  e x is t e n c ia  
de una r e la c ió n  de ca u s a lid a d  e n tre  e l  in g re s o  y l a  v a r ia b le  i .
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e e t r a t i f i c a d o r a  j  que puede tomar 3 v a lo r e s  d i s t in t o s »  e n ton ces  
-  p o r  a n a lo g ía  con e l  caso  a n t e r io r  -  e l  ín d ic e  de T h e il  se  puede 
e s c r i b i r  como

(12)

a )

T = B. + W. 
0 J

en que l o s  térm in os se d e fin e n  en forma 
an á loga  a l  ca so  a n te r io r*

C o n tr ib u c io n e s  a l a  d es ig u a ld a d  t o t a l
I ■ 11 II ................ ■ ■ I I I I nil ■ ■  I I I ■ m,^m  ■! m^mmm m i ~ i— i"

B.
1

y B . como la s  c o n t r i  b u c io n e s  in d iv id u a le s  b ru ta s  
3

Se d e fin e
de l a s  v a r ia b le s  i  y j  a la  d es ig u a ld a d  t o t a l  cuando cada una de 
e l l a s  es independientem ente co n s id e ra d a  como la  v a r ia b le  c l a s i f i c a t o r i a  

S i se c l a s i f i c a  l a  p o b la c ió n  de acuerdo con ambas c a r a c t e r í s 
t i c a s  sim ultáneam ente se puede o b te n e r  l a  c o n t r ib u c ió n  co n ju n ta  de 
ambas v a r ia b le s .  E sta c l a s i f i c a c i ó n  gen erará  í  • j  grupos 
d i s t i n t o s  S

i J
con  N . . in d iv id u o s  cada uno. En e s te  ca so  e l  in d ic e  

 ̂3
de T h e il se puede e s c r i b i r  como 

1 j

(1 3 ) T =
i=1

n
jL r

i= l  j=1

Log n . .

V
/
u i  S . . 

i j

Log

i l k )

T = B. . t  W. . 
10 10

W. . = \  y . . T . .
10 ^ 0  10

1 0

son l a s  p a r t i c ip a c io n e s  d e l grupo S . . en e lEn que y . . y n. .10 10 ‘ " i j
in g re s o  y l a  p o b la c ió n  re sp e c t iv a m e n te , y T. . e l  v a lo r  d e l ín d ic e

10
de T h e il para  cada grupo
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Se d e fin e  como l a  c o n t r ib u c ió n  co n ju n ta  de l a s  v a r ia b le s
i  y j  y corresp on d e  a a q u e lla  p a r te  de l a  d es ig u a ld a d  t o t a l  
’ ’ e x p l ic a d a ” en forma con ju n ta  p or l a s  v a r ia b le s  i  y j  (com ponente 
e n tre  grupos re p re s e n ta  a q u e lla  p a r te  de l a  d esig u a ld a d
t o t a l  ” no e x p lic a d a ”  p o r  l a s  v a r ia b le s  i  y j  (com ponente den tro
de l o s  grupos S. .)  y co rresp on d e  a un prom edio ponderado de l o s
n iv e le s  de d es ig u a ld a d  d en tro  de cada uno de l o s  grupos S. en que

^ 3
l a s  p o n d e ra c io n e s  son su s r e s p e c t iv a s  p a r t i c ip a c io n e s  en e l  in g re s o  
t o t a l .

S in  em bargo, e l  ín d ic e  de Thei l  tam bién puede descom ponerse 

en e s te  ca so  de l a s  s ig u ie n t e s  dos maneras

( 1 5 ) T = B. + + W .. o

( 1 6 ) T = B . + b 9 + W ..
3 1 13

En que:

(1 7)
... " 3  L

V”

(18) Y.
1

\
^ i

3

y se  d e fin e n  como l a s  C o n tr ib u c io n e s  M argin a les  de la
v a r ia b le  i  dada l a  v a r ia b le  j  y de l a  v a r ia b le  j  dada l a  
v a r ia b le  i  r e sp e c t iv a m e n te . En l a s  e x p r e s io n e s  ( 1 7 ) y  ( I 8 ) se 
puede o b se rv a r  que b 9 ^®j) co rresp on d e  a un prom edio ponderado 
de l a  d es ig u a ld a d  e n tre  l o s  d i s t in t o s  subgrupos d e f in id o s  p or  l a  
v a r ia b le  i  ( 3 ) para  cada uno de l o s  grupos d e f in id o s  por l a  
v a r ia b le  j  ( i ) ,  en que l a s  p o n d e ra c io n e s  corresp on d en  a l a s  p a r t ic i*
p a c io n e s  en e l  in g re s o  t o t a l  de cada uno de l o s  grupos S .  ( S . ) .

3 ^



- 9 -

A p a r t i r  de la s  e x p re s io n e s  (1 3 )»  (1 5 ) y ( l 6 )  vemos que 

(1 9 ) B. . = B. + B  ̂ = B. + b 913 1 3 3 1

es  d e c i r ,  l a  c o n t r ib u c ió n  con ju n ta  ( B . . ) de l a s  v a r ia b le s  i  y  3
1 3

puede ex p re sa rse  siem pre como l a  c o n t r ib u c ió n  in d iv id u a l  de una de 
e l l a s  (B^ o B^) más l a  c o n t r ib u c ió n  m argina l de l a  o t r a  dada la

prim era (B^ o B ^ )

A p a r t i r  de la s  s i e t e  ú ltim a s  e x p re s io n e s  se puede o b se rv a r  que la  
suma de l a s  c o n t r ib u c io n e s  in d iv id u a le s  b ru ta s  de cada una de l a s
v a r ia b le s  tomadas en forma incLonendiente (B . + B .)  no es  n e c e s a r ia -1 3
mente ig u a l a l a  c o n t r ib u c ió n  con ju n ta  de ambas v a r ia b le s  (B . , ) ,
l o  que e q u iv a le  a d e c ir  que l a  c o n t r ib u c ió n  in d iv id u a l  bru ta  de una
v a r ia b le  (B . o B .)  no e s  n ecesariam en te  ig u a l a su c o n t r ib u c ió n  

1 3  . .
m arginal dada la  o t r a  (B^ o ® j ) *  o t r a s  p a la b ra s»  s i  la s
v a r ia b le s  in te r a c tú a n , l a  c o n t r ib u c ió n  con ju n ta  d i f e r i r á  de la  suma
de la s  c o n t r ib u c io n e s  in d iv id u a le s  b ru ta s  y cada c o n tr ib u c ió n
in d iv id u a l  bru ta  d i f e r i r á  de l a  c o n t r ib u c ió n  m arginal r e s p e c t iv a .
b ) I n te r a c c io n e s  en tre  v a r ia b le s

Se d e fin e  e l  c o e f i c i e n t e  de in t e r a c c ió n  e n tre  l a s  dos v a r ia b le s
( I .  . )  como l a  d i fe r e n c ia  en tre  la  p a r te  de l a  d es ig u a ld a d  t o t a l  ^ 3
e x p lic a d a  en forma con ju n ta  p or  ambas v a r ia b le s  y l a  suma de la s  
p a r te s  e x p lic a d a s  p or  cada una de e l l a s  co n s id e ra d a s  en forma 
in d ep en d ien te

(2 0 ) I .  . = B. .
13 13

-  B. -  B.
1 3

a p a r t i r  de (1 9 )  vemos que

(2 1 ) I . . = b9 - 
13 1

• B. = B  ̂ -  B. 
1 “  3 3

E ste c o e f i c i e n t e  c o n s t itu y e  l a  c o n t r ib u c ió n  de l a  in t e r a c c ió n  a l a  
d es ig u a ld a d  t o t a l .

E x is te n  dos c o n d ic io n e s  s u f i c i e n t e s  pero  no n e c e s a r ia s  b a jo  l a s  
c u a le s  e s ta s  dos v a r ia b le s  t ie n e n  una in t e r a c c ió n  n u la  y p or  l o  ta n to  
sus c o n t r ib u c io n e s  son in d e p e n d ie n te s .
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i )  Que l a  d is t r ib u c ió n  de l a  p o b la c ió n  de acu erdo  con l a  
c a r a c t e r í s t i c a  i  sea in d ep en d ien te  de l a  d is t r ib u c ió n  de l a  p o b la c ió n  
de acu erd o  con l a  c a r a c t e r í s t i c a  j .  Es d e c i r ,  que la s  p r o b a b il id a d e s  
co n d ic io n a d a s  de i  dado j ,  y de j  dado i ,  sean ig u a le s  a la s  
p r o b a b il id a d e s  m arg in a les  de i  y de J , re sp e c t iv a m e n te , ya que 
e s to  im p lica  que n^^ ~

i i )  Que la  p a r t i c ip a c ió n  en e l  in g re s o  t o t a l  d e l grupo S . .
X J

sea ig u a l a l a  p a r t i c ip a c ió n  d e l grupo m u lt ip lic a d o  p or la
p a r t i c ip a c ió n  d e l grupo S . :

3 ^ i á  = • ^3

S i se  dan ambas c o n d ic io n e s  sim ultáneam ente e n ton ces

( 2 3 ) B. .
13 13

Log
“ i 3

Log y,-

Log X
Es d e c i r ,  l a  c o n t r ib u c ió n  co n ju n ta  de ambas v a r ia b le s  s e r ía  ig u a l 
a l a  suma de sus c o n t r ib u c io n e s  in d iv id u a le s  b ru ta s  y l a s  c o n t r ib u c io n e s  
m arg in a les  de ambas v a r ia b le s  ig u a le s  a sus c o n t r ib u c io n e s  in d iv id u a le s  
b r u ta s . Dado (2 0 ) y ( 2 1 ) ,  e s to  im p lica  que la  in t e r a c c ió n  e n tre  e l l o s  
( I .  .)  es  n u la . Por l o  ta n to , l a s  dos c o n d ic io n e s  m encionadas a n t e r io r -X J
mente im p lica n  que l a s  c o n t r ib u c io n e s  de arabas v a r ia b le s  son mutuamente 
in d e p e n d ie n te s . S in  em bargo, una in t e r a c c ió n  nu la  e n tre  e l l a s  no 
im p lica  n ecesariam en te  que se  den l a s  dos c o n d ic io n e s  a n te s  s e ñ a la d a s .¿ /

5 /  E sto  d eb id o  a que n . . = n .  . n . / ^ y . . = y .  . y . — \
^  i j  1  j  ' ' i j  • ' i  • ' j

n.  . 
13

n .1
p ero

X -  = X  • r -  =5  ̂ “ lí  ‘  " i  • “ i13 1 ’^ j
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La e x p re s ió n  (2 0 ) im p lica  que l a  c o n t r ib u c ió n  con ju n ta  de ambas 
v a r ia b le s  es  ig u a l a l a  suma de $us c o n t r ib u c io n e s  in d iv id u a le s  b ru tas  
más l a  in t e r a c c ió n  e n tre  ambas. P or l o  ta n to , s e rá  m ayor, ig u a l o 
menor que e s ta  suma según que l a  in t e r a c c ió n  sea  m ayor, ig u a l o 
menor que c e r o ,  re sp e c t iv a m e n te . S im ilarraente , a p a r t i r  de la  
e x p re s ió n  (2 1 )  vemos que l a  c o n t r ib u c ió n  m argina l de cada una de la s  
v a r ia b le s  es  ig u a l a su c o n t r ib u c ió n  in d iv id u a l  bru ta  más l a  in t e r a c c ió n .  
La c o n tr ib u c ió n  m arginal s e r á ,  p or  l o  ta n to , m ayor, ig u a l o menor 
que l a  c o n t r ib u c ió n  in d iv id u a l ,  dependiendo d e l s ig n o  de l a  
in t e r a c c ió n .

A p a r t i r  de (2 0 )  e l  térm ino de in t e r a c c ió n  se  puede descom poner 
en dos com ponentes. Uno de e l l o s  e s tá  r e la c io n a d o  con  la s  p a r t i c i 
p a c io n e s  de l o s  d i fe r e n t e s  grupos en e l  in g re s o  t o t a l  y e l  o t r o  con 
la s  p a r t i c ip a c io n e s  de l o s  d i fe r e n t e s  grupos en la  p o b la c ió n  toteú.

(2 3 ) I. .
3-0

B . . -  B. 
13 1

B.
0 =y z _

y . . Log —- i -  • 'ij ■ n . .
13

L .  ^ y j  L o e  -

\—  Ñ—■ y

( z k ) I . . = \ \ y . .
13 /_ . . .  Z _  ^13

y . . n . .
Log '■ ' -  Log — —

^ i - y j  ^ " “ j
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El primer termino de la expresión (21) no puede tomar valores 
negativos,_6/  El segundo término de esta expresión puede tomar* 
en cambio, valores positivos, nulos o negativos. Si la distribución 
de la población de acuerdo con la variable i es independiente de 
la distribución de la población de acuerdo con la variable j , 
es decir, si no hay asociación estadística éntre ambas variables, 
entonces n . . = n. . n. y por lo tanto el segundo término de la 

13  1 0 ^
expresión (2̂ ) se hace nulo quedando la interacción reducida a

(25)
10

Log L ii
7 i . y j

> o
que es necesariamente una expresión no negativa. Por lo tanto, 
sirias dos variables son estadísticamente independientes la 
contribución conjunta de ambas será siempre mayor o igual que la 
suma de sus contribuciones individuales brujas y la contribución 
marginal de cada una de ellas será siempre mayor o igual que la 
respectiva contribución individual bruta. Sin embargo, si las 
dos variables están estadísticamente correlacionadas, entonces, 
la interacción puede tomar valores positivos, negativos o nulos y 
entonces la contribución conjunta puede exceder, o ser excedida, o 
ser igual a la suma de las contribuciones individuales brutas.

Con respecto al campo de variación del coeficiente de interacción, 
un caso extremo se presenta cuando existe una perfecta asociación o 
correlación entre las dos variables y por tanto, la contribución 
conjunta a la desigualdad es igual a cada una de las contribuciones 
individuales brutas. A partir de (20) vemos que en este caso extremo 

éste constituye el límite inferior para el coeficiente 
de interacción. A partir de la misma expresión se comprueba que
el máximo valor que puede tomar el coeficiente de interacción es 
y ello ocurre cuando las contribuciones individuales de ambas variables
son nulas. Por lo tanto se puede concluir que la interacción entre 
ambas variables está acotada por

(26) -  Log N ^  -  T ^  -  B, -íéi
13

I. . ^  B. . 
13  i J

Log N

y véase el Apéndice Matemático NQ 3, para una demostración de 
este punto.
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Los cuadros 1 y 2 proveen ejemplos numéricos de las dos situa
ciones extremas descritas.

La interacción también se puede presentar como proporcién de 
la contribución conjunta; como ésta es el valor máximo de la inter
acción, resulta un coeficiente estandarizado, útil para efectuar 
comparaciones entre diferentes bases de datos:

(27)
I. .ij
B. . 

13

c) Interacciones negativas y positivas

El significado de las interacciones negativas y positivas 
puede ser aprehendido mediante la explicación de algunos casos extremos.

Considérese el caso en que sólo la variable i tenga efectiva
mente un iiPi-.acto causal en la determinación del nivel de ingresos, 
en tanto que la variable j no tiene ningún efecto autónomo sobre él.
Si ambas variables se hallan estadísticamente asociadas, las distribu
ciones de la población y de los ingresos de acuerdo ccn la variable 
i no serán independientes de las correspondientes distribuciones 
de acuerdo con la variable j .  En este caso, al clasificar la población
de acuerdo con la variable j ,  B. será positivo, aun cuando esta3
variable no ejerza un impacto real sobre los ingresos, debido a que 
ella se "apropia" o "captura" parte de la influencia de i sobre el 
ingreso, a través de su asociación con esta variable. En este caso, 
la suma de las contribuciones individuales (B̂   ̂ ^j^ incluye dos veces 
aquella parte de la influencia de i capturada por j a través de su 
asociación con i ; esa suma excede por lo tanto, la contribución 
conjunta de ambas variables, dando lugar a una interacción negativa.
En este caso, que se ilustra con el ejemplo numérico del cuadro 3» 
la contribución marginal de j controlando por i es nula, como 
resultado de que j no tiene influencia por sí misma sobre el ingreso 
y no contribuye adicionalmente a e:q>licar las desigualdades. Esto 
da origen a una interacción negativa que neutraliza totalmente la 
contribución individual de j :
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(28) I . .  =IJ 3

(29) B .. = B.13 1 IJ

El ejemplo numérico del cuadro 4 ilustra una situación similar,
aunque no extrema, en que ambas variables se encuentran asociadas y
la influencia de i sobre el ingreso es considerablemente mayor que
la que ejerce j ,  aunque esta variable tenga alguna influencia por
sí misma. También en este caso la variable j captura parte de la
influencia de i en la medida en que se halla asociada con e lla .7 /
La suma (B. + B.) incluye, por lo tanto, duplicaciones que no están 

•  ̂ 3
presentes en la contribución conjunta B .. y que están representadas

■! .  ̂3 .
por ùria interacción negativa. El cuadro 1 ilustra, finalmente, el 
caso extremo en que las variables i y j están perfectamente 
asociaaas y la desigualdad resulta, por lo tanto, totalmente explicada 
por cualquiera de ellas; esto da lugar a una interacción negativa que 
es, en consecuencia, igual a la contribución conjunta. En este caso 
se puede considerar que ambas variables constituyen, en realidad, 
una sola variable explicativa.

La presencia de interacciones negativas revela,* en todos los 
casos, una asociación subyacente entre las variables, que posibilita 
que la desigualdad sea, en alguna medida, explicada por una de las 
variables en representación de las asociadas.

La posibilidad de interacciones positivas es ilustrada por 
los ejemplos numéricos de los cuadros 2 y 5«

Considérese el caso extremo en que las distribuciones de acuerdo 
con cada una de las variables no registren desigualdades; éstas sólo 
pueden ser explicadas por determinadas combinaciones de las variables, 
es decir, por la interacción entre ambas (cuadro 2), En este caso, 
la interacción es positiva e igual a la contribución conjunta de las

7 / También la variable 
influencia de j .

i captura, en este caso, parte la escasa
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variables, mientras que sus contribuciones individuales brutas son 
nulas. Este mismo resultado puede darse aun cuando exista asociación 
entre las variables (en la diagonal del cuadro 2).

Puede concebirse, finalmente, un caso en que cada variable 
registre desigualdades, cuando se clasifica a la población sólo con 
respecto a ella, pero esas desigualdades se originen en una combinación 
particular de ambas variables (cuadro 5)» En este caso, la contribución 
conjunta excede la suma de las contribuciones individuales, en tanto 
existe una interacción positiva, pues sólo cuando se clasifica la 
población de acuerdo con arabas variables simultáneamente se logra 
captar la interacción existente entre ellas.

La presencia de interacciones positivas debe interpretarse como 
que la influencia de una variable sobre el ingreso no es independiente 
del valor que tome la otra variable, ya sea que esa influencia se 
ejerza sólo para determinados valores de la otra variable o que sea 
mayor cuando ésta toma-esos valores.8/ Esta situación implica que 
la combinación de las variables agrega poder explicativo que no es 
captado por ninguna de ellas en forma individual.

En síntesis, el coeficiente de interacción (I. .) obtenido a
1 13

partir del análisis de descomposición de Theil, es el resultado neto 
de dos tipos de factores de distinta naturaleza. El primero, la 
asociación estadística entre las variables que puede generar contribu
ciones individuales brutas que exceden a las correspondientes contribu
ciones marginales, dando lugar a interacciones negativas entre ellas.
El segundo, presenta cuando parte de la determinación del nivel de 
ingreso no puede explicarse en base a las distintas variables tomadas 
en forma independiente sino que es el resultado de combinaciones de 
ellas, puede dar origen a interacciones positivas.

Dependiendo de cuál de estas dos fuentes de interacciones 
predomine será el signo del coeficiente de interacción obtenido del 
análisis de descomposición. La presencia de interacciones positivas 
indica inequívocamente la existencia de la segunda fuente de inter
acciones. La posibilidad de detectar este tipo de causalidad 
constituye una innegable ventaja del método de descomposición de Theil.

8 / Un ejemplo de esto puede encontrarse entre la educación y el
sector (formal-informal) o el área, cuando la influencia de la 
educación sobre el ingreso es mayor en el sector formal que en el 
informal, o es mayor en las áreas urbanas que en las rurales.
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Cuadro 1

EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO DE PERFECTA ASOCIACION ENTRE 
LAS VARIABLES EXPLICATIVAS DEL INGRESO

V i
i = i i -, 2 i * 3 N.

3 . ,̂1
•

j *= 1 1,1 0 ,0 0 ,0 1 , 1 -

3 = 2 0 ,0 1,2 0 ,0 1 2

3 = 3 0 ,0 0 ,0 1,3 1 3

" i 1 1 1 N = 3

Y.1 1 2 3 y  = 6

B. = B. = 0 ,20080if 
1 3

B. + B. = O , ^01608 
1 J *

B. . = 0 ,2 0 0 8 0 4

I .  . = -  0 , 200804
I J

B. . = -  B. = -  B.
I J  1 J

B  ̂ = B  ̂ ,= O 
1 3
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Cuadro 2

EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO EN QUE SOLO LAS VARIABLES 
COMBINADAS EXPLICAN LA DESIGUALDAD

\  1 
3 N. i = 1 i = 2 i = 3 N . 3 Y .. ,3_.

j = 1 1,3 1,1 1,1 3 5

Ó = 2 1,1 1,3 1,1 3 5

1,1 1,1 1,3 3 5

Ni 3 3 3 N = 9

Yi 5 5 5 Y = 15

B. = B. 1 3 = 0

B. = B. 1 3 = 0;

B. , 13 = 0,1^33

I. .13 = 0, 1̂ 83 = B. .13
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Cuadro 3

EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO EN QUE LAS VARIABLES SE 
HALLAN ASOCIADAS PERO SOLO UNA DE ELLAS TIENE 

INFLUENCIA SOBRE EL INGRESO

3 i = 1 i = 2 i = 5 ■ . ....

3 = 1 3,3 1,2 1,2 5 8 -

3 ^ 2 1,1 3,6 1,3 5 10

j = 3 1,1 1.,2 3,9 3 12

«i 5 5 5 N = 15

5 10 15 . , Y=,30_ -  ■

B.
X

= 0,087208 B̂ ’1
B.

3
= 0 ,013^24 B

3̂
B. . = 0,087208 ̂J
I. .iJ = 0,013^2^
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Cuadro 4

EJEMPLO NUMERICO DE UN.CASO EN QUE LAS VARIABLES EXPLICATIVAS 
SE ENCUENTRAN ASOCIADAS Y UNA DE ELLAS TIENE 

MAYOR INFLUENCIA SOBRE EL INGRESO a/

3 i = 1 i = 2 i = 3 N. Y.
3

i  = 1 3,12 1,7 ' 1,10 5 29

3 = 2 1,5 3,24 1,11 5 4o

3 = 3 1,6 1,9 3,36 5 51

«i 5 5 5 N = 15

Y.X 23 4o 57 Y = 120

B.
1

B.
3

B. + B. =

B. . 
i J

I. .
3-3

B^

= 0,062166 

= 0 , 0 2 5 5 3 6  

0 , 0 8 7 7 0 2  

0,067189 
0 , 0 2 0 5 1 4

0,05022

0,04i652

a/ La relación funcional supuesta para construir el ejemplo es 
Y = 3i + 3
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Cuadro 5

EJEMPLO NUMERICO DEL CASO EXTREMO EN QUE SOLO UNA DETERMINADA 
COMBINACION DE LAS VARIABLES EXPLICA 

TODA LA DESIGUALDAD

N. i 
3 i = 1 i = 2 i = 5 N... 3 . . "i...

3 = 1 1,10 1 , 1 1 , 1 3 1 2

3 = 2 1i1 1 , 1 1 , 1 3 3
3 = 3 1 , 1 1 , 1 1 , 1 3 3

N.1 3 3 3 3 N = 9

y
X 1 2 3 3 3 y = 1 8

B. = B. 1 J

B. + B.1 J

B. .13

0,2310^8

0,^62097

0,586068

0,123971
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IV, El caso general de R ca ra c te r ís t ica s  e s tra t if ica d o ra s

Todos lo s  conceptos enunciados anteriormente pueden generalizarse
para e l caso de R variab les  (r  = 1 , 2 . . .  R) en que cada una de
e lla s  puede tomar C. va lores d is t in to s . Por lo  tanto, a l c la s i f i c a r1
la  población  de acuerdo con la s  R variab les  simultáneamente se generan 

R
T r  “  ^1 ” ^2 * " •  S celdas o grupos d iferen tes
r=1

1 ^ 2  • ° con N,0^,0^ "••Cp individuos cada uno

En estas c ircu n sta n cias , e l ín d ice  de Theil se puede e s c r ib ir  como

( 3 0 ) T = ^  ) _  y ~

1 ''2 ''r S ’ ^2°* ’ ^R

z _
c c1 2 R

'B Z-
u t S

,02» «CgjU

C i,C 2 ...C ^

Log

^1 ’ ^2° °^R’

®1’ ^ 2 **S

^ “  ® 1,2 ..R  * '^1,2..R

n  n  r t  I C

R

En que todos lo s  términos quedan d e fin id os  por analogía al caso 
p a rticu la r  de dos variab les analizado en la  sección  a n te r io r .
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a) Contribuciones ind iv iduales brutas conjuntas y marginales 
de la s  variab les
En este  caso general, e l ín d ice  de desigualdad de T h eil, 

también puede descomponerse en la  suma de (R+1) términos de El 
maneras d i s t in t a s .^  Una de estas El maneras es la  sigu iente

(32) T = B. + +
1 2 3  q

, 2 .• (R -1) y

• h  * ^ , 2 . . R

Las restantes (El -  I )  maneras de descomponer este ín d ice  se 
obtienen variando e l orden de la s  v a r ia b le s .1 0 / Dado que e l a n á lis is  
que sigue es exactamente análogo para cualquiera de la s  El p os ib les  
descom posiciones del ín d ice  T, escogeremos por conveniencia la  
ordenación presentada en (3 2 ). Nuevamente la s  d e fin ic io n e s  de lo s  
d is t in to s  términos de (32) son análogas a la s  del caso p a rticu la r  
de dos variab les  ya analizado. Por lo  tanto, nos lim itarem os a d e fin ir  
e l primer término, e l  término genérico de orden q y e l ùltimo término 
o residuo de la  expresión (2 7 ).

(35) = "'o, Log n.
C,=1

B̂  representa la  componente de desigualdad entre lo s  promedios de 
ingresos de lo s  grupos d efin id os  por la  variáble y corresponde 
a la  con tribución  individual bruta de esta  variab le  a la  desigualdad 
t o t a l .  B2  representa la  contribución  marginal de la  segunda variab le  
dado que e l e fe c to  de la  primera ya ha sido considerado. Por lo  tanto.

9/ La demostración matemática de esta descomposición aparece en 
e l apéndice matemático 3 *

1 0 / Otras de la s  El a ltern a tiv a s  de descomposición son la s  s igu ien tes

i )  T = B  ̂ + B  ̂ + B1 , 2 + . . .  B.1 ,2 ..(E-1)
R

i i )  T = B + b1 + B , ’  ̂ +1 3 2  E

i i i )  T = + B  ̂ 4- B^’  ̂ +
2 3 1  R
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1 ' #' •la  suma de B y corresponde a la  contribución  conjiinta de ambas
v a ria b les . Análogamenté, B^’ representa la  contribución  marginal
de la  tercera  variable dadas la s  dos prim eras. Por lo  tanto, la  suma

1 1 2de B^, B  ̂ y Bj* corresponde a la  contribución  conjunta de la s  tres  
v a ria b les . En términos generales, s i  cada logaritm o involucrado 
está d e fin id o , e l término genérico de orden q (1 -^ q  ^ H ) se define 
como

C^..C

’  "  "  ■ 'tq -D  ^S  =2- C c.
’ (q -1 )

n

n,
( q -1 )

Este término de orden q representa la  con tribución  marginal de la  
q-ésima variab le  controlando por la s  (q -1 ) va riab les  a n te r io re s . La 
suma de la  contribución  individual bruta de la  primera v a ria b le , más 
la  con tribución  marginal de la  segunda dada la  primera, más la  
con tribución  marginal de la  tercera  dada la s  dos prim eras, y a s í suce
sivamente hasta agregar la  contribución  marginal de la  q-ésima variab le  
dadas la s  (q -1 ) an teriores  corresponde a la  contribución  conjunta de 
la s  q v a r ia b les .

(35) B, r -  V ”-q = ¿_  y,
S  ^2

•̂c ,c . .c
p C .,C _ ..C ^  Log - — -I----¿----- 2 -  =C 1 2 q °  n^ „  -q C ,C . .C

B + B̂  + B^’  ̂ + . , , . . b ' ' ’ ^**^2 - '')  1 1 / 
1 2  3 q

1 1 / El término también puede e s cr ib ir s e  de ql manerasi ,  2. .«q
d is t in ta s . Una de e l la s  es la  presentada en la  expresión ( 3 0 ) ,  
la s  restantes se obtienen cambiando e l orden de la s  v a r ia b les .
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Finalmente, e l residuo de la  expresión (3 2 ), es d e c ir  2  p

representa aquella  parte de la  desigualdad to ta l no explicada por la s  
R variab les  u t iliza d a s  y se define como

( 3 6 ) w J. = ) _  H  J Z  ye G c ^

Log

1 2 R

N,C^.C^.-Cg

*C^,C2..Cj^ ^^1’ ^ 2 - ‘ °R

(37) W1,2 ..E = m :
° 2 ’ * S

■ 1 , 2 . . R

Es d e c ir , la  parte de la  desigualdad to ta l "no explicada" por la s  R 
variab les  u tiliza d a s  en forma conjunta corresponde a un promedio 
ponderado de lo s  n iv e les  de desigualdad a l in te r io r  de cada uno de lo s
grupos S

^1’ ^2**^R
en que la s  ponderaciones son la s  p a rtic ip a cion es

de cada uno de estos grupos en e l ingreso t o ta l .
A p a r t ir  de la  expresión (3^) se observa que la  contribución  

marginal de la  q-ésima variab le  dada la s  ( q - l )  an teriores  corresponde 
a un promedio ponderado de lo s  ín d ices  de Theil correspondientes a l 
grado de desigualdad dentro de cada uno de lo s  grupos d efin id os  por 
la s  ( q - l )  variab les in ic ia le s .  Por lo  tanto, la  contribución  marginal 
de una variab le  no puede ser negativa, l o  que im plica que la  parte 
explicada de la  desigualdad to ta l no puede dism inuir con la  in clu sión  
de una nueva v a r ia b le . A p a rt ir  de esta misma expresión , también 
se observa que la  con tribución  marginal de una variab le  depende de 
cuántas y cuáles de la s  otras variab les  están siendo controladas y 
por lo  tanto, una variab le  tendrá tantas contribuciones marginales como 
conjuntos de la s  otras variab les  se controlen  para computarla. Los dos 
casos extremos están representados por la  con tribución  individual bruta 
en que no se con tro la  por ninguna variab le  y la  contribución  marginal 
de orden R en que se con tro la  por todas la s  (R -l )  variab les  restan tes .
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b) In teraccion es entre variab les
Nuevamente vemos que la  suma de la s  contribuciones in d iv iduales 

brutas de la s  R variab les  no corresponde necesariamente a la  c o n tr i
bución conjunta de e l la s .  Se define e l C oe fic ien te  de In teracción
Total entre q variab les  ( I ,  -  ) como la  d ife ren cia  entre la---------  1 ,2 . .q
contribución  conjunta de la s  q variab les y la  suma de sus contribuciones 
ind iv iduales brutas

(38) 1   ̂ p -  (B,+B

Dos condiciones son, en forma simultánea, s u fic ie n te s  pero no necesarias 
para que éstas tengan una in teracción  to ta l nula y por l o  tanto sus 
con tribucion es sean independientes.

i )  Que la  d istr ib u ción  de la  población  de acuerdo con cada una 
de la s  va riab les  sea independiente de la  d istr ib u ción  de la  población  
de acuerdo con la s  demás. Es d e c ir , que la  probabilidad de que se dé un 
determinado va lor de la  variab le  i  sea independiente de lo s  va lores 
tomados por lo s  restantes ( q - l )  v a r ia b les . Esto im plica que

^1’ ^2**^q "" * “ C- * . . .  ‘  " c
I ¿  q

i i )  Que la  p a rtic ip a c ió n  en e l ingreso to ta l del grupo
s

0 ^ ,0 2 « .C sea igual a l producto de la s  p a rtic ip a cion es  de lo s  grupos

^1’ ^2* ' ^q ,C^..C_ =r ^ R ' - ’ q "1 * ''2  . .  q

Si estas dos condiciones se dan simultáneamente entonces

(39) B1 ,2 . .q  ,C ..C  n
^1 °2  %  1 2 q C^,C2 ..C^

nn ' Log n, • + 2 ___ Log

1 ,2 . .q 1 2 q
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Es d e c ir , la  contribución  conjunta de la s  q variab les es igual 
a la  suma de sus contribuciones in d iv iduales brutas y por lo  tanto, 
la  in teracción  to ta l entre e l lo s  defin ida  en ( 3 8 ) es nula,

A p a rt ir  de la  expresión ( 3 8 ) se puede desagregar la  in teracción  
to ta l entre q variab les en dos componentes. Uno relacionado con la s  
p a rtic ip a cion es  de lo s  d iferen tes  grupos en el ingreso to ta l y e l otro 
con la s  p a rtic ip a cion es  en la  población

( )  í
1 , 2 . .q = r x  r

1 2

1 . ^

V 1 2

2 Jla .
n.

I 2 0
n, ^0. '-“ S nc .

1

í l  2 q1 ,2 . .q  V  c r ’ *C ^1’C_ o «c 2 q
Log 7 P—*7 ;-------i——  -  Log

ŷ j «yQ
2°*^C

Zip • zip« Ilp 
^2-° ^

El primer término de la  expresión (^ l)  no puede tornar va lores 
negativos- El segundo término de esta expresión puede tomar va lores 
p o s it iv o s , nulos o negativos. Por lo  tanto, s i  la  d istr ib u ción  de 
la  población  de acuerdo a cada una de la s  variab les es independiente 
de la  d istr ib u ción  de la  pob lación  de acuerdo a la s  demás, e l segundo 
término se hace cero quedando la  in teracción  to ta l reducida a l primer 
término que es número negativo . Esto im plica que, s i  la s  q va riab les  
son estadísticam ente independientes, la  in teracción  to ta l entre e lla s  
será siempre mayor o igual que ce ro . Sin embargo, s i  la s  variab les 
no son independientes, esta in tera cción  puede tomar va lores p o s it iv o s , 
nulos o n egativos. Esta in teracción  to ta l entre q variab les  puede a 
su vez descomponerse en la  suma de in teraccion es de segundo orden
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correspondientes a todas la s  combinaciones de dos variab les  que, pueden 
obtenerse a p a rt ir  de la s  q v a ria b les , más la  suma de in teraccion es 
de tercer  orden correspondientes a todas la s  combinaciones
p o s ib le s  de tres  variab les  y a s i sucesivamente hasta in c lu ir  la  
in teracción  de orden q. Las in teraccion es de segundo orden entre 
dos variab les  se definen como la  d ife ren c ia  entre la  contribución  
conjunta de e lla s  y la  suma de la s  con tribucion es individuales brutas.

ih2) I . . = B. . -  (B. + B .)
1 3  i j  1  0

La in teracción  de tercer  orden entre la s  variab les  i » j  y k se 
define como la  con tribución  conjunta de elD.as menos la  suma de sus 
contribuciones in d iv idu a les.bru tas y menos la  suma de la s  in teraccion es 
de segundo orden.

-  <Bi * »k> -  * ^3k>

reemplazando tenemos que

^i3k  = ®i3k -  ^ ®ik *  ®3k> *  ^ *  V

En términos generales, la s  in teraccion es  de orden P (2.^p.^-qi=.R)
entre p va riab les  (de la s  cuales habrán s i  se obtienen a p a rt ir

P
de q va ria b les) se definen como la  contribución  conjunta de la s  
p va riab les  menos la  suma de sus con tribucion es ind iv iduales brutas 
y menos la  suma de todas la s  p os ib les  in teraccion es  de orden menor 
que p

(p -1 ) P

(45) ^ 1 ,2 ..p  = ^ , 2 . . p  ■ ®2 --^p^ ‘ / I .  . -
1 3

i= i  j=i+1

(p -2 ) (p -1 ) p

m
\

/ ^ ijk
i= i jai+1 k=j+1

" i j . .h
i=1 j=i+1 h=k+1 (p -1 ) subíndices
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Reemplazando la s  in teraccion es de orden menor que p en términos 
de contribuciones conjuntas e in d iv iduales vemos que la  in teraccién  
de orden p defin ida  en (^5) también puede e s cr ib ir s e  como la  c o n tr i
bución conjunta de la s  p variab les  menos la  suma de la s  
contribuciones conjuntas de subconjUntos de ( p - l )  variab les  del 
conjunto in ic ia l  de p variab les  más la s   ̂ contribuciones conjuntas 
de subconjuntos de (p -2 ) va riab les  y a s í sucesivamente hasta e l ùltimo 
término que será (-1)^^^ por la  suma de la s  contribuciones ind iv iduales 
brutas

2 3 P ,

(^6) ■1,2. .p ~ ^ 1 ,2 . .p
\

z .
V

i=1 j=i+1

>
i=1 j=i+1 h=k+1

. .h

(p -2 )

T b - -  ., o / i  3 ®
h=k+'l'— V----- '

(p -1 )
(p -1 )

+ (-1 )^  ----
/ y B.

10
i=1 j-i+ 1

( - 1 )
p+1 B.

1
i=1

Por lo  tanto, la  in teracción  to ta l de orden q defin ida  en ( 3 8 ) 
como la  d ifé ren cia  entre la  con tribución  conjunta de la s  q variab les 
y la  suma de sus contribuciones individuedes brutas es e l resultado 
de una serie  de in teraccion es de segundo orden entre dos variab les 
de tercer  orden entre tres  variab les y a s í sucesivamente hasta una 
in teracción  (no t o ta l)  de orden q entre la s  q v a ria b les . La in teracción  
to ta l entre la s  q va riab les  corresponde a la  suma a lgebra ica  de 
todas estas in teraccion es p a rcia les

(q -1 ) q (q -2 ) ( q - l )

(í+7) \1 ,2  • o q

q
I. . +___  ____ 1 0

i=1 jí=i+1 i=1 j=i+1 k=j+i
I. +X 3 •- o  o '1 ,2 . .q
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Esta in teracción  to ta l entre la s  q variab les puede ser p o s it iv a , 
nula o negativa dependiendo del resu ltado neto que originen  todas 
la s  in teraccion es p a rc ia les  que la  componen. Es importante destacar 
que una in teracción  to ta l nula entre la s  q variab les  no im plica necesa
riamente que e l la s  actúen en forma independiente. Esta in teracción  
to ta l nula entre la s  q variab les  es com patible con fu ertes in te r 
acciones p o s it iv a s  y negativas entre subconjuntos de e lla s  pero que 
se cancelan originando una in teracción  to ta l igual a cero.

Con respecto a la s  con tribucion es m arginales, la  expresión 
puede transformarse en

(̂ ■8) = b . + i  
1 1

. . + I . ,  + 1 .10 ik  i jk
Esto indica  que la  con tribución  marginal de la  variab le  i  dadas la s  
variab les  j  y k es siempre igual a la  con tribución  individual bruta 
de i  más todas la s  in teraccion es  p o s ib le s  entre la  variab le  i  y 
la s  variab les  j  y k.
Igualmente la  expresión (46) puede transformarse en

(49) fijik .
1

•P _= B. +1 I . . + )  ) I .  +i j  L___ L___ lOk
j / i  ¿¡ái

' i j k . ,p

Lo que s ig n if ic a  que la  con tribución  marginal de la  variab le  i  dadas 
la s  otras ( p - l )  variab les  es siempre igual a la  contribución  individual 
bruta de i  más todas la s  p o s ib le s  in teraccion es  de cualquier orden 
entre la  variab le  i  y la s  demás variab les.

Se define la  in teracción  to ta l entre la  variab le  i  y la s  ( p - l )

variab les  restantes (i^^^**P)’ como la  suma dé todas la s  p os ib les  
in teraccion es de cualquier orden entre la  variab le  i  y la s  demás 
( p - l )  variab les  -

(50) ^jk.

j;¿i k;¿j;¿i
I . +lOk I I  P i jk l .^ ijk .

k 1
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Por l o  tanto

( 5 1 )" ^ 1  1 1

El signo de la  in teracción  to ta l entre la  variab le  i  y la s  demás 
variab les  in dica  s i  la  variab le  i  ” en promedio” in teractúa p os itiv a  
o negativamente con la s  demás v a ria b les . La magnitud de esta 
in teracción  to ta l r e f le ja  la  discrepancia  entre la  contribución  
marginal y la  con tribución  individual bruta de la  variable i  ,

V. Datos agrupados

a ) Introducción
El problema de lo s  datos agrupados se presenta cuando no se 

dispone de la  inform ación respecto de ingresos a un n iv e l individual 
sino solamente a un n iv e l más agregado para grupos de personas.

Sean S lo s  grupos de personas para la s  cuales se dispone deO
inform ación agregada respecto a sus p a rtic ip a cion es  on e l ingreso y 
población  t o t a l .  El ín d ice  de Theil para estos datos agrupados (T̂ ) 
se define como

y
n( 5 2 ) r =)■

g
y  g Log

Por lo  tanto constatamos que

(5 3 ) T® = B
g

Si se contara con la  información a un n ive l ind ividuai se podría 
computar e l verdadero ín d ice  de Theil (T) para ese conjunto de datos

'U . V ,  ,
y.(5^) T = V

z i_

Ì e l .

u=1 g
Log ^  +

g
Log

g g Yn
/  s

T = B + Wg g
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Por lo tanto

(55) T -  T = W = /  y T >  0g i—  g g-^

Lo que implica que el índice de Theil agrupado será siempre menor o 
igual que el desagregado. Esto se debe a que el índice agrupado, 
al no contar con información a nivel individuell dentro de cada grupo, 
supone que la dispersión del ingreso dentro de ellos es nula, 
b) Datos agrupados y análisis de descomposición

Una forma en que se presenta el problema de los datos agrupados 
es la siguiente. Existe una variable estratificadora j que puede 
tomar j valores distintos generando j grupos Ŝ . con individuos 
cada uno. Sin embargo, no se cuenta con las participaciones en el 
ingreso de cada uno de los individuos de los distintos grupos, sino 
que sólo se conoce para cada grupo S . la distribución de sus miembros, 
entre los distintos tramos de ingresos (n.^) y la participación en 
el ingreso total de cada uno de los tramos (y. . )  (es decir, el ingresou
promedio en cada tramo) en que el subíndice t se refiere a los distintos 
tramos de ingresos en cada grupo Ŝ . , En estas circunstancias

(56) =)l_ _N7
n .. "-T-Jt j ón .J 3̂

(57) = B +3 3

(53) = y ~  y.
3 ^  3 3

En tanto que

(59) T = ! T y Log y • Log ^  ^  y T  ^  Log +
3 t u X n 3  ̂ 3 3  ̂ t ^3 ^

n .3

z.3 t u

Log

litu

3t
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(60) T = B. + W® + W.^J J Jt

(6i) w. = + w..3 0 Jt

Por lo  tanto observamos que

(62) T
j t

Esto indica  que e l ín d ice  agrupado subestima a l verdadero ín d ice  de
Theil de esta pob lación  ya que el primero a l tomar lo s  datos agrupados
prescinde de parte de la  desigualdad en la  d is tr ib u ción  de lo s
in gresos: la  desigualdad dentro de lo s  d is t in to s  tramos de ingresos
de cada uno de lo s  grupos S .,  mientras mayor sea la  d ispersión  del

J
ingreso dentro de cada uno de estos  grupos mayor sea la  discrepancia
entre e l ín d ice  agrupado y e l verdadero ín d ice«

Sin embargo, la  con tribu ción  absoluta a la  desigualdad to ta l
de la  variab le  j  (B .) no se ve afectada por e l uso de datos agrupados3
siendo id én tica  a la  que se hubiera obtenido usando datos no agrupados. 
Esto no ocurre con su con tribución  como proporción  de la  desigualdad 
t o ta l .

B. B. B. T
(65) —

T T

B. B.
_

T T
-  1

T

B. B.
(6^ )̂ ^ a - j

B.
- i
T

T -  T W..
---------2; = - J l > 0

Por lo  tan to , a l trabajar con datos agrupados, la  contribución  porcentual 
de la  variab le  j  a la  desigualdad to ta l excede la  verdadera contribución

W-t
en un por c ie n to . Mientras mayor sea la  d ispersión  del ingreso

a l in te r io r  de cada uno de lo s  tramos de ingresos con respecto a la  
d ispersión  entre tramos de in gresos, mayor será e l sesgo porcentual.
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CcLAD:: -  SlSTcM A COCPAL
D O C U M E / M T  A C I O N  

S O S r ' í E  P C 3 ',_a C I O E N  

A iv IE R lC ^ i L .A T  N A

Recordando la  expresión (62) vemos que estimando bajo "supuestos
razonables" e l n ive l de desigualdad dentro de lo s  d is t in to s  tramos
de ingresos se puede estimar W.. y obtener a s i una estim ación del31

sesgo porcentual id e n tifica d o  en (6^).
En e l caso general en que se c la s i f i c a  la  pob lación  de acuerdo 

a R c a ra c te r is t ica s  se tiene que

(65) T =

r \

V  V  Y  y/ y,
C^,C^.,CR^t _

__ __ __/__Jn p p i  Los "¡rC, t ° 1 -=2"  s-

I 4 - . . A  S - V - S
Log

<=1 ‘ ’a
C^,C2..Crn

■ ,__  Z_yp p p
Log

^0^,02-.Cr

n

n

(66) T = + ^ , 2 . . R

(67) 2 R = Z _ Z _  Z _ y c  C r ? R
1 2  R

En tanto que

( 68)B) -LT ItC.yn n n
Ci t u

^1’ ^2°°^R ,t,u
%

S  "2  " r
S  n

'Y ,C 2 . .C r

Y ,C 2 ..C r

r 1. 2 R ,tV ̂ ^1’ ^2’ *^R,t L o g  Z^1!£2JJ¿R_ +

^2 "R ” 0 , ,C , ,C ,

c ,c_..c^r r
/  /_ / iXp p p
°1 ° 2 " ° R ^

^C.,C_.,C

V ^ 2 ” "R ,t ,u  ^^1»^2*‘ ^R.t

^1’ °2**°R ,t



- 3̂  -

(69)

Por lo  tanto

^ '^ 1 ,2 ..R ,t

( 7 0 ) T -  = W

( 7 1 )

B1,2°°R

1,2« oR,t

^1,2°°R
T

" 2

B1 ,2 . .R

*^2‘

T -  T
j,a

:W

.CR '^ 1 ,2 . .R ,t ^  °

1 , 2 . oR,t Q

Vemos que la s  contribuciones in d iv iduales brutas marginales y conjuntas 
medidas como proporción  de la  desigualdad to ta l incurren en un sesgo

2 R 1¿e ■ ■ ̂ ■'*■ °—i— por c ie n to , a l computarse con datos agrupados. Sin

embargo, s i  se expresan la s  d is t in ta s  contribuciones de la s  R variab les 
(in d iv id u a les  brutas marginales y conjuntos de orcen m.enor a R) como 
porcen ta jes  de la  contribución  conjunta de todas e l la s ,  estas c o n tr i
buciones re la t iv a s  no se verán afectadas por e l uso de datos agrupados, 
fa c ilita n d o  por tanto la  comparación de resiüLtados obtenidos de datos 
agrupados y no agrupados. Esto debido a que el uso de datos agrupados, 
introduce un sesgo en la s  contribuciones medidas como porcentaje de la  
desigualdad to ta l pero no a fecta  lo s  va lores absolutos de estás 
contribuciones y por tanto tampoco lo s  va lores r e la t iv o s  entre s í .

Con respecto  a la s  in tera cc ion es . Dado que la s  in teraccion es 
son combinaciones lin e a le s  de contribuciones conjuntas de d is t in to  orden, 
la s  cuales no se ven afectadas por e l  uso de datos agrupados, e l valor 
absoluto  de la s  in teraccion es tampoco se verá afectado por e l uso de 
datos agrupados.

En s ín te s is ,  gran parte del a n á lis is  puede ser llevado a cabo 
con datos agrupados en forma ta l que lo s  resu ltados a s í obtenidos sean 
comparable con lo s  resu ltados obtenidos de datos no agrupados. Sólo 
en lo s  casos en que lo s  resu ltados de contribuciones o in teraccion es se 
expresen como porcentaje de la  desigualdad to ta l se hace necesario  
co rre g ir  e l sesgo introducido por e l uso de datos agrupados e id e n t i
fica d o  en la  expresión ( 7 1 )«
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VI. Ordenación de la s  variab les de acuerdo con la  contribución, 
a la  exp lica ción  de la  desis^^aldad de lo s  ingresos

Del método de descomposición de T h eil, no se deriva un c r i t e r io  único 
que permita ordenar la s  variab les  de acuerdo a la  importancia de su 
contribución  a la  ex p lica ción  de la  desigualdad de lo s  in gresos.

En esta sección  se defin irán  y analizarán brevemente cuatro 
c r i t e r io s  a ltern a tiv os  tendientes a esa ordenación y que obedecen 
a prop ósitos  d is t in to s .
a) Un primer c r i t e r io  para ordenar la s  variab les  es hacerlo de 
acuerdo a sus con tribucion es in d iv iduales brutas. Este c r i t e r io  ordena 
la s  variab les de acuerdo a la  con tribución  que tienen a l ser tomadas
en forma a isladas y puede por lo  tanto in c lu ir  e l impacto de otras 
va riab les  e je rc id o  a través de su asocia ción  e s ta d ís t ica  con la  
variab le  en cu estión . Este c r i t e r io  tiene la  ventaja de que la  c o n tr i
bución individual bruta de la s  variab les es independiente del universo 
de variab les consideradas y por tanto, la  crdonación resu ltante no se 
verá afectada por la  in clu s ión  de una variab le  ad ic ion a l a este universo.
b) Un segundo c r i t e r io  con siste  en ordenar la s  variab les  de acuerdo 
con la  secuencia con que maximizan la  contribución  conjunta de grupos 
con un número crecien te  de variab les en la  primera variab le  s e le c c io 
nada sería  aquella  con la  mayor contribución  individual bruta. La 
segimda v a ria b le , aquella  cuya contribución  marginal dada la  ya 
seleccionada sea máxima, es d e c ir , aquella  que maximize la  contribución  
conjunta del grupo de dos variab les  que se generará a l se le cc ion a r  la  
segunda. La tercera  variab le  seleccionada sería  aquella  con la  mayor 
contribución  marginal dadas la s  dos primeras y a s í sucesivamente i r  
seleccionando la s  variab les  de acuerdo con sus contribuciones marginales 
dadas la s  ya se leccion ad as. Este c r i t e r io  considera paircialmente
la s  in teraccion es entre variab les  puesto que para se leccion a r la  
segunda y demás va riab les  considera la  in teracción  entre la s  candidatas 
a ocupar estos lugares y la s  ya se leccion ad as. Esto hace que la  
ordenación de la s  variab les  de acuerdo a este c r i t e r io  dependa del 
universo de variab les  consideradas. La in clu sión  de una nueva variab le
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a este  universo puede a lte ra r  la  ordenación de la s  ya ex isten tes  
obtenida previamente. Este c r i t e r io ,  a l ordenar la s  variab les en 
forma ta l de maximizar la  contribución  conjunta de conjuntos con un 
número crec ien te  de v a ria b les , debería orien tar la  d ecis ión  respecto 
a cuáles variab les  y en qué orden debieran ser in clu id as en e l a n á lis is  
cuando e x is te  una r e s tr ic c ió n  respecto a l número máximo de variab les 
a in c lu ir .
c )  Un tercer  c r i t e r io  para ordenar la s  variab les  es secuencia l como 
e l ainterior, pero en sentido in verso . Consiste en se lecc ion a r  como 
primera variab le  aquella  que más red u cir ía  e l poder e x p lica t iv o  del 
conjunto in ic ia l  de variab les  s i  fuera re tira d a . Es d e c ir , aquella  
cuya contribución  marginal dadas la s  demás sea máxima. S eleccion ar 
como segunda variable aquella  que, dada e l r e t ir o  de la  primera, más 
red u cir ía  e l poder ex p lica tiv o  del conjunto de variab les restan tes .
Es d e c ir , i r  seleccionando la s  variab les  de acuerdo con su contribución  
marginal dado e l conjunto de variab les  reducido por e l r e t ir o  de la s  
a n te r io re s . Este c r i t e r io  también considera parcialmente la s  
in teraccion es  entre variab les  ya que para ordenarlas considera la s  
in tera ccion es  entre la s  candidatas a un determinado lugar y la s  que no 
han sido previamente seleccionadas y retiradas del a n á lis is .  Esto hace 
que la  ordenación de la s  variab les  de acuerdo a este  c r i t e r io  también 
dependa del universo de variab les  consideradas. Esta ordenación se 
puede ver afectada por la  in clu sión  de una nueva variab le  a l un iverso. 
La ordenación de la s  variab les  en sentido opuesto a l propuesto por 
este c r i t e r io  tiende a minimizar la  pérdida de poder ex p lica tiv o  que 
se orig in a  a l r e t ira r  variab les del a n á lis is  y por tanto, este c r i t e r io  
debería orien tar la  d ecis ión  respecto de cuáles variab les  y en qué 
orden se debería p rescin d ir  s i  esto fuera n ecesario .
d) Finalmente un ùltimo c r i t e r io  para ordenar la s  variab les con siste  
en h acerlo  de acuerdo con sus contribuciones marginales dadas todas 
la s  demás. Este c r i t e r io  considera íntegramente la s  in teraccion es 
entre la s  variab les y por tanto la  ordenación resu ltante de é l también 
depende del universo de variab les consideradas. Este c r i t e r io ,  eú. 
basarse en la  contribución  marginal, tiene la  ventaja de que la
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contribución  marginal de una variab le  se computa controlando e l e fe cto  
de todas la s  demás, y por tanto representa el incremento en e l grado 
de ex p lica ción  exclusivamente a tr ib u ib le  a esa v a ria b le .

Ss importante destacar que en la  medida que un c r i t e r io  considere 
peircial o totalmente la s  in teraccion es  entre la s  v a ria b les , la  orde
nación resu ltante dependerá del universo de variab les consideradas.
Sin embargo, mientras mayor sea la  proporción  de la  desigualdad to ta l 
explicada por e l universo considerado, menor la  probabilidad de que 
la  in clu sión  de una variab le  ad icion a l a lte re  la  ordenación.

A p a r t ir  de la s  expresiones í^i-8), (^9) y (51) se desprende que 
s i  todas la s  in teraccion es entre la s  variab les  fueran nulas, la  
contribución  individual de una variable i  sería  id én tica  a cualquier 
contribución  marginal de esta variab le  cualesquiera sea el grupo de 
variab les controladas. Por l o  tanto, s i  todas la s  in teraccion es 
fueran nulas, lo s  cuatro c r i t e r io s  de ordenamiento propuestos a n ter io r 
mente co in c id ir ía n  _perfectam ente. Sin embargo, en la  medida que 
existan in tera cc ion es , la s  ordenaciones de la s  variab les resu ltantes 
de estos c r i t e r io s  pueden d i f e r ir  diametralmente.

La determinación de la  in flu en cia  r e la t iv a  de la s  variab les 
sobre la  d istr ib u ción  agregada del ingreso puede, s in  embargo, ocu ltar 
la  ex isten cia  de sistemas de in flu en cia  e in teraccion es ampliamente 
d iferen tes  para d is t in to s  segmentos de la  población  t o t a l .  En ta les  
casos, resu lta  conveniente reproducir e l a n á lis is  de descomposición 
de la  desigualdad en e l in te r io r  de cada uno de esos segmentos. Por 
ejem plo, la  descomposición de la s  desigualdades urbanas y de la s  
ru ra les , o la  descomposición de la s  desigualdades en e l in te r io r  de 
cada categoría  del empleo, pueden reve lar con más profundidad lo s  
mecanismos que determinan la s  desigualdades del ingreso a n ive l t o t a l .
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Apéndice Matemático

lo  Límite in fe r io r  y superior del ín d ice  de Theil 
i )  Cota in fe r io r

Dado que Log x ^  x-1 se tiene que

io g  '= ) _  y. Log (^“  -  ^  = 4 - “ i  '  ^ ^ i  "

Por lo  tanto
y-iLog ■;r—

1-1=0

n .
1 1

L  ^i 
1

i i )  Cota superior

y¿ Log ^  = y  Log ^  + Log N

pero
y ■ y •

y£<? 1 y^ 1 Log y^ 0 ,

Por l o  tantor yi
ir- ^ i ^

2 . Para probar que la  expresión (2^) es no-negativa, se usa la  
misma desigualdad mencionada anteriormente / v

-L tió ^  i (l? -)=

/

_

Por lo  tanto

i r y. . Log —Ü -  
i  3 ^  ^ i^ j

O
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3. Demostración de la  descom posición del ín d ice  de Theil presentado 
en la  expresión (3 2 ).

La demostración sé hará aplicando e l método de inducción sobre 
e l número de variab les consideradas: R 

Si R = 1
n “

u=1

Log
C u 1

^u In.\ T
utC

/
C,-=1 Á

1 Y ”  y Log
\ %/1 n.

C, u iC ,
Log = 1 1

Por lo  tanto, la  descom posición es vá lida  para una v a ria b le . Supongamos 
que la  descomposición es vá lida  para ( q - l )  variab les entonces

(2 ) T .  . . .

Pero e l residuo W. _ , \̂ se d e fin ía  en la  expresión ( 3 6 ) comon f o e \ CJ*“ \ }

/

( 3 ) 1 ,2 . . ( q -1 )  —
S  °2  '^ íq -D

c.,., c_. .c ,
u t  S ° 1 ’ ^2“ “^ (q - l )

(q -1 )

Esto puede descomponerse en la s  diversas sumas correspondientes a
lo s  grupos más pequeños S„ „ „ „

^ I ’ ^2“ ^ (q -1 ) ^q
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— ooC/ /|\|C 1 ’ 2 qiU

r
C c ”"C uts1 2 q

X^.C^ooC1* 2° (q -1 ) ’ q,u

f  C. o  • c 1 2 q^u

Log ^ ° i...° .2.- .° U - i ) . Z £ r £ ? i £ a — - 7"^ y _  Y  y o , , c , . . c

n,
^1’ ^2"*^q-1

^1’ "2 ° ’ ^q
S  ^2 V l

I ’ ^ 2 °°"(q -1 )

Log
1^2» «C

3 = 1 ^ ./
% , G  ..C  C ¡” b uiS^ =1-'=2"=q ,u
ñ--------------- ---- 1 . q

' l ' ° 2 " V l

° 1 ’ ° 2 " ° q , u

 ̂ 1 /  q 1 ,2ooq
°T -°2 ” S

Por lo  tanto la  expresión (3) puede e s cr ib ir se  como

(5) T = B. + + B^’  ̂ + + g 1 ,2 . . ( q - l )  + w. _
 ̂ 2 ^  Q q if2«oq
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